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vergl.  Weierstrass,  Sitzungsberichte 
1883,  S    1271  ff; 

Zu  den  Nummern  262—267  vgl.  die 
Arbeit  des  Verfassers,  Sitzungsberichte 
1898,  S.  346  ff. 


Drittes  Kapitel. 


268.  Die  Gauss 'sehe  Differentialglei- 
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Schwarz,   CreUe's  Journal.    Band   75, 

S.  301  ff.,  311; 
Riemann,   Nachlass,   Werke   (IL  Aufl. 

1892),    S.  442  ff.;    Abhandlungen    der 
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Schilling,  Mathem.  Annalen,  Band  44, 

S.  163—165; 
Schottky,  Crelle's  Journal,    Band  83, 
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J  als  Function  des  Periodenquotienten 
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Her  mite,  Sur  la  theorie  des  equations 

modulaires  (1859),  S.  3  ff.; 
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Zweites  Kapitel. 


286.  Ansatz  zum  Discontinuitätsbeweise 
für  die  Gruppe  gewisser  Dreiecks- 
functionen S.  104. 

287.  Beweis  eines  Hülfssatzes.  Sätze 
über  Dreiecksfunctionen.  Discontinui- 
tätsbeweis S.  108. 

288.  Die   Dreiecksfunctionen   erster  Art 

S.  111. 


289.  Die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art 

S.  113. 


Poincare,  a.  a.  0.  S.  27 — 35; 
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Schwarz,  a.  a.  0.  S.  321—324; 

Klein,    Ikosaeder,    S.    117  ff.;    Modul- 
fnnctionen  I,  S.  103  ff.; 
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Band  13,  art.  6. 

Schwarz,  a.  a.  0.; 
vergl.  Riemann,  a.  a.  0.  S.  13; 
Klein,  Ikosaeder,  S.  Iff.,  29ff.;  Math. 
Annalen,  Band  9,  S.  183  ff. 

Schwarz,  a.  a.  0.  S.  324  ff.; 

Fuchs,  Crelle's  Journal,  Band  81,S.lll  ff. ; 
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Klein,  Ikosaeder,  S.  68—73; 

Brioschi,  Mathem.  Annalen,  Band  11. 

Fuchs,    a.  a.  0.   S.  111—126;    Crelle's 
Journal,  Band  85,  S.  9— 23; 
vergl.  Klein,  a.  a.  0.  S.  48,  49; 
Arbeit  des  Verfassers,  Crelle's  Journal, 
Band  110,  S.  143—148. 
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Fuchs,  Crelle's  Journal,  Band  81,  S.  123 

—126;  Band  85,  S.  1—9,  11  ff.; 
Schwarz,  a.  a.  0.  S.  325—330; 
Riemann,  a.  a.  0.  art.  18; 
Klein,  Sitzungsberichte  der  phys.-med. 

Soc.  zu  Erlangen  26.  Juni  1876 ;  Mathem. 

Annalen,  Bände  11,  12,  oder  Ikosaeder 

S.  36—42,  49—58; 

vergl.  Halphen,  a.  a.  0.; 

Gordan,  Mathem.  Annalen,  Band  12, 
ö.  147; 

Jordan,    Crelle's  Journal,    Band  84, 
S.  93—112. 


Viertes  Kapitel. 


299.  Der  Klein'sche  Satz.  Der  Satz 
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300.  Nothwendige  Bedingungen  für  die 
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den  Fall  von  drei  singulären  Punkten 
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Klein,Mathem.Annalen,Bände  11, 12,13, 

oder  Ikosaeder  S.  116  ff. ; 
Fuchs,  Acta  Mathem.,  Band  I,  S.  334 

—338;  Crelle's  Journal,  Band  81,  S.  123 ; 

Band  85,  S.5;ComptesRendus,  Juli  187G. 

F  uchs, Crelle's  Journal,  Band  81,  S.  117  ff., 
127—131,  141  —  142,  134—138; 
Vergl.K  1  e  i  n ,  Mathem.  Annalen,  Band  9, 

S.  185  ff.; 
Jordan,  a.  a.  0. 


Schwarz,  ii.  a.  0.  S.  293—297; 

Fuchs,  Crelle's  Journal,  Band  81,  S.  99ff.; 
vergl.  Repertorium  für  r.  u.  a.  Mathe- 
matik, Band  I,  S.  2; 

Vessiot,  Theses,  S.  59  ff.; 

vergl.     Klein,      Mathem.     Annalen, 
Band  46,  S.  80—83. 

Poincare,  Acta  Mathem.,  Band  IV, 
S.  227 ff.; 

vergl.     Klein,      Mathem.     Annalen, 
Band  14.  S.  159. 


Fünfzehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  Fuchs 'sehen  Functionen. 

Erstes  Kapitel. 


304.  Fuchs 'sehe  Gruppen.  Zwei  Bei- 
spiele. Bedingungen  für  die  Discon- 
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Poincard,  Acta  Mathem.,  Band  I,  S.  1 

-62; 

vergl.     Ritter,     Mathem.     Annalen, 
Band  41,  S.  25. 
Poincare,  Acta  Mathem.,  Band  I,  S.  227, 

207—210. 


305.  Fuchs  'sehe  Functionen.  Die  Fuchs- 
schen  Thetareihen  von  Poincare. 
Erster  Ansatz  zum  Convergenzbeweise 

S.  174. 

306.  Der   erste  Poincare'sche  Conver-       Poincard,  a.  a.  0.  S.  193 — 198 
genzbeweis S.  174. 
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P  0  i  n  c  a  r  ^ ,  Acta Mathem.,  Band  III,  S.  88 ; 
Picard,  Acta  Mathem.,  Band  I,  S. 297 ff".; 
Poincare,  ebenda,  S.  201—203. 


Poincare, 
—200. 


a.  a.  O.    S.  203  —  207,    198 
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schen  Functionen  und  Thetafunctionen 

S.  206. 
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260.  Die  UrQkelirungsfunction  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 
Pormulirung  des  Problems  der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunction. 

Die  Periodicitätsmoduln  4:K  und  2K'i  des  elliptischen  Integrales 
erster  Gattung  mit  dem  Modul  z  =  jc  genügen,  wie  in  der  Nr.  248 
(Bd.  II,  1,  S.  477)  gezeigt  worden  ist,  als  Functionen  von  z  aufgefasst 
der  Legendre 'sehen  Differentialgleichung 

(L)  ,        ,(l_,)^'  +  (l_2.)^-i«  =  0. 

Das  eingehende  Studium  dieser  Differentialgleichung  soll  uns  zunächst 
beschäftigen. 

Um  gleich  die  Beziehung  der  anzustellenden  Erwägungen  zu  der 
Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  hervorzuheben,  bemerken  wir, 
dass  das  Integi'al  erster  Gattung 

eine   Function    der   beiden    von    einander   unabhängigen  Variabein   y 
und  z  ist. 

Während  man  nun  in  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten, 
wie  sie  von  Abel  und  Jacob i  begründet  worden  ist,  vorwiegend  g) 
als  Function  von  y  studii-t,  indem  man  dem  Modul  z  einen  beliebigen, 
aber  festen  Werth  beilegt,  haben  wir  es  umgekehrt  mit  der  Unter- 
suchung von  (p  als  Function  des  Moduls  z  zu  thun,  wobei  wir  dem  y 
einen  constanten  Werth  beilegen.  Für  ein  beliebiges  y  befriedigt  das 
Integral  q)  offenbar  (vergl.  die  Gleichung  (22),  Nr.  234,  Bd.  II,  1,  S.  420) 
die  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    11,2.  1 
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wir  betrachten  nur  diejenigen  ^/-Werthe,  für  welche  das  Glied  auf  der 
rechten  Seite  verschwindet,  was  offenbar  keine  wesentliche  Beschrän- 
kung ist. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  spielt  die  Umkehrungs- 
function  y  als  Function  von  q)  eine  wichtige  Rolle,  ja  sie  wird  sogar 
seit  Abel  und  Jacob i  zur  Grrundlage  der  Theorie  gemacht,  weil  sie 
eine  eindeutige  Function  ist.  Und  zwar  ist  y  nicht  allein  eine  ein- 
deutige Function  von  gp,  sondern  die  Darstellung  dieser  Function 

y  ==  sin  am  (p 

durch  die  Jacobi'sche  Thetafimction  lässt  auch  erkennen,  dass  y  in 
sehr  übersichtlicher  Weise  von  dem  Quotienten 

K'i 

der  beiden  completten  Integrale  abhängt.  Aus  dieser  Darstellung  der 
Function  sin  am  erhält  man,  indem  man  dem  (p  geeignete  constante 
Werthe  beilegt,  eine  Darstellung  des  Moduls  x  =  Yz  als  Function 
von  T,  welche  lehrt,  dass  diese  Function,  die  sogenannte  elliptische 
Modulfunction,  eine  eindeutige  ist. 

Es  ergiebt  sich  also  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen, 
dass  in  der  Differentialgleichung  (L)  die  unabhängige  Variable  z 
eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  %  zweier  linear  un- 
abhängiger Integrale  ist,  ein  Resultat,  welches  uns  auf  den  Ge- 
dankenkreis des  elften  Abschnittes  zurückverweist. 

Da  es  uns  nicht  allein  auf  die  Discussion  der  Differentialgleichung 
(L)  ankommt,  sondern  vielmehr  auf  die  Untersuchung  allgemeinerer 
Differentialgleichungen,  welche  analoge  Eigenschaften  darbieten,  wie 
die  eben  für  (L)  hervorgehobene,  so  wäre  es  für  unsere  Zwecke  nicht 
rathsam,  das  erwähnte  Resultat  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
zu  entnehmen,  wir  werden  vielmehr  trachten,  dasselbe  unabhängig 
von  jener  Theorie  herzuleiten,  d.  h.  genauer  gesprochen: 

Wir  woUen  die  Eigenschaften  von  K,  K'i,  t,  s  nicht  dadurch 
kennen  lernen,  dass  wir  erst  die  Untersuchung  der  allgemeinen  Be- 
ziehung zwischen  y,  9,  t,  z  vornehmen  und  dann  dem  cp  specielle 
Werthe  zuertheilen,  sondern  stellen  uns  die  Aufgabe,  direct  an  den 
Functionen  K,  K'i,  beziehungsweise  an  der  Differentialgleichung  CL) 
selbst    die    Natur    der    Beziehung    zwischen    z   und    r    zu    erforschen. 


261.    Die  Landen 'sehe  Transformation.  3 

Hierfür  bieten  sich  zwei  wesentlich  verschiedene  Wege  dar. 

Der  eine  ist  von  Herrn  Fuchs  eingeschlagen  worden;  bei  dem- 
selben wird  nur  von  den  Entwickelungen  der  K,  Kl  in  der  Umgebung 
der  singulären  Stellen  und  von  dem  Verhalten  derselben  bei  Umläufen 
um  diese  Stellen  Gebrauch  gemacht,  die  Darstellung  jener  Functionen 
durch  bestimmte  Integrale  kommt  nur  beiläufig  in  Betracht.  Diesen 
Weg  werden  wir  später  bei  der  Behandlung  von  allgemeineren  Fragen 
im  Wesentlichen  zu  befolgen  haben. 

Der  andere  Weg  schliesst  sich  wesentlich  an  die  Integraldarstel- 
lung der  K,  K'i  an;  er  hat  dem  ersi;eren  gegenüber  den  Mangel,  dass 
er  nicht  wie  dieser  unmittelbar  für  die  in  Betracht  kommenden  all- 
gemeineren Fragen  nutzbar  gemacht  werden  kann,  dagegen  führt  er  in 
völlig  naturgemässer  Weise  fluch  zu  den  aus  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  sich  ergebenden  Entwickelungen  von  K,  K'i  und  s 
als  Functionen  von  t,  und  beansprucht  überdies  ein  hervorragendes 
historisches  Interesse,  weil  Gauss  auf  demselben  in  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  eingedrungen  ist.  Man  bezeichnet  diesen  Weg 
nach  Gauss  als  die  Theorie  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels,  und  wir  wollen  nunmehr  zur  Darleofunff  dieser  Theorie  über- 
gehen,  indem  wir  zunächst  auf  die  historische  Quelle  derselben,  die 
sogenannte  Landen 'sehe  Transformation,  zurückgreifen. 

2G1.    Die   Landen 'sehe   Transformation    in   ihrer   historischen   Ent- 

wiekelung.      Fagnano,    Landen,    Lagrange.      Anwendungen    der 

Landen 'sehen  Transformation. 

Da  es  äusserst  interessant  ist  zu  verfolgen,  wie  die  Landen 'sehe 
Transformation  sich  historisch  entwickelt  hat,  wollen  wir  in  kurzen 
Umrissen  die  scheinbar  ganz  vereinzelt  dastehenden  Bemerkungen  an- 
geben, aus  denen  sich  diese  merkwürdige  Transformation  zusammenfügte. 

Die  erste  Bemerkung  verdankt  man  dem  italienischen  Mathematiker 
Grafen  Fagnano.  Derselbe  betrachtet  eine  Ellipse  für  rechtwinkelige 
Coordinaten 

(I)  4  +  ^  =  1,     «>^ 

a  0 

und  setzt 

X  =  a  cos  -0- , 

wo  also  %•  die  excentrische  Anomalie  bedeutet.     Sei  M  ein  Ellipsen- 
punkt, gehörig  zu  dem  Werthe  %■  =  ip,  JV  ein  zweiter  Ellipsenpunkt, 

gehörig  zu  dem  Wei-the  -O"  =  —  —  (p,  wo  zwischen  (p  und  ^  die  Be- 
ziehung 

1* 
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bestellt.  Mögen  femer  Ä,  B  die  Punkte  sein,  in  denen  die  Ellipse  von 
der  positiven  x-  beziehungsweise  y-Axe  getroffen  wird,  und  bedeute  P 
den  Punkt,  in  welchem  die  in  31  an  die  Ellipse  gezogene  Tangente 
das  von  dem  Ellipsenmittelpunkte  aus  auf  dieselbe  gefällte  Perpen- 
dikel schneidet.  Dann  zeigt  Fagnano,  dass  die  Summe  der  beiden 
EUipsenbögen  31 B  und  AN  gleich  der  geradlinigen  Strecke  MP 
ist.  Bezeichnet  man  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  von  M  durch 
(I,  9/),  so  ergiebt  sich  für  diese  Strecke  der  Ausdruck 


Landen   fühii  nun  in  den  Ausdruck   für  den  EUipsenbögen  BM 


=/?|/"^ 


BM       '  "^  ./«-er 


0 

die  Grösse  t  als  neue  Variable  ein  und  findet 

t  t 

(A)  4:BM=2t-\-    I  dt^~^^^'  =  +    I  dt 


-|/(a_fe)2-^2 


Die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  gestatten 
eine  geometrische  Deutung.     Das  erste  ist  der  Bogen  einer  Ellipse 

2  2 

mit  den  Halbaxen  a  -f-  h  und  2yah,  das  zweite  der  Bogen  einer 
Hyperbel  mit  den  Halbaxen  a  —  h  und  2]/a&,  vermindert  um  eine 
gewisse  geradlinige  Strecke.  Der  EUipsenbögen  gehöi-t  zu  dem  Abscissen- 
wei*the 

setzt  man  also  mit  Legend re 

I  =  a  sin  q), 


so  erhält  man 


2    • 
,  c   sm  qp  cos  qp  ,  7  \     • 

^^1/2      2      ,^i^  -{a-h)  sm  g>^, 


woraus  sich  die  Beziehung 
(1)  sin  cpj^  == 


sm  qp  cos  qp 


ya^  cos^qp  -j-  fc^sin^qp 
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zwischen  den  beiden  Complementen  der  excentrischen  Anomalien  9,  cp 
der  Ellipsen  (I)  und  (II)  ergiebt. 

Diese  Beziehung  (1)  ist  die  sogenannte  L an den'sche  Transformation. 

Der    EUipsenbogen    JBM   ist    ein    elliptisches    Integral    zweiter 
Gattung 

^^  z.*^   __________ 

BM  =  I  y a  Gos^(p  +  b^  sm(p  d(p, 
0 

die  L an  den'sche  Gleichung  (A)  stellt  al^io  die  Anwendung  der  Trans- 
formation (1)  auf  das  Integral  zweiter  Gattung  dar.  Lagrange  hatte 
zuerst  den  folgenreichen  Gedanken,  die  Landen 'sehe  Transformation 
auf  das  Integral  erster  Gattung 


A 


clcp 


y  c?  COS^  qp  -(-  Ö^  sin^  qp 

anzuwenden. 

Man  findet  durch  einfache  Rechnung  unmittelbar  die  Gleichung 

(2)         -- f!; =  =  2        "" 


y a^  cos^qpj  +  t^  sin^qpj  y (j?  cos^qo  -(-  }?  sin^qo 

wenn  man  setzt 

(3)  «i  =  ^\  \  =  yah. 

Integrirt  man   die  Gleichung  (2)   in  Bezug  auf  qp  zwischen  0  und  — 
und  setzt 


(4)  ^=   '  -'*'  '  '  ^''^ 


J    y«^  cos^qp -{- &^  sin^qp  /    ya^i 


COS  qpj  4"  ^1    ^1^  'Pi 
0 

so  ergiebt  sich,  da  für  (p  =  -„ 

sin  qo^  =  0,     cos  (Py  =  —  1 , 


also  (p^  =  Tt  ist, 

n 

2Ä=  f-^^ 

^  cos^qPj  -\-  h^^  sin'^qpj 


d.  h.  wir  haben 

(5)  A  =  A^. 

Wir  sehen  also,  dass  das  Integral  A  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
darin  a,  h   ersetzt  durch  a^,  h^,  d.  h.  nach  den  Gleichungen  (3),  wenn 
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man  statt  a,  h   das  arithmetische  und   das    geometrische  Mittel 
dieser  beiden  Grössen  setzt. 

Um  den  Znsammenhang  mit  den  in  der  Nr.  248  (Bd.  II,  1,  S.  478  ff.) 
benutzten  Zeichen  herzustellen,  führen  wir  die  numerischen  Excentricitäten 

c  a  —  b 

a  '        1        a-\-  b 

der  beiden  EUipsen  (I),  (II)  ein.     Es  ist  dann 

>■ 

r dg)     ^  j_  r d^ 

J  ya'cos\-\-b'sm\         "  J  "/(i  _  |2)  (j  _  ~2"^ 
und  folglich 


(6) 


«  J]/(l-|2)(l-x2a  ^ 

1 

^_  =  l  f        "^^  =-^g(0, 

0 


die  Gleichung  (5)  ergiebt  also 

(7)  K(h')  =  {1-^x^)K(k;), 

und  nach  Einfühning  der  complementären  Moduln 

Xj^  =  K  1  —  x^^ ,     x  =y\  —  X 
lautet  die  Beziehung  zwischen  x  und  x^ 


(8) 

Setzt  man  noch 

1  X 

^y      1  +  x' 

so  ergiebt  sich 

2                272 

(9) 

c 

x' 

\ 


Da  wir  a  >  &  vorausgesetzt  hatten,  ist 

a  >  c  >  0, 
also  liegt  x   sowohl  wie  x    zwischen  Null  und  Eins.     Es  ist  folglich 

x^<ix   <x, 

d.  h.  wir  haben  durch  die  Landen 'sehe  Transformation  die  Möglichkeit, 
von  einem  completten  elliptischen  Integrale  K  zu  einem  ebensolchen  mit 
kleinerem  Modul  überzugehen.  Das  ist  für  die  numerische  Berechnung 
von  K(x^')  von  Wichtigkeit,  weil  die  Reihe  (Nr.  248,  Bd.  II,  1,  S.  480) 
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um    so    besser    convergirt,   je    kleiner   x^   ist.     Wir   können    aber    die 
Landen 'sehe  Transformation  auch  sofort  theoretisch  verwerthen. 
Beachten  wir  nämlich,  dass  die  Entwickelung 


^«)  =  f^(|,i>i,''.1 


convergirt  für  Werthe  von  x^ ,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als 
Eins,  und  dass  zufolge  der  Gleichung  (,S)  das  Innere  des  Einheits- 
kreises der  Ebene  der  complexen  Variabein 

•2 
0  =  Xj 

der  ganzen  Ebene  der  complexen  Variabein 

o 

2  =  X 

entspricht,  so  liefert  uns  die  Gleichung  (7)  oder 

eine  in  der  ganzen  ^- Ebene  gültige  Darstellung  von  K(z). 

Will  man  den  Modul  noch  weiter  verkleinern,  so  wird  man  die 
Landen'sche  Transformation  wiederholt  anzuwenden  haben.  Auf  diese 
Weise  erhält  man  den  Algorithmus 

(10) 


(11)  A_^=  f-=J^==  =  A=  f— 


dtp 


cos  qp  -j-  ö   sin  q) 

0 

(«  =  0,1,2,- ■■)■ 

2Q2.    Der  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels. 
Darstellung  durch  das  complette  elliptische  Integral  erster  Gattung. 

Wir  betrachten  nun  mit  Lagrange  und  Gauss  den  durch  die 
Gleichungen  (10)  dargestellten  Algorithmus,  indem  wir  a,  h  als  beliebige 
reale  positive  Grössen 

a>h,     c  =  a  —  6  >  0 

voraussetzen  und  die  Quadratwurzeln  in  den  Gleichungen 


'^,-,     h  =  V^h     c^Va'-b^ 
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und  in  allen  folgenden  analogen  stets  positiv  wählen.    Dann  sind  also 
alle  a  ,  h    real  positiv,  und  da 

(12)  ci\,—b\,=^(a—hf         (n=o,i,2,...) 

\-^"J  n-\-l  re  +  1  4,    \    n  n^ 

ist  (für  «  =  0  ist  a^^  =  a,  1^^  =  !),  ^o"^^  ^^^  nehmen),  so  ist  auch  stets 

a  >b  . 

H  n 

Femer  haben  wir,  da  c^  ,  ^  positiv  sein  sollte, 

««  —  ö„ 

n  n  

n-fl  2  »  n+1' 

es  sind  also  a  ,  h    die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(13)  u'-2a^_^^u-j-dl^^  =  ö, 
und  zwar  ist 

i  "^  ^n  +  l  +   ^n  +  17 


(14)  , , 

n  «  + 1  n  + 1 

Aus  den  Gleichungen  (10)  ergiebt  sich  unmittelbar 

n-\-l     ^      n'  n-\-l  ^       n' 

d.  h.  von   den  beiden   durch   den  Algorithmus  (10)  gelieferten  Zahlen- 
folgen 

nimmt  mit  wachsendem  Index  die  eine  ab  und  die  andere  zu.    Daraus 
folgt    nach    bekannten    Principien,   dass   sich  jede   der   beiden  Zahlen- 
folgen mit  wachsendem  Index  einem  bestimmten  Grenzwerthe  nähert. 
Nach  den  Gleichungen  (10)  und  (12)  ist  aber 


a. 


n+l        "n  +  1 


K+i      %-K  1  1  V^n-VK  ^  1 


< 


also  haben  wir 

«„+1  -  ^  +  1  <  y  (a„  -  &J  <  y  Y  («,_i  -  &„_i) 

und  folglich  allgemein 

(16)  a^  —  b^<^{a  —  b)  (.  =  1,2,3,...). 

Für  in's  Unendliche  wachsende  Werthe  von  n  ist  demnach 

(17)  lim(a„-&J  =  0, 

n 

oder  mit  andern  Worten,  es  ist 

lim  a   =  lim  b  ,     lim  c   =  0 . 

n  n'  n 
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Bildet  man  also  aus  den  realen  positiven  Grössen  a,  h  die 
Folgen  (15)  der  arithmetischen  und  der  geometrischen  Mittel, 
so  nähern  sich  beide  mit  unendlich  wachsendem  n  einem  und 
demselben  bestimmten  Grenzwerthe. 

Man  bezeichnet  diesen  Grenzwerth  nach  Gauss  als  das  arithme- 
tisch-geometrische Mittel 

M(a,  h) 
aus  den  Zahlen  a  und  b. 

Bilden  wir  mit  Hülfe  der  a  ,  h    die  Intesrrale 

n'n  O 


2 


(n  =  0,  1,  2,  •  ■  •) , 


0 

SO  haben  wir  nach  (11) 

A  =  A^  =  Ä,^  =  ---  =  Ä^, 
also  ist  auch 


A=:\imA   =   '  '^'' 


im  A^^  =  I 

n        "       J  M(a, 
0  ^  ' 


o)V  cos  cp -\- sva.  cp  ^  '    ' 


der  reciproke  Werth  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels 
stellt  sich  also  in  der  Form 


d(fi 


durch  ein  complettes  elliptisches  Integral  erster  Gattung  dar. 
Auf  die  Grössen  a,  x'  und  K  angewandt   ergeben  diese  Resultate 
das  Folgende.     Setzen  wir 

X     =  —  ,        K     =  — , 

n  n 

7t 

T 
K{^')  =  K  =aA   =    f-       ^'^        -, 

0 

so  ist  nach  Gleichung  (7) 

(19)  K{^)  =  (1  +  X,)  (1  +  X,)  ■  •  •  (1  +  K^,)K+^  5 
nun  ist  aber  zufolge  der  Gleichung  (17) 

(20)  lim  X   =  lim  -^  =  0 ,     lim  x  '  =  1 , 
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wir  haben  folglich 

(21)  lim^„  =  | 

n 

und  erhalten  hiemach  aus  (19)  die  von  Legendre  gefundene  Gleichung 

(22)  ^=|-]7"(l  +  x.). 

1=1 

Wir  bemerken  noch,  dass  sich  aus  der  Ungleichung  (16)  auch 
der  Grad  der  Annäherung  von  a^,  h^^  an  den  gemeinsamen  Grenzwerth 
ergiebt.     Es  ist  nämlich  für  ein  beliebiges  positives  ganzzahliges  r 

n-{-r    ^      n  +  r '  n-f-r  n 

und  folglich 

h   ,    —  h   <.  a   —  h  ; 

n-^-r  n  n  n  ' 

ebenso  folgt  aus 


die  Ungleichung 


n-f-r  n-f-r'  ii-\-r  ^        « 

a  —  a  ,    <.a  —  b  , 

n  n-\-r    ^      n  n' 


es  sind  also  stets  die  DifiFereuzen 


a  —  a   ,    ,     h   ,    —  h 

n  n-{-  r  '  ii-\-r  n 


kleiner  wie  der  reciproke  Werth  von  2". 


263.    Homogene   Functionen.     Der  Algorithmus   aus   den   Grössen  a 
und  6.     Fortsetzung  nach  der  negativen  Seite  hin. 

Das  arithmetisch-geometrische  Mittel  M{a,  h)  ist  eine  homogene 
Function  von  a,  h.     Setzt  man  nämlich  für  willkürliches  k 

a  =  la,     6'=.  Xh  y 
so  ist  auch 

«/=  ^*  "^     =  Xa^,     hj'=ya'b'=  Xh^] 

wir  haben  also 

d.  h.  M{a,  h)    ist  eine  homogene  Function    ersten   Grades    von 
a  und  l>. 

Nach  dem  Begriffe  des  Grenzwerthes  ist 

M{a^ ,  hj  =  M(a,  h)        (n  =  i,  2, 3,  •  •  ■) , 

folglich    genügt   sowohl  M{a,  h)    selbst  wie  auch  jede  Function    von 

M{a,  b) 

^{M{a,b))=f{a,b) 
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der  Functionalgleichung 

Hat  man  umgekehrt   eine  Function  F(a,  V),   die   der  Functional- 
gleichung 

(23)  F{a,  h)  =  f(^,  yäb)  =  F{a^,  \) 

Genüge  leistet,  so  ist  auch 

F{a,h)  =  F[a^,hJ         («  =  1,2,3,...), 
also,  wenn  wir  n  in's  Unendliche  wachsen  lassfen, 

F{a,  h)  =  i^(lim  a^,  lim  &J  =  F(3I{a,  h),  M{a,  b)), 

71  n 

d.  h.  die  Function  F(a,  h)  ist  eine  Function  der  einen  Variabein  M(a,  li). 
Daraus  schliessen  wir  nach  bekannten  Sätzen,  dass  F(a,  h)  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  Genüge  leisten  muss. 

Die  beiden  Quotienten 

a  h 

Mia,  b) '      M{a,  h) 

sind  homogene  Functionen    nullten   Grades  von  a   und  h,  also  blosse 

Functionen  von 

'=  A. 
a  ' 

in  der  That  haben  wir  z.  B. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  x  an  die  Stelle  von  x',  so  erhalten  wir 

n 

also,  da  K{y(,'  )  nichts  anderes  ist  wie  K'{x), 

TT  ^  ^ 


Wir  haben  also  die  Doppelgleichung 


(24) 


a        1         2    j^^  2n 


M{a,  b)        M{1,  k') 


'<M{a,c)        M(1,-k) 
Dies  veranlasst  uns,   aus   den  Grössen  a,  c  einen   ähnlichen  Algo- 
rithmus zu  bilden  wie  der,  den  wir  aus  a,  b  abgeleitet  hatten. 

Setzen  wir 

a  4-  c  -  -,  / — 
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und  allgemein 

(25)  ä   ,,  =  ^^^i^,     d,,=yaJ,         («=0,1,2,...), 


WO  für  11  ^  0  zu  setzen  ist 
so  haben  wir 


%  =  (^,     ^0  =  ^ 


lim  a^  =  lim  c^^  =  M(a,  c) . 

n  n 

Der  Algoritlimus  (25)  steht  nun  in  einem  merkwürdigen  Zusammen- 
hange mit  dem  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  aus 
a,  h.  Es  waren  a  ,  b^  definirt  als  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung (13)  (S.  8)5  so  sind  also  z.  B.  a,  b  die  Wurzeln  von 

u  —2a^u-i-b^'  =  0 
und  zwar  ist 

«  =  «1  +  Ci , 

b  =  a^  —  tj . 
Gehen  wir  nun  weiter  und  bilden  die  Gleichung 

u   —  2au  -\-  b"  =  0 , 
bezeichnen  deren  Wurzeln  mit 

a_j  =  a  -{-  Cj 

&_j  ==  a  —  c 
und  setzen 

so  können  wir  in  dieser  Art  fortfahren,  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung 
u'  —  2a     II  4-  b^    ^  0 

—  n  '         —  H 

durch 


I      —  71  —  1  —  n      I         —  71 


(26)  -"-^         -"         -"'U      =Va'    -b' 

bezeichnen  für  n=l,2,o,  -  ■  ■ ,  und  erhalten  auf  diese  Weise  eine 
Folge  von  Zahlenpaaren  a_^,  b_^,  die  wir  als  die  Verlängerung  des 
aus  a,  b  gebildeten  Algorithmus  der  a^^,  b^^  nach  der  negativen  Seite 
hin  betrachten  können.     In  den  beiden  Folsfen 


gelten  dann  offenbar  die  für  positive  Indices  aufgestellten  Beziehungen 
auch  für  die  negativen  Indices. 
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Aus  (26)  folgt 
(27)  a        ,  —  h        ,  =  c        ,  ^  4«     c 

\        '  —  n  —  1  —  n  —  1  —  ?!  —  1  — n    —  n' 

also  haben  wir  für  w  =  0 

1  a-\-  c         1  t/ — 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (25) 


j^  _  \^  - 


Weiter  erhalten  wir 


J^  _  Ct_i  +  C_i  __  «1  +  Cj 


1 


y-^r^  =  V^i''i  =  ^2 


Nehmen  wir  an,  es  sei  schon  erwiesen 
(28)  ~a      =ä  ,     - 

SO  folgt  aus  (25),  (26),  (27) 

_  "»  +  ^"  _,  _L   "-n  +  <^-n   _        1 

C    ,  ,   =  1/a   C     =  —  ]/«       C        =  — -j-r  C  ,  , 

n-\-X  '       11    n  s)«     '       — n    — n  ijji  +  l     — n — 1' 

so  dass  also  die  Formeln  (28)  allgemein  gültig  sind. 
Aus  (28)  ergiebt  sich 

M(a,c)  =  3I(ä  ,c)  =  M(-a     ,-c     \, 
d.  h.  wir  haben 

lim  "=1^  =  lim  ^'  =  -  M(a     ,c     )  =  3I(a,  c), 
also  ist 

lim  a      =  oü ,     lim  c      =  oo ,     lim =  1 ,     lim  h      =  0 . 

—  n  '  — n  '  n.  '  — 's 


n        — « 


Nun  können  wir  auch  den  aus  «,  c  entspringenden  Algorithmus 
nach  der  negativen  Seite  hin  verlängern.     Deflniren  wir  nämlich 


so  ist  nach  (28) 


7  2  -  2  -  2 

0     =  a     —  c    , 

n  n  n  ' 


2  i  T,a 

-  „  a  C  0 

7    2  — n  — n  — n 

n  o2k  o2«  o2« 


und  es  hängen  die  a  ,  c  ,  b     ebenso  von  a,  c  ab,  wie   die    a.  &  ,  c 
von  a,  &.     Bezeichnen  wir  also  mit 


14  Xni.    Theorie  der  elliptischen  Modulfunction.    Kapitel  1. 

c        ,  =  a      —  0       J 

—  n  — 1  — n  — n  j 

die  Wurzeln  der  quadratisdien  Gleichung 

u  — 2ä     ^<  +  c"     =0, 

SO  ist 

"  h  c    „ 

n'  an  n>  an  n' 


—  n 
"2^ 


und  wir  lialjen  folglicli 

M{a,  h)  =  Mia^,  hj  =  M(a_„,  h_J  =  lim  "^  =  lim  '-^ , 

M(a,  h)  =  2-M{ä_^,  l_J  =  rM(ä^,  h^), 

M(a,  c)  =  31{ä^,  cj  =  M(ä_^,  c_J  =  lim  '^  =  lim  "^ , 

M{a,  c)  =  2-M{a^,  cj  =  2-31  («_,,,  c_J . 

Für  die  Moduln  x  und  die  Integrale  K,  K'   lassen  sich  natürlich 
die  analogen  Formeln  entwickeln.     Setzen  wir 


und  bemerken  dass 


~"        «_        «    „'       ~"        «„        a 


ist,  so  haben  wir  (wie  Legendre  sagt)  die  beiden  Modulnketten 
lim  x_^.^^  =  1;  •  •  •  7i_^,  x_2,  jCj,  X,   z^,  X,,  ;^3,  •  ■  • ;  lim  a^^  =  0, 

lim  xl^^^  =  0;  •  •  •  K_^,  xl,,  xlj,  x',  x/,  x,',  x/,  •  •  •;  lim  x'^  =  1, 

111  m 

und  es  drückt  sich  x    ebenso  durch  x    ,  ,   aus,  wie  >c    ,  ,   durch  x  '. 

n  n-\-\  '  n-\-l  n 


Zweites  Kapitel. 

264.    Reihenentwickelungen  für  die  gefundenen  Grenzwerthe. 
Einfülirung  der  Jacobi'schen  Grösse  q. 

Der  im  vorhergehenden  Kapitel  entwickelte  Algorithmus  des 
arithmetisch -geometrischen  Mittels  wurde  im  Wesentlichen  von  La- 
grange  aufgestellt.  Gauss  hat  denselben  in  der  Abhandlung  „Deter- 
minatio  attractionis  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datae  exer- 
ceret  planeta  etc."  veröffentlicht,  überdies  fanden  sich  aber  in  seinem 
Nachlasse  Entwürfe  zu  einer  grossai-tigen  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  vor,  die  von  diesem  Algorithmus  und  einem  anderen,  der 
mit  demselben  im  Zusammenhange  steht,  ausgeht.  Dieser  letztere 
Algorithmus,  der  ebenso  zu  dem  allgemeinen  elliptischen  Integrale 
führt  wie  der  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  zu  dem  completten 
und  der,  wie  P.  Günther  bemerkt  hat,  durch  eine  sich  bei  Gauss 
findende  trigonometrische  Substitution  in  den  der  Landen'schen  Trans- 
formation (1)  (Nr.  261,  S.  4)  übergeht,  interessirt  uns  hier  nicht. 

Dagegen  wollen  wir  uns  der  von  Gauss  angewandten  Methode 
bedienen,  um  vom  arithmetisch-geometrischen  Mittel  aus  zu  den  merk- 
würdigen Ent Wickelungen  zu  gelangen,  die  Jacob i  und  Abel  aus 
den  von  ihnen  aufgestellten  Entwickelungen  der  allgemeinen  elliptischen 
Functionen  abgeleitet  haben,  die  aber  (nach  einer  Angabe  von  Herrn 
Schering)  Gauss  schon  in  sehr  früher  Zeit  (1794,  also  im  Alter  von 
siebzehn  Jahren)  gekannt  zu  haben  scheint,  obwohl  er  bei  Lebzeiten 
nichts  darüber  veröffentlicht  hat. 

Zunächst  ergeben  sich  aus  der  Definition  von  Jf(a,  5),  M{(i,  c) 
unmittelbar  Entwickelungen  dieser  beiden  Grössen  in  Reihenform,  wenn 
wir  beachten,  dass 

lim  a^  =  a^  +  (a        -  a,)  +  (a       —  a      )  -f , 

n 

lim  ä^  =  ä^  +  (ä        —  äj  +  (ö^__^2  —  ä,__^J  -\ 

n 

ist.     Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14)  (S.  8)  folgt  hieraus 
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Da  ferner 

lim  \  =  h^  +  c,^^  —  c,^2  -  h+^ 

n 

ist,  so  erhalten  wir  auch 

■M{a,  h)  =  \  +  c,^,  -  c,^2 > 


\M(a,c)  =  c,-\-h^_^^  —  h^_^^ 

Die  Formeln  für  M{a,  c)  können  wir  auch  schreiben 

M{a,  c)  =  2-'a_,  —  2"^-'&_;,_j  —  2~'~''h_,_,_ , 

3I(o,  c)  ==  2-'c_,  +  2-'-'b_^_^  -  2-'-'&_,_, . 

Diese  Reihen  convergiren  sehr  schnell  und  sind  darum  zur  numerischen 
Rechnung  wohl  geeignet. 

Wir  wollen  nun  aus  dem  Algorithmus  der  a  ,  h  ,  c  einen  Algo- 
rithmus  für  die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Grössen  herzuleiten 
suchen. 

Aus  den  Gleichungen 

ergiebt  sich 

«_  +  &_ 


'"  "  '  n-f-l  71  +  2      '        n-\-2'  71  +  1  «  +  2  n  +  2 

n    '       71 


2 

n-\-2 


C 


__a^+i  —  K+i 


«  +  2  2 

Wir  finden  demnach 


(31) 

Nun  ist  aber 

/^^(^)  =  lim>^  =  >^  +  (^^2  -  >^)  +  (}^ 
also  finden  wir,  da 

V^To  —  l/ö"  =  —  V^o 

'       M  +  2  '       n  '      n-^2 

ist,  die  Entwickelung 


(32-)     yM(a,}>)  =  y^^-yr;.^-yr^^-yi—^-..., 

und  da 
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istj  so  können  wir  auch  schreiben 

(32a)    i/^^;^  =  ]/r  +  ]/r^^_yr7,_|/r;:^_.... 

Analoo^  erofiebt  sich 


4 


Ferner  haben  wir 

c^   =  a    — &''  =  4«   .,c   ,,, 

n  n  n  n-\-l    n-\-X' 


und  folglich 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

Nehmen  wir  hier  auf  beiden  Seiten  den  Logarithmus,  so  kommt 

4a^j  ^«  1  ^('■riA-l 

log =  log 1 — -  log ^^  • 

Bilden  wir  also 


M{ 
so  finden  wir 


Setzen  wir  nunmehr 

M{a,c)  M{a^,hJ      «    c„  2"       °    c„  «' 


so  haben  wir 


1    ,          «« 
tt    ,  ,  —  ?t    = log 


Hj  +  1  in  ifin        o  CT  ' 

und  da 

lim  u    =  ?t    +0^    ,  ,  —  u)  -\-  (u    in  —  'i*    I  ,)  +  •  •  • 

ist,  ergiebt  sich  die  Formel 
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der  die  drei  analogen  Formeln 

^^^^)  Hm  ^^"-''-"^  log  '-^=^  =  A  log  ?^^=^ 


—  n 


3,1      C-n-2      I 

+  ij+i '"g  T  ir„r;  +  •  •  • 

an  die  Seite  zu  stellen  sind. 

Die  vier  auf  den   linken   Seiten  auftretenden   Grenzwerthe  lassen 
sich  auf  die  gemeinsame  Form  bringen 

limilf(l,  Ologf, 

wo  £  eine  positive  gegen  Null  convergirende  Grösse  bedeutet.     In  der 
That  ist  z.  B.,  da 

lim  Mia  ,  6  )  =  lim  a    =  M{a,  h) 

V     m'       W  TU  \    7       / 

m  m 

ist,  der  erste  Grenzwerth 

lim  -^irr, 7-7  loff =  lim los  —  =  lim  ilz  (1,  x  )  log 

Nun  haben  wir  aber  nach  (24j  (Nr.  263,  S.  11) 


0 

also  lautet  der  zu  bestimmende  Grenzwerth 


0.0  -TT  ^      111/    ' 


1t  n 


lim  -M(l,  b)  log  —  =  lim — -  =  lim 

^=0  «         .-=0  ^'(^)  __J_        .=0  2^'(2)_i_- 

log  — =  log  ^ 

In   dieser   Form  ergiebt  sich  derselbe  aber  unmittelbar  aus  der  in  der 
Nr.  249  (Bd.  II,  1,  S.  482)  abgeleiteten  Gleichung 
lim  {2,K\z)  +  log  ^f)  =  4  log  2 ; 

3  =  0 

es  ist  nämlich 

^^ 16  =  ^' 

und  folglich  haben  jene  vier  Grenzwerthe  den  gemeinsamen  Werth  ^- 
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Setzen    wir  nun   im   Anschlüsse  an  die  seit  Jacobi   übliche  Be- 
zeichnung 

M{a,  c)  K 

e         ^^  '  =  e  =  q 

(Gauss  bezeichnet  dieselbe  Grösse  durch  y),  so  ist  nach  (33) 

TT  M{a,  b)  1  , 

-TT  T.g-,      [  = —  loff  q 

4  a 


—  lOff lOff r—    iOff   — 


also,  wenn  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeris  übergfehen. 


i_  j_  1 

2«     ,  \  2"  \   2''"i~^ 


oder  da 

lim  u   =  ^  ,,,  '   {  =  —  loo-  Yq 
^       "         2    ilf  (a,  c)  o  r  s 

ist,  nach  der  Definition  von  u    (S.  17) 


265.    Beziehungen  zwischen  den  Gauss 'sehen  Functionen  P,  Q,  Ji. 
Form  der  Reihenentwickelungen  für  diese  Functionen. 

Die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  gefundene  Formel  liefert 
uns  q  als  Function  von  x.  Es  war  gezeigt  worden  (Nr.  263,  S.  11), 
dass  die  Quotienten 


M{a,  b) '     31{a,  b) '     M{a,  b) 

als  homogene  Functionen  nullten  Grades  von  a,  h  blosse  Functionen 
von  %  sind.  Wir  können  dieselben  demgemäss,  da  q  eine  Function  von  x 
und  folglich  auch  umgekehrt  %  eine  Function  von  q  ist,  als  Functionen 
von  q  betrachten. 

Sei  in  Uebereinstimmung  mit  der  von  Gauss  benutzten  Bezeich- 
nunffsweise 


i/s(b)=^(»>'  i/s(b) = «(''^'  ys(b)-^w- 

Da   wir  a,  h    als    reale   positive   Grössen   voraussetzen,    sind   auch 
M{a,  h),  M{a,  c)  real  positiv,  und  folglich  ist 


M(a,  b) 
~^  M(a,c) 


q  =  e         '^  '  <  1 . 
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Bilden  wir  für  beliebiges  n 


—  71 


so  ist  wegen 

M(a,c)  =  2''M(a^,cJ, 

(35)  ^«  =  2'% 

und  folglich 

lim  q   =  0. 

n 

Im  Sinne  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist 


(^«)  l/wj-^W  =  ^(«"^' 

also  folgt  aus  der  Entwicklung  (32)  (Nr.  264,  S.  16),  wenn  wir  m  =  0 
nehmen  und  durch  '[^M{a,  h)  auf  beiden  Seiten  dividiren. 


d.  h.  in  unseren  Zeichen 

l  =  P(q)-R(/)-R(q'') , 

oder 

(37)  P(g)  =  1  +  ^(/)  +  ^(^'')  +  •  •  •  • 
Analog  ergiebt  die  Gleichung  (32  a) 

(37a)  Q(q)  =  l-  Bit)  +  R ir")  +  •  •  • , 

und  hierzu  möge  noch  die  Gleichung 

(38)  I^{q)  =  P\q)  -  Q\q), 
die  nichts  anderes  ist  wie 

2  2  72 

c  =  a  —  0  , 
hinzugefügt  werden. 

Erheben  wir  die  Gleichung  (34)  in  die  {T~  )*®  Potenz,  so  kommt 

oder  etwas  anders  geschrieben 


Nun  ist  aber 
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wir  finden  also 

oder  mit  Rücksicht  auf  (35) 

und  endlich  zufolge  der  Gleichung  (36) 

n       " 

Nun  ist  aber  für  iu's  Unendliche  wachsendes  n  der  Grenzwerth  von  a 
gleich  Null,  wir  können  also  die  letzte  Gleichung  in  der  Form 

2  =  0    ^ 

oder  in  der  Form 

1 

(39)  i2(g)  =  2(z^{l  +  [3]} 

schreiben,    wo   [5]   eine  mit  q    verschwindende   Grösse  bedeutet.     Um 
uns   in   die  Natur  dieser   Grösse   [g]   Einsicht  zu  verschaffen,   müssen 
wir  auf  die  in  den  Nummern  248,  249  (Band  11,  1,  S.  480  ff.)  gegebenen 
Entwickelungen  der  Grössen  K,  K'i  zurückgreifen. 
Setzen  wir  in  den  Ausdruck  von  q 


—  7t 


q  =  e       ^'-'^ 
für  K'  und  K  ihre  in  der  Umgebung  von 


K 


'       z  =  0 


gültigen  Entwickelungen 

ein,  wo  (vergl.  Nr.  248,  Bd.  II,  1,  S.  479) 

■^\2'2'-^'"/  '^1        2-4--2A        \  "   ' 


,1  =  1 


2  J^_  /        ^\v  — 1 


^i\2  '    2  '   ^'  V  ~*^    l         2-4-.-2i        1^  V  ^ 


X=l  v=l 
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za  uehmen  ist,  so  finden  wir 


F, 


Z         F 
16^ 


(f.|.'.=) 


Entwickeln  wir  die  Exponentialgrösse  in  der  Umgebung  von  z  =  0, 
so  kommt 

wo  ^(5')  eine  gewöhnlielie  Potenzreihe  bedeutet,  die  für  ^  =  0  ver- 
schwindet. Nach  dem  Satze  von  der  Umkehrbarkeit  einer  Potenzreihe 
folgt  hieraus,  dass  s  in  der  Umgebung  von  g  ==  0  in  der  Form 

(40)  ^  =  ;c'=16g(l  -ff  (2)) 

darstellbar  ist,  wo  ^(g)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  darstellt,  die  für 

^  =  0  verschwindet.    Erheben  wir  diese  Gleichung  in  die  (--]     Potenz, 

so  erhalten  wir 

1 

(41)  V^=2g^(l  +  ^(g)), 

wo  auch  ^(2)  eine  mit  q  verschwindende  gewöhnliche  Potenzreihe  ist. 
Setzen  wir  ferner  in  die  Entwickelung  von  K{ß) 

für  z  seine  Entwickelung  (40)  ein,  so  finden  wir  die  in  einer  gewissen 
Umgebung  von  g  =  0  gültige  Darstellung 

(42)  ^)=l  +  ^^(g), 

wo  ^j(<z)  eine  mit  ([  verschwindende  gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet; 

also   erhalten  wir,  wenn  wir  endlich   die  Gleichung  (42)  in  die   ( — ) 

Potenz  erheben  und  mit  (41)  multipliciren,  die  in  der  Umgebung  von 
q  =  0  gültige  Entwickelung 

(43)  )^]/^=2./{l  +  ^^(3)}, 

wo  '^^{q)  wieder  eine  mit  q  verschwindende  gewöhnliche  Potenzreihe 
darstellt. 

Die  Gleichung  (43)   ist  aber  mit  (39)  identisch,   denn  wir  haben 


^ö)=i/if(b)=>^'^y?' 
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die  Grösse  [q]  ist  also  in  der  Umgebung  von  q  =  0  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  q  entwickelbar;  sei 

Dann  haben  wir  also 

B(q)  =  2g^(l  +  d^q  +  ö.^q'  +  d.^^q'  +  •  •  •) 
und  folglich  nach  (37),  (37a) 

P(q)  =  1  +  2qfl+^d^,qA  +  2q'fl  +  ^  d^,q'''\  +  •  •  -, 

Q(q)  =  1  -  2/1  +  J;^//'")  +  2q'fl  -^^Ö^c/A  +  .  .  . . 

Setzen  wir  diese  Entwickelungen  in  die  Relation  (38)  ein,  so  er- 
geben sich  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  q  auf  beiden  Seiten  Recursionsformeln  für  die  Ö^,  aus  welchen 
man  diese  Grössen  berechnen  kann.  Für  die  ersten  dieser  Grössen 
findet  man  leicht 

also  haben  wir  die  Entwickelungen 

R{q)  =  2q'  -{-2q'-\-2q'    -{-..., 
P(g)  =  l  +  2g  +  2/  +  2/  +  ..., 
^(g)  =  l-2g  +  2/-2r/  +  .... 


266.    Ansatz  für  die  Entwickelungen  der  Functionen  P,  M,  Q.    Sätze 

über    die   Darstellung   einer  Zahl    als   Summe    von   vier   Quadraten. 

Die  biquadratisehe  Relation  zwischen  den  P,  Q,  JR. 

Es  scheint  ziemlich  sch.wierig,  aus  den  in  der  vorigen  Nummer 
angedeuteten  Recursionsformeln  das  allgemeine  Gesetz  für  die  Coeffi- 
cienten (J,  abzuleiten.  Wir  wollen  darum  einen  indirecten  Weg  ein- 
schlagen, indem  wir  nach  dem  Gesetze,  welches  sich  aus  den  ersten 
hingeschriebenen  Gliedern  leicht  errathen  lässt,  die  Reihen  bilden,  und 
für  diese  dann  die  Gleichung  (38)  und  die  übrigen  Gleichungen  des 
arithmetisch-geometrischen  Mittels  verificiren. 
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Wir  setzen  also 
( 


+  < 


p(4)=i+2v/=>:/, 


n  =  l 


n  =  —  cc 


+  « 


(44) 


.  Qiü)  =  i  +  2^{- iTa  =2i- 1)"/ , 


«=o 


ic-P)' 


(Tf 


und  versuchen  zunächst  die  Gleichung  (38)  (Nr.  265,  S.  20)  zwischen 
diesen  drei  Entwickelungen  (die  für  Wei-the  von  q,  deren  absoluter 
Betrag  kleiner  ist  wie  Eins,   offenbar  convergent  sind)  zu  verificiren. 

Es  ist 

(«2,  «2,  «3,  "4) 

~Q^{q)  =   ^  {—  l)"l+"2+«3+»4^»i^+"2^+"3^+«/^ 
("1,12'  "8)^4) 

WO  sich  die  Summenzeichen  auf  die  vier  ganzen  Zahlen  n^,  n^,  n^,  n^ 
beziehen,  welche  unabhängig  von  einander  alle  Werthe  von  —  00  bis 
-|-  00  durchlaufen.     Wir  haben  folglich 

2  1  ..  2 


(45) 


P^  —  Q^ 


2_^r/i'+":^'+"3'+"4 


!  («1,  722,  "3'  "4) 

1   n^  +  ?^2  -j-  n^-{-  n^^^l  (mod  2) . 

Wenn  die  Summe  von  vier  Zahlen  ungerade  ist,  so  ist  auch  die  Summe 
ihrer  Quadrate  ungerade,  also  haben  wir  in  der  letzten  Summe  allemal 

^\   +  %   +  %   +  \  =  1  (mod  2), 
d.  h.  die  Exponenten  sind  stets  ungerade  Zahlen. 

Wenn  eine  ungerade  Zahl  als  Summe  von  vier  Quadraten  dar- 
gestellt ist,  so  sind  unter  den  vier  Quadratzahlen  entweder  eine  un- 
gerade und  drei  gerade  oder  eine  gerade  und  drei  ungerade.  Im  ersteren 
Falle  ist  die  Zahl 

^h   +  %   +  '>t'i   +  %^  =  1  (mod  4) , 
im  letzteren  dagegen 

w/  +  n^^  -\-  n.^  -\-  n'l  e^  3  (mod  4) . 
Betrachten  wir  ferner 


(46) 


"^     -4  ((2«i  +  l)^+(2«2+l)^+(2«3  +  l)H(2n4  +  l)2) 


(«l.«2>"3i  "4) 
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der  Exponent  von  q  ist  hier  stets  eine  ganze  und  zwar  offenbar  eine 
ungerade  Zahl.  Um  nun  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (45),  (46) 
mit  einander  zu  vergleichen,  müssen  wir  einen  Satz  kennen  lernen,  der 
eine  Beziehung  zwischen  der  Anzahl  der  Zerlegungen  einer  ungeraden 
Zahl  in  eine  Summe  von  vier  Quadraten  und  der  Anzahl  der  Zer- 
legungen des  Vierfachen  dieser  Zahl  in  eine  Summe  von  vier  ungeraden 
Quadraten  ausspricht. 

Wir  beweisen  zunächst  allgemein,  dass  das  Product  zweier  Summen 
von  vier  Quadraten  selbst  eine  Summe  von  vier  Quadraten  ist. 
Seien  a,  &,  c,  d,  a,  ß,  y,  d  reale  ganze  Zahlen  und  setzen  wir 
l  =  a  -}-  hi,     m  =  c  -\-  di,     V  =  a  —  hi ,     m'  =  c  —  di, 
X  =  a  -\-  ßi j     [L  =  y  -\-  8i j     X  =  a  —  ßi ,     ^'  =  y  —  ^iy 
so  ist,  wie  man  leicht  verificirt, 

{W  -\-  mni')(XX  -{-  ^^')  =  \lk  -f-  m(i\   -\-  \lfi' — ml'\  , 
also  wenn  wir  die  Werthe  einsetzen,  wie  behauptet  wurde, 
{a'  4-  h'  +  c'  +  cf)  (a   +  /3'  -^  y^  -^  d')  =  (aa  —  hß  -\-  cy  —  döf 
-f  (ha  +  aß  +  dy  +  cöf  +  (ay  f  hd  —  ca  —  dßf 

~\~  (pY  —  f*^  —  f^^  +  ^ßy  • 

Nehmen  wir  nun 

«  =  1,    ß=-\,    y  =  l,    d  =  l, 
so  finden  wir 

(47)     4:{a  +  h'  +  c'  +  d')  =  (a  +  6  +  c  —  df  -{- (h  —  a -\-  d  +  cf 

^^a-j-h-c-^df  +  (-h-{-a  +  d  +  cf, 

und  wenn  wir  z.  B.  —  a  an  che  Stelle  von  a  setzen, 

(47a)  4{a'  +  6'  +  c'  +  (f)  =  {b  +  c  —  d  -  af  -\- (a -{- h  -\- c -\-  df 

-j-  (b -{- d  —  a  —  cf  -\-{d-\-c  —  a  —  hf; 

die  anderen  Vertauschungen  der  a,  h,  c,  d  mit  ihren  negativen  Werthen 
ergeben  nichts  Neues. 

Also  entsprechen  jeder  Zerlegung  einer  Zahl  s  in  eine  Summe  von 
vier  Quadraten  zwei  ebensolche  Zerlegungen  des  Vierfachen  von  s,  und 
zwar  ist  für  ein  ungerades  s  in  beiden  Zerlegungen  von  4  s  jedes  der 
Quadrate  eine  ungerade  Zahl. 

Hat  man  umgekehrt  4s  dargestellt  als  Summe  von  vier  ungeraden 
Quadraten 

A  2,2,2,2 

4s  =  U^    -j-  II.,    -f-  IL    -j-  u^  , 
so  setzen  wir,  wenn 

"i  +  iS  +  "3  +  %  =  2  (™<^<i  ^) 
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ist,  entsprechend  der  Zerlegung  (47), 

—  a  -\-h  -\-  c  -{-  d  =  u^, 

a  —  1j  -\-  c  -\-  d  =  u^, 

a  -\-h  —  c  -\-  d  =  li.,, 

a  -\-  h  -{-  c  —  d  =  11^ , 
und  wenn 

It^  +  «2  +  %  +  ^*4  =  0  (™^d  4) 

ist,  entsprechend  der  Zerlegung  (47a), 

a-\-h-\-c-\-d=^u^, 
a  -\-  h  —  c  —  d  =^  ti^, 
a  —  h  -\-  c  —  d  ^  u^, 
a  —  h  —  <:  -\-  d  =^  u^ , 

dann  ergeben  sich  beide  Mal  die  a,  1),  c,  d  als  ganze  Zahlen,  so  dass 
also  auch  jeder  Zerlegung  von  4  s  in  eine  Summe  von  vier  ungeraden 
Quadraten  eine  Zerlegung  von  s  in  eine  Summe  von  vier  Quadraten 
entspricht.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Wenn  die  ungerade  Zahl  s  den  Rest  1  modulo  4  lässt,  so 
entsprechen  den  Darstellungen  von  4s  als  Summe  von  vier 
ungeraden  Quadraten  halb  so  viele  Darstellungen  von  s  als 
Summe  von  einem  ungeraden  und  drei  geraden  Quadraten  und 
umgekehrt,  den  Darstellungen  von  s  in  dieser  Form  doppelt 
so  viele  von  4s  als  Summe  von  vier  ungeraden  Quadraten. 

Wenn  die  ungerade  Zahl  s  den  Rest  3  modulo  4  lässt,  so 
entsprechen  den  Darstellungen  von  4s  als  Summe  von  vier 
ungeraden  Quadraten  halb  so  viele  Darstellungen  von  s  als 
Summe  von  drei  ungeraden  und  einem  geraden  Quadrate,  und 
umgekehrt. 

Daraus  folgt,  dass  jede  Zahl  von  der  Form 

K  +  ''h   +  %   +  ^h^y     ^h  +  ^h  +  ^^3  +  ^h  =  1  (^^^  ^) 
zwei  Mal  vorkommt  unter  den  Zahlen  der  Form 

r  =  l 

und  dass  jede  Zahl  von  der  letzteren  Form  einmal  unter  den  Zahlen 
der  ersteren  Form  enthalten  ist.     Es  ist  also  in  der  That 
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267.    Einführung  der  Ja c ob i 'sehen  Bezeichnung.     Darstellung  aller 
in    der    Untersuchung    vorkommenden    Grössen    durch    die    Theta- 
functionen.    Formulirung  des  nun  zu  lösenden  Problems. 

Wir  gehen  nun  an  die  Verification  der  Gleichungen  (31)  (Nr.  264, 
S.  16),  die  wir  zunächst  in  Relationen  für  die 


umgesetzt  in  der  Form 


schreiben.     Von  diesen  Gleichungen  ist  nun  zu  zeigen,   dass  sie  durch 
die  Reihenentwickelungen  (44)  (S.  24)  identisch  befriedigt  werden. 
Für  die  Eutwickolungen  (44)  haben  wir 


=  2>:,-^^  =  2V(,^)' 


^^1       =^^' 

II  n 

also  besteht  die  Gleichung 

(48)  P>i)  +  Ö((/)  =  2P(r/)-, 

analog  ergiebt  sich 

(48a)  Piq)-Q\q)  =  2Biq'). 

Nun  ist  aber 

die    Gleichungen    (48),    (48a)    sind    also    mit    den    Gleichungen    (31a) 
identisch. 

Setzen  wir  jetzt  für  die  Quadrate   der  durch   die  Entwickelungen 
(44)  definirten  Grössen 

P'(g)  =  a,     Q'\a)  =  ^,     R\q)  =  ^ 
und  bilden  mit  diesen  drei  Grössen,  die  ja  die  Relation 

c  =  0   —  D 
befriedigen,  einen  Algorithmus  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels 

a    ,      B    ,      C  (r.  =  l,2,3--), 

n'        ni        n 

so  haben  wir  zufolge  der  Gleichungen  (48),  (48  a) 
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Also  ist 

(49)  Jf  (0,  h)  =  lim  a,„  =  lim  P\qJ  =  lim  P\q)  =  1 . 

n  n  2=0 

Ferner  ist  nach   den   Gesetzen  des  arithmetisch -geometrischen   Mittels 

(vergl.  Nr.  264,  S.  17  ff.) 

i_ 

2    i(f(a.c)-T      ^Ic^J       ' 
setzen  wir  hierin  für  a^^,  C^^  ihre  Entwickelungen  ein,  so  erhalten  wir 

und  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  die  (2  ")*®  Wurzel  ziehen, 


JL  1 

22  re  1  2^'* — 1 


¥[1+^^22.+ 
ll  +  22\  +  --- 


also    ergiebt    sich    als    Grenzwerth     des    Logarithmus    für    unendlich 
wachsendes  n 

Sei  nun  q  irgend  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse,  deren  absoluter 
Betrag  kleiner  ist  wie  Eins,  und  setzen  wir 

a  =  QP'{<\),     'b  =  QQ\(\), 
wo  Q  eine  ebenfalls  zu  bestimmende  Grösse  bedeutet,  so  ist 

und  wir  haben  mit  Rücksicht  auf  (49) 

31{a,  h)  =  Q  M(P\cO,  Q\q))  =  q, 

M{a,c)  =  QM{P\q),Wm)). 
Da  aber  nach  (50) 

_  ilf(P^(q),  QHq))  _  logq 

und  andererseits 

M{a,  c)  n 

ist,  so  ist  q  mit  q  identisch,  d.  h.  wir  haben 

Vw^^=p('i')'  ]/«=«(«)'  y^=^(«)' 

und  damit  sind  die  Entwickelungen  (44)  verificirt,  d.  h.  es  ist  gezeigt,  dass 
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P(g)  =  P(g),     Q{q)  =  Q{q),     R(q)  ^  R(q) 
sein  miiss. 

Wir   führen  nun  die  in  der  Theorie   der   elliptischen  Functionen 
ofebräuchKchen  Zeichen  ein.     Setzen  wir 


so  dass  also 


.  M(a,  b)         1   ,  K'i 

t  =  i  -^;      ;  =  — .  low  q  =  -— - 


tni 

q=  e 


ist,   so  ist  X   eine  imaginäre  Grösse  mit  positii^em  Coefficienten  von  i. 
Man  bezeichnet  dann  nach  Jacobi 

P{q)  =  ».^{x),     Q{q)  =  ^{r),     R{q)  =  ^^(r) 
und  hat  folglich  für  diese  drei  Thetafunctionen  die  Entwickelungen 
^^(r)  =  1  +  2e'''  +  2e'''i  H , 

^(r)  =  1  —  2e"'  +  2e''^'' , 

tni 

^^(r)  =  2e^\l  +  e^'""  +  e"''^'  -\ ). 

Das  Ergebniss   der  durchgeführten  Untersuchung  lässt  sich   dann  wie 
folgt  aussprechen: 

Sind  a,  h,  c  drei  reale  positive,  durch  die  Gleichung 
c"  =  a   —  b^ ,     ay-l) , 
mit    einander   verknüpfte    Grössen,    und    bestimmt    man    eine 
Grösse  r  durch  die  Gleichung 

_  .  M{a,  h) 

so  stellen  sich  die  a,  h,  c  durch  die  Formeln 

(I)  a  =  21{a,  h)d-;{t),     h  =  M(a,  h)^\t),     c  =  M{a,  &)#/(t) 

dar. 

Wir  ziehen  hieraus  noch  einige  Consequenzen,  indem  wir  zuvörderst 

a  =  9'9'3^(ö) ,     c  =  Qd-^iö) ,     h  =  Qd;^(ß) 

setzen  und  die  q,  ö  zu  bestimmen  suchen.     Es  ergiebt  sich 

^     M{a,  c)  ^  -1 
''Mia,b)  T    ' 

wir  können  also  den  Formeln  (I)  die  Gleichungen 

(II)  a  =  M(a,  c)  d'^'  (^) ,  h  =  M{a,  c)  ^/  (^) ,  c  =  M{a,  c)  ^"  (=^) 
an  die  Seite  stellen. 
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Ferner  ist 

wo  T    durch  die  Gleichung 

definirt  wird.     Wir  haben  also 

T   =  ^  ■  2    ^-^,      :  =  2  r  =  —  log  r/  , 

und  somit  sind  die  nach  dem  Früheren  nur  für  geradzahlige  Werthe 
von  n  abgeleiteten  Beziehungen 

(III)  a^  =  M{a,  1)^1  (2\),  &„  =  M{a,  h)^\2\),  c^  =  3I(a,  h)&;(2\) 
für  beliebige  ganzzahlige  Werthe  von  n  erwiesen.  Nach  den  Gesetzen 
des   arithmetisch -geometrischen  Mittels    bestehen   folglich   die   Theta- 

relationen:  ,        o  .,  o 

2^/(2r)  =  ^/(r)  +  ^-(r), 

(      ^^(2r)  =  ^3(r)^(r). 

Für  die   Grössen    x,  K,  K'   liefern  die   abgeleiteten  Fonneln  mit 
Rücksicht    auf   die    Gleichungen   (24)    (Nr.  263,   S.  11)    die    folgenden 
Ausdrücke.     Setzt  man 
(V) 


K'i 


so  ist  2 

(VII)  ?^  =  */w,  ?#'  =  */(-^); 

diese  Entwickelungeu  gelten  aber  vorläufig  nur  für  reale  positive 
Werthe  von  %  und  x'. 

Nach  einem  bekannten  Principe  der  Functionenlehre  können  wir 
aber  sofort  schliessen,  dass  die  für  den  so  beschränkten  Bereich  ab- 
geleiteten Beziehungen  solange  gültig  bleiben,  als  die  in  denselben  auf- 
tretenden Reiheuentwickelungen  convergent  sind.  Dies  ist  offenbar  der 
Fall,  wenn  r  eine  complexe  Grösse  bedeutet,  deren  Coefficient  von  i 
einen  wesentlich  positiven  Werth  hat. 

Die  Entwickeluugen  (VI)  gelten  also  für  diejenigen 
Werthe  von  ^,  für  welche  die  durch  die  Gleichung  (V)  de- 
finirte  Grösse  x  einen  positiven  Coefficienten  von  i  besitzt. 
Für  diese  Werthe  sind  dann  x  und  x'  als  eindeutigfe  Func- 
tionen  von  r,  d.  h.  als  eindeutige  Functionen  des  Quotienten 
zweier  Fundamentallösungen  der  Legendre'schen  Differential- 
gleichung (L)  dargestellt. 


\ 
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Es  entsteht  nun  die  Frage  nacli  dem  Wertliebereich  von  x  be- 
ziehungsweise von  z  ==  %",  für  welchen  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass 
die  Grrösse  t  einen  positiven  Coefficienten  von  i  besitzt;  es  wird  sich 
zeigen,  dass  dieser  Bereich  die  ganze  complexe  0- Ebene  mit  Ausnahme 
der  singulären  Stellen  0,  1,  oo  umfasst. 

Die  Richtigkeit  dieses  überaus  wichtigen  Satzes  kann  auf  mannig- 
faltige Weise  erwiesen  werden.  Riemann  hat  für  denselben  einen 
(den  allgemeinen  Fall  eines  beliebigen  algebraischen  Gebildes  umfassen- 
den) Beweis  geliefert,  der  direct  von  der  Darstellung  von  K  und  K' 
durch  die  bestimmten  Integrale  ausgeht.  Einen  anderen  Beweis  hat 
Herr  Fuchs  gegeben,  indem  er  von  der  Differentialgleichung  (L)  aus- 
geht. Wir  werden  im  Wesentlichen  der  von  Herrn  Fuchs  vorgezeich- 
neten Methode  folgen,  wollen  aber,  ehe  wir  auf  die  Darlegung  derselben 
eingehen,  zeigen,  welche  Folgerungen  sich  aus  dem  in  Rede  stehenden 
Satze  ziehen  lassen. 

Nehmen  wir  also  an,  es  sei  gezeigt,  dass  für  jeden  Werth  von  ^ 
(mit  Ausnahme  von  0,  1,  cx)),  also  auch  für  jeden  Werth  von  x,  der 
Coefficient  von  i  in  r  wesentlich  positiv  ist. 

Dann  folgt  aus  der  Darstellung  (VI),  dass  jc  sowohl  wie  jc'  und 
folglich  auch  2  eindeutige  Functionen  des  Integralquotienten  t  der 
linearen  Differentialgleichung  (L)  sind  (vergl.  Nr.  260,  S.  2).  Ebenso 
sind  nach  (VII)  auch  die  Integrale  K,  K'  von  (L)  selbst  eindeutige 
Functionen  von  t.  Ferner  würden  die  Grleichungen  (I)  bis  (IV)  lehren, 
dass  der  direct  nur  für  reale  positive  a,  h,  c  aufgestellte  Algorithmus 
des  arithmetisch- geometrischen  Mittels  für  beliebige  complexe  Werthe 
dieser  Grössen  unverändert  besteht,  sofern  man  das  Vorzeichen  der 
Quadratwurzeln,  durch  welche  die  h  ,  c  bestimmt  werden,  den  Glei- 
chungen  (I)  und  (III)  gemäss  einrichtet.  Es  lassen  sich  dann  aus  den 
Gesetzen  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  alle  Eigenschaften  der 
Function  x  von  t  in  äusserst  eleganter  und  einfacher  Weise  ableiten, 
wir  kommen  hierauf  an  spätererer  Stelle  zurück. 

Jetzt  knüpfen  wir  an  die  Thatsache  an,  dass  sich  uns  in  der 
Differentialgleichung  (L)  ein  besonderer  Fall  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  und  insbesondere  der  Differentialgleichung 
der  Gau  SS 'sehen  Reihe  darbietet,  in  welchem  die  unabhängige  Variable 
eine  eindeutige  Function  des  Integralquotienten  ist,  und  stellen  uns 
demgemäss  die  Aufgabe: 

Diejenigen  Fälle  der  Differentialgleichung  der  Gauss- 
schen  Reihe  anzugeben,  in  denen  die  unabhängige  Variable 
als  eine  eindeutige  Function  des  Integralquotienten  erscheint. 
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268.    Die  Gauss'sche  Differentialgleichung  in  der  canonischen  Form 

und   für  reale   Werttie    der   Differenzen   der   Wurzeln    der    determi- 

nirenden  Gleichungen.    Abbildung  durch  den  Integralquotienten  bei 

specieller  "Wahl  der  Querschnitte. 

Die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  formulirte  Aufgabe  wurde 
zuerst  von  Herrn  Schwarz  gelöst  bei  Gelegenheit  einer  Untersuchung 
derjenigen  Fälle,  in  denen  die  Gauss'sche  Reihe  F{a,  ß,  y,  z)  eine  alge- 
braische Function  von  s  darstellt.  Indem  wir  jetzt  zu  einer  Darlegung 
der  von  Herrn  Schwarz  erlangten  Resultate  übergehen,  greifen  wir 
auf  die  allgemeinen  Ueberlegungen  des  elften  Abschnittes  (Nm.  196  ff.) 
zurück. 

Wir  denken  uns  zunächst  die  Differentialgleichung  (G)  (Nr.  70, 
Bd.  1,  S.  252)  auf  die  canonische  Form  gebracht,  indem  wir  (vergl. 
Nr.  172,  Bd.  II,  1,  S.  147)  für 

den  invarianten  Ausdinick 

bilden.     Setzen  wir 

(1)  {l-yf  =  d^\      (y-a-ßf  =  d;,     (a  -  ßf  =  d^\ 

so  sind  d^,  d.^,  8^  die  Differenzen  der  Wurzeln  der  zu  den  singulären 
Punkten 

^;  =  0,  1,  oo 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen-,  wir  denken  uns 
die  Quadratwurzeln  aus  den  Ausdriicken  (1)  so  gewählt,  dass  die  realen 
Theile  der  d^,  d^,  ö.,  nicht  negativ  sind. 

Dann  lautet  die  cauonische  Form  der  Differentialgleichung  (G) 

(2)  ^  =  SW», 

dz 

wo 

(3)  ii^)  =  T  (-—  +  ^73^?  + 7ir=w--\' 
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y_  («  +  /^  +  1)  -  y 

(4)  w  =  u-z^{\ — z)         "  , 
zu  nehmen  ist,  und  der  Quotient 

eines  Fundamentalsystems  v^ ,  v^  von  (2)  genügt  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung 

(5)  z^0)  =  g(.), 
deren  allgemeines  Integral  in  der  Form 

enthalten  ist. 

Wenn  2  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein  soll,  so  müssen  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  197  (Bd.  II,  1,  S.  256)  die  Grössen  d^,  d^,  d^  ent- 
weder gleich  reciproken  ganzen  Zahlen  oder  gleich  Null  gewählt  werden. 
Nehmen  wir  allgemeiner  d^ ,  d,^ ,  d  real  positiv  und  kleiner  als  Eins, 
so  ist  die  Differentialgleichung  (2)  mit  der  in  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1, 
S.  343 ff'.)  aufgestellten  für  (?  =  2,  a^  =  0,  «^  =  1  identisch,  die  Function  2 
von  rj  hat  also  nach  den  daselbst  erlangten  Ergebnissen  die  folgenden 
Eigenschaften. 

Legen  wir  von  z  =  0  und  2  =  1  aus  Querschnitte  l^ ,  l^  nach  dem 
Unendlichen,  so  ist  die  so  zerschnittene  ^^- Ebene  T  die  eindeutig  con- 
forme  Abbildung  eines  Fundamentalbereiches  F^  der  ?j-Ebene,  welcher 
die  vier  Ecken 

''■1  ?    '''3  '    '''2  J    ''•3 

und  in  den  von  diesen  gebildeten  Cykeln 


die  Winkelsummen 


27tö^,     27Cd\,    2jt^3 


besitzt.    Dabei  sind  die  A^ ,  l., ,  Ag  als  Doppelpunkte  der  Substitutionen 

Ä^,   Ä^,   Ä^  =  A^    A^ 

bestimmt,  die  t]  erfährt,  wenn  z  beziehungsweise  einfache  positive  Um- 
läufe um  die  Punkte  0,  1,  cx)  ausführt,  und  welche  die  Seitenpaare  von  F^ 

^l  =^  (^1  ?   '''3)  7         ^1  =  (^1  ?   '^s ) ' 

in  der  durch  die  Gleichungen 

s^  =  A^s^,     s^  =  A^  «2 
angedeuteten  Weise  in  einander  überführen. 

S  Chi  e  sing  er,  Differentialgleichungen.    11,2.  3 
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Die  Gestalt  jener  Seitenpaare  hängt  wesentlicli  von  der  Gestalt 
der  in  der  ^-Ebene  gelegten  Querschnitte  l^,  l^  ab.  Wir  wollen  diesen 
Querschnitten  selbst  eine  besondere  Form  beilegen,  wodurch  die  Seiten 
von  F^  eine  besonders  einfache  Gestalt  erhalten. 

Wir  denken  uns  nämlich  den  Querschnitt  l^  längs  der  negativen 
realen  ^^-Axe,  den  Querschnitt  l,,  längs  der  positiven  realen  0-Axe  von 
0  beziehungsweise  1  nach  z  =  oo  hin  gelegt,  so  dass  also  ein  in  der 
zerschnittenen  ^r-Ebene  T  verlaufender  Weg,  der  von  der  oberen 
^;-Halbebene  (wo  der  Coefficient  von  i  m  z  positiv  ist)  in  die  untere 
^-Halbebene  (wo  der  Coefficient  von  i  in  z  negativ  ist)  führt  oder  um- 
gekehrt, die  reale  ^-Axe  zwischen  0  und  1  überschreiten  muss.  Es 
handelt  sich  dann  darum,  die  t]  -Werthe  zu  bestimmen,  die  den  Punkten  z 
auf  beiden  Ufern  von  l^,  l^  entsprechen. 

Zerlegen  wir  z  und  iq  in  ihre  realen  und  imaginären  Theile 
z  =  x-\-  yi,      r]{z)  =  u(x,  y)  +  iv{x,  y), 

wo   also  u{x,  y),  v{x,  y)   reale  Functionen    der  realen  Variabelen  x,  y 
bedeuten,  so  ist  der  conjugirte  complexe  Werth  von  7}(z) 

r}{z)  =u{x,  y)  —  iv{x,y) 
eine  monogene  Function  von 

z  =  X  —  yi, 

und  man  hat,    wenn  wir   allgemein   durch    einen  Ueberstrich   die  con- 
jugirte einer  complexen  Grösse  andeuten. 


dz"-  V  dz"-   / 


(X  =  1,  2,  3,  ■    •)  ■ 

dz'-  \  dz"    / 

Also  ist  auch 


oder  da  q(z)  reale  Coefficienten  hat,  und  folglich 
ist, 

Die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

besitzt  also  die  beiden  particularen  Integrale 

V{^)  =  u{x,  y)  —  iv(x,  y), 

rj{z)  =  u(x,  ~y)-\-  iv(x,  —  y), 
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und  es  besteht  folglich  zwischen  diesen  beiden  Grössen  die  Beziehung 

WO  a,  ß,  y,  d  Constanten  bedeuten,  für  die 

ad  —  ßy  =  l 

ist. 

Wenn  wir  also  von  dem  Punkte  x  -{-  yi  der  ^- Ebene  z.  B.  auf 
einem  in  der  zerschnittenen  0- Ebene  T  verlaufenden  Wege  zu  dem 
Punkte  X  —  yi  gehen,  so  erhalten  wir  daselbst  einen  Werth  von  rj^ 
der  aus  dem  conjugirten  Werthe  von  rj(x  -\-  yi)  durch  die  projective 
Substitution  (7)  hervorgeht.  Dabei  bleibt  diese  Substitution  offenbar 
dieselbe,  wo  auch  der  Punkt  x  -{-  yi  angenommen  werden  mag,  wenn 
nur  der  Weg  von  x  -\-  yi  zu  dem  Punkte  x  —  yi  in  der  zerschnittenen 
Fläche  T  ausgeführt  wird.     Es  ist  also  auch 

/^j  ^  «^(^)  +  P  ^  ccliijx,  —  y)  —  ivjx,  —  y)]  +  ß 

y  ^  +  *     y  t'*^*''  —y^  —  *'  ^(^'  —  ^)J  +  ^ ' 

und  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  i  in  —  i  verwandeln, 

(81  vTz)  =  ^["(^'  —y)  +  i^ix,—y)]-\-ß  ^  äT](i)4-p _ 

ylu{x,-y)-i-iv{x,-y)-\-\-S        yv{^)  +  ^'' 

Vergleichen  wir  die   Gleichungen  (7),  (8)  mit  einander,    so   schliessen 
wir,  dass 

y   öj  \y  ö)        VO  1/ 
sein  muss,  d.  h.  es  ist 


(9) 

y  u  -\-  ö  y  ^==^  0 ,         y  ß  -\-  d  Ö  =  1 

und  hieraus  folgt,  wenn  wir  z.  B.  y  von  Null  verschieden  voraussetzen, 
A  — _  ^         £  _  £ 

y  y    '  y  y    ' 


Setzen  wir  also 


y^        y        yy 


£  =  ^       L  =  _A 
y  ~~  <^o '     y  ~     Co ' 

so  ist  h^  real,  wenn  wir  c^  real  wählen  und 

y  Cq  '  0    0     I        0    0 

die  Substitution  (7)  hat  demnach  die  Form 


3* 
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(10)  ,(j)^^i^?^=i,„,-(5. 

Für  Werthe  von  z  auf  dem  zwischen  0  und  1  gelegenen  Theile 
der  realen  Axe  von  T  ist  folglich 

—  äQV{x)  —  bQ 

ri{x)  =  =^ ,  (0<a:<l), 

d.  h.  die  diesen  0-Werthen  entsprechenden  7^-Werthe  befriedigen  die 
Gleichung 

(11)  Cf,ri^-\-%'n  +  %^-\-\  =  ^r 

die  einen  Kreis  s^  und  zwar,  da 

—  %%  +  ^0^0  <  ^ 

ist,  einen  realen  Kreis  der  ?;- Ebene  darstellt.  Wir  wollen  c^  so 
wählen,  dass 

sei. 

269.   Kreisbogenviereeke.    Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Diagonale. 

Spiegelungen. 

Wenn  wir  von  einem  ^-Punkte  in  T  ausgehend  einen  der  Quer- 
schnitte l-,,l»  in  positiver  oder  negativer  Richtung  überschreiten,  so 
gelangen  wir  im  Sinne  der  in  Nr.  210  (Bd.  11,  1,  S.  312  ff.)  eingeführten 
Vorstellungs-  und  Bezeichnungsweise  in  die  Blätter 

r    T    T      T 

1  '         2  '         —  1  '         —2  ' 

die  den  Zweigen 

(.y.  =  1,  2) 
des   Integralquotienten   iq   entsprechen,    und   deren    eindeutig    conforme 
Abbildungen  auf  die  ?;- Ebene  durch  die  Bereiche 

F     F     F       F 

1  '         2 '         —1  '         —2 

geliefert  werden. 

Gehen  wir  im  Blatte  T^  von  einem  Punkte  z  zu  seinem  conjugirten  2, 
also  so,  dass  wir  die  reale  Axe  zwischen  0  und  1  überschreiten,  so  ge- 
langen wir  in  der  >;- Ebene  vom  Punkte  rj  (s)  zu  dem  Punkte 

(12)  Tjß)  =  Ä^B^Ä-'^iJzj         (x  =  +l,   +2,  -1,  -2), 

wenn  wir  mit  Ä_^  diejenige  Substitution  bezeichnen,  die  aus  Ä  dadurch 
entsteht,  dass  wir  in  den  Coefficienten  von  Ä  an  die  Stelle  von  -|-  i 
setzen  —  i. 


269.    Kreisbogenvierecke.     Symmetrie.  37 

Aus  (12)  folgt,  dass  für  Werthe  x  von  z,  die  zwischen  0  und  1 
auf  der  realen  Axe  des  Blattes  T^  liegen,  die  entsprechenden  ij-Werthe 
die  Gleichung 

(13)  n  =  AB^A-"n 

befriedigen,  die  offenbar  einen  Kreis   darstellt,  der   nichts  anderes  ist, 
wie  die  Abbildung  des  Kreises  s^  durch  die  lineare  Function  A  rj. 
Ferner  haben  wir  nach  (10)  oder  (12) 

(14)  rjß)  =  ÄX^)  =  A^B^^), 

d.  h.  wenn  wir  von  einem  Punkte  s  von  T  ausgehend,  den  Quer- 
schnitt  l,.  von  demjenigen  Ufer  aus  überschreiten,  längs  welchem  die 

Flächen  T  und  T_  mit  einander  zusammenhängen,  und  dann  zu  dem 
conjugirten  Punkte  2  von  T^  hingehen,  so  gelangen  wir  von  7j(^)  aus 
zu  dem  durch  die  Gleichung  (14)  dargestellten  Punkte  der  ?; -Ebene. 

Die  Gleichung  (14)  liefert  eine  Beziehung  zwischen  .  den  beiden 
monogenen  Functionen 

rj{z)     und     r]_^_{z) 

der  complexen  Variabein  2]  diese  Beziehung  muss  folglich  nach  einem 
bekannten  Principe  der  Functionentheorie  auch  zwischen  allen  Fort- 
setzungen dieser  beiden  Functionen  bestehen.     Es  ist  demnach  auch 


(14a)  rj{z)  =  A^B^r}^_(ß). 

Beachten  wir  nun,  dass  B^^  mit  der  Substitution  B^,  die  aus  B^^  hervor- 
geht, indem  wir  in  jedem  Coefficienten  von  B^  -\-  i  in  —  i  verwandeln, 
durch  die  Gleichung 

verbunden  ist,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (14a)  an 
die  Stelle  von  -{-  i  setzen  —  i: 

(15)  '^)  =  Ä^B-'rj^{2). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (14),  (15)  ergiebt  sich  nunmehr 

(16)  a^b^2b-'  =  i. 

Betrachten  wir  einen  Punkt  x,  der  auf  dem  den  Blättern  T  und  T^ 
gemeinsamen  Ufer  des  Querschnittes  l  ^ .  liegt,  so  ist  für  denselben 

r}(x)  =  r]^{x); 

die  diesen  Punkten  x  entsprechenden  i^-Werthe  befriedigen  folglich  die 
Gleichung 

(17)  r]  =  A.^B^^, 
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und  diese  stellt  zufolge  der  Gleichung  (16)  und   da   die  Determinante 

der  Substitution 

den  Wei-th  —  1  hat,  einen  realen  Kreis  der  t^- Ebene  dar.  Es  ist 
folglich  der  Kreis 

(18)  ri  =  Ä.^B^^  (.  =  1,2) 

nichts  anderes,  wie  die  Seite  s^'  von  F^,  und  ebenso  ist  der  Kreis 

(19)  V  =  ^-y.\n  (=«  =  1,2) 

die  Seite  s  ;  in  der  That  verwandelt  sich  der  Kreis  (19)  durch  Ab- 
bildung mittelst  der  linearen  Function  A_^ri  in  den  Kreis  (18),  wie  man 
mit  Rücksicht  auf  die  aus  (16)  folgende  Gleichung 

0       X  X  0     • 

sofort  erkennt. 

Wenn  wir  also  die  Querschnitte  l^,  l.^  längs  der  realen 
^-Axe  legen,  so  sind  die  Seiten  des  Fundamentalbereichs  F^ 
Kreisbogen,  und  überdies  entspricht  dem  zwischen  0  und  1 
gelegenen  Theile  der  realen  Axe  von  T  ein  Kreisbogen  s^^, 
der  offenbar  durch  die  Ecken  A^,  Ag  von  F^^  hindurchgeht  und 
demgemäss  als  Diagonale  des  Kreisbogenvierecks  F^^  an- 
gesehen werden  kann. 

Die  Diagonale  s^  theilt  den  Bereich  F^^  in  zwei  Hälften,  die  be- 
ziehungsweise der  unteren  und  der  oberen  Halbebene,  in  welche  T 
durch    die    reale    0-Axe    zerfällt    wird,    entsprechen;    und    zwar    sind 

nach  Gleichung  (10)  diejenigen  Punkte 
rjiz)  und  7/(^),  die  conjugirten  Punkten 
z  und  s  der  beiden  Halbebenen  von  T 
entsprechen,  im  Sinne  der  in  der  Nr.  200 
(Bd.  II,  1,  S.  211)  eingeführten  Termino- 
logie, Spiegelbilder  von  einander  in 
Bezug  auf  den  Diagonalkreis  s^^.  Es  ist 
also  auch  s^'  das  Spiegelbild  von  s^  und 
s^  das  Spiegelbild  von  s,'  in  Bezug  auf 
■<i;i  s^.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  die 
Fig.  19.  Winkel  der  Kreisbogendreiecke 

(Z^  A3  Ag)  ,     (A^  A3  Ag) , 

welche  der  unteren  beziehungsweise  der  oberen  Halbebene  von  T  ent- 
sprechen, bei  den  Ecken  A^,  A^  beziehungsweise  A^'  und  A^  gleich 


sem  müssen. 


Ttd^,     Ttdg,     Ttd.^ 
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Denn  die  Abbildung  durch  reciproke  Radiivectores  ist  nach  elemen- 
tar-geometrischen Sätzen  eine  winkeltreue;  also  ist 

<  (^0 ;  ^i)  =  <  («0 .  ^i')  ;     ^  («1 ,  hl  =  ^  (s;,  S^) , 
da  aber  nach  dem  Satze  der  Nr.  209  (Bd.  II,  1,  S.  310) 

ist,  so  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung. 

Durch  geeignete  Wahl  von  tj  können  wir  es  stets  erreichen,  dass 
der  Kreisbogen  s^  in  eine  gerade  Linie  übergeht,  d.  h.  dass  in  der 
Gleichung  (11)  c^^  verschwindet.  Dann  wäre  das  Kreisbogenviereck  F 
in  Bezug  auf  die  geradlinige  Diagonale  s^  symmetrisch.  Wir  über- 
tragen diese  Bezeichnung  auch  auf  den  allgemeinen  Fall,  wo  s  keine 
gerade  Linie  ist,  und  sagen  demgemäss: 

Das  Kreisbogenviereck  F^  wird  durch  die  Diagonale  s  in 
zwei  symmetrische  Hälften  getheilt,  die  beziehungsweise  der 
unteren  und  oberen  Halbebene  des  Blattes  T  entsprechen. 

Wir  bezeichnen  die  Operation,  durch  welche  man  von  einem 
Punkte  r]  zu  seinem  Spiegelbilde  in  Bezug  auf  einen  Kreis 

CT}')]  -{-  arj  -{-  ä'^  -\-  b  ^^  0 
übergeht,  und  die  durch 


5^  = 


—  arj 


CT]  -\-  a 

dargestellt  wird,  als  eine  Spiegelung  angewandt  auf  rj.  Hierin  sind 
also  &,  c  reale  Grössen.  Dann  stellt  zufolge  der  Gleichung  (16)  die 
Gleichung  (14)  für 

x  =  +  l,  +2,  -1,  -2 

ebenfalls  Spiegelungen,  und  zwar  Spiegelungen  über  die  Kreise 
dar.     Setzen  wir 

so  ist  die  Substitution  A    in  der  Form 

■/. 

X  x      0 

darstellbar,  d.  h.  wenn  wir  auf  einen  Punkt  rj  von  F^^  anwenden  die 
Spiegelung  B^  und  dann  auf  den  so  entstehenden  Punkt  die  Spiege- 
lung B,^ ,  so  gelangen  wir  zum  entsprechenden  Punkte  A,^  r]  des  Be- 
reiches F  ,  oder  kürzer,  die  Substitution  A_  ist  äquivalent  der  hinter- 
einander erfolgten  Anwendung  der  Spiegelungen  B^  und  B^. 
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Die  Spiegelungen  B^  sind  aber  auch  einer  einfachen  analytischen 
Deutung  fähig.  Beachten  wir  nämlich,  dass  ebenso  wie  F^^  durch  s^, 
jeder  Bereich  F  durch  den  Kreis  Ä^s^^  in  zwei  symmetrische  Hälften 
zerlegt  wird,  die  den  beiden  Halbebenen  des  Blattes  T^  entsprechen,  so 
lehrt  die  Gleichung  (14),  dass  die  conjugirten  0-Werthen  entsprechen- 
den Punkte  der  Bereiche  F^  und  F^  durch  die  Spiegelung  B^  aus- 
einander hervorgehen. 


270.    Dreieckstheilung,  die  aus  einem  Kreisbogendreiecke  entspringt. 

Abbildung  eines  Kreisbogendreiecks  auf  eine  Halbebene. 

Das  Rie  mann 'sehe  Fortsetzungsprincip.     Dreiecksfunctionen. 

Die  hier  für  die  Bereiche  F^^,  F^,  F^,  -^—i)  -^—2  gefundenen  Er- 
gebnisse übertragen  sich   ohne  weiteres  auf  alle  Bereiche 

F 

+  zj,  +  y--2,  •    •  +  ^;. ' 
die  (vergl.  Nr.  210,  Bd.  II,  1,  S.  313)  durch  die  Substitutionen 

der  projectiven  Monodromiegruppe  -9-  der  Differentialgleichung  (2)  aus 
F   hervorgehen  und  den  Blättern 

der  über  der  ^- Ebene  ausgebreiteten  unendlich  vielblättrigen  Fläche  R, 
die  die  Verzweigung  der  Function  rj^z)  darstellt,  entsprechen. 

Jeder  dieser  Bereiche  zerfällt  durch  die  Abbildung  des  Kreis- 
bogens Sjj  in  zwei  symmetrische  Kreisbogendreiecke,  und  wir  wollen 
uns  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Klein  immer  dasjenige  dieser 
Kreisbogendreiecke,  welches  der  unteren  Halbebene  des  Blattes 

entspricht,  schraffirt,  das  andere,  der  oberen  Halbebene  entsprechende 
unschraffirt  denken  (vergl.  Fig.  19).  Dann  besteht  die  reguläre  Theilung 
der  Fläche  F  aus  lauter  theils  schraffirten  theils  unschraffirten  Kreis- 
bogendreiecken, die  so  beschaffen  sind,  das  jedes  aus  einem  ihm  be- 
nachbarten durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  den  die  gemeinsame  Grenze 
bildenden  Kreisbogen  hervorgeht. 

Bilden  wir  aus  den  drei  Spiegelungen 

als  Fundamentaloperationen  eine  Gruppe  (?,  so  entsprechen  die  Opera- 
tionen von  6  gegenseitig  eindeutig   der  beschriebenen  Dreieckstheilung 
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von  F,  und  die  Substitutionsgrappe  %-  ist  in  6  als  Untergruppe  ent- 
halten, indem  nämlich  diejenigen  Operationen  von  G,  die  aus  einer  ge- 
raden Anzahl  der  Fundamentaloperationen  B^,  ^—u  ^^  zusammen- 
gesetzt sind,  Substitutionen  von  d-  darstellen. 

Daraus  folgt  auch  sofort,  dass  die  Gruppe  -9-  in  6  als  aus- 
gezeichnete Untergnippe  enthalten  ist. 

Wir  können  uns  nun  die  ganze  Theilung  der  Fläche  F  dadurch 
entstanden  denken,  dass  wir  von  einem  beliebigen  schraffirten  oder 
nicht  schraffirten  Dreiecke  ausgehen,  dieses  durch  Spiegelung  in  Bezug 
auf  seine  drei  Seiten  vervielfältigen,  jedes  so  entstandene  Dreieck  wieder 
in  Bezug  auf  jede  seiner  beiden  freien  Seiten  spiegeln  und  so  fort- 
fahren. Die  Function  s  von  rj  ist  dann  dadurch  definirt,  dass  sie  das 
Ausgangsdreieck  auf  eine  Halbebene  eindeutig  conform  abbildet. 

Denken  wir  uns  nun  umgekehrt,  es  sei  in  der  t^- Ebene  irgend  ein 
von  drei  Kreisbogen  gebildetes  Dreieck  q)^^  gegeben,  welches  in  seinen 
drei  Ecken  (n^ ,  (ti., ,  ^.^  die  hohlen  Winkel  7td\,  Ttd.,,  7td\^  besitzt,  dann 
können  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  eine  Function  ^  von  rj  anzugeben, 
die  die  eindeutig  conforme  Abbildung  dieses  Dreieckes  auf  eine  Halb- 
ebene liefert.  Die  Existenz  einer  solchen  Function  folgt  aus  einem 
allgemeinen  Riemann 'sehen  Satze,  und  lässt  sich  mit  Hülfe  des  in  der 
Nr.  212  (Bd.  II,  1,  S.  323)  geschilderten  Schwarz-Neumann'schen  Ver- 
fahrens unschwer  beweisen.  Wir  wollen  den  Existenzbeweis  aber  in 
indirecter  Weise  dadurch  liefern,  dass  wir  die  gestellte  Aufgabe  auf 
eine  bereits  gelöste  zurückführen. 

Sei  nämlich 

t  =  f(v) 

eine  Function  von  der  geforderten  Beschaffenheit,  dann  hat  also  für 
die  Seiten  des  Dreieckes  (p^  die  Function  t,  reale  Werthe.  Wir  können 
auf  mannigfaltige  Weise  eine  lineare  Function 

,  «71    -1-0  ,  . 

von  r;  so  bestimmen,  dass  die  eine  Seite  des  Kreisbogendreieckes  q)^  der 
-»j-Ebene,  etwa  {^^,  fi^),  auf  ein  Stück  der  realen  if-Axe  abgebildet 
wird;  wählen  wir  z.  B.  a,  ß,  y,  d  so,  dass 

und  für  irgend  einen  Punkt  }i  des  ICreisbogens  (/^t^ ,  /u.^) 

yii-\-S        yjA  +  ^ 
sei,    so   entspricht    dem  Dreiecke  g)^  der  ■jj- Ebene  ein  Dreieck  ^^  der 
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T^'-Ebene,  von  welchem  eine  Ecke  im  Nullpunkte,  eine  zweite  Ecke  im 
Unendlichen  liegt,  während  die  dritte  Ecke  durch  den  Punkt 

^f^2  +  ß 

gegeben  wird.     Den  Seiten 

von  (p^  entsprechen  beziehungsweise  die  positive  reale  Axe,  eine  durch 
i/g  hindurchgehende  Gerade  und  ein  durch  die  Punkte  0  und  v.,  hin- 
durchgehender Kreisbogen  der  tj'- Ebene.     Die  Function 

t  =  f(V)=9iv) 

bildet  dann  das  Dreieck  4>^  auf  eine  Halbebene,  sagen  wir  z.  B.  die 
obere  £;- Halbebene  ab,  insbesondere  entspricht  den  Punkten  der  realen 
positiven  T^'-Axe  ein  continuirliches  Stück  der  realen  ^-Axe.  Umgekehrt 
ist  die  Function  )/  von  ^  nur  für  Werthe  von  ^  mit  positivem  Coeffi- 
cienten  von  /  definirt;  wir  wollen  zeigen,  wie  mau  mit  Hülfe  eines  von 
Riemann  herrührenden  Princips  diese  Function  in  die  untere  ^-Halb- 
ebene  fortsetzen  kann. 

Sei  allgemein  für  die  Punkte  eines  in  der  oberen  ^- Halbebene  ge- 
legenen Bereiches  Z  eine  Function 

H=F(t) 

eindeutig  definirt,  die  diesen  Bereich  derart  auf  einen  gewissen  Be- 
reich T  der  ^- Ebene  abbildet,  dass  H  innerhalb  Z  endlich  ist,  und 
dass  dem  der  realen  ^-Axe  angehörigen  Stücke  (A,  B)  der  Begrenzung 
von  Z  ein  ebenfalls  der  realen  H-Axe  angehöriges  Continuum  von 
Punkten  der  Begrenzung  von  T  entspricht.  Bilden  wir  dann  die 
monogene  Function 

S^F(XJ 

von  ^,  so  ist  dieselbe  in  dem  Bereiche  Z,  der  aus  Z  durch  Spiege- 
lung in  Bezug  auf  die  reale  ^-Axe  entsteht,  eindeutig  definirt  und  geht 
längs  des  Stückes  (Ä,  B)  der  realen  ^-Axe  stetig  in  die  Function  H 
über.     Der  Ausdruck 


2TtlJ      z  —  t  '       2TtlJ     Z—t  ' 


wo  die  beiden  Integrale  über  die  Begrenzungen  von  Z  beziehungsweise 
Z  im  positiven  Sinne  zu  erstrecken  sind,  stellt  für  Werthe  von  t,  inner- 
halb Z  die  Function  H,  für  Werthe  von  t,  innerhalb  Z  die  Function  H 
dar.     Dieser  Ausdruck  ist  aber  nichts  anderes  wie 
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(Z+~Z) 

wo  das  Integral  über  die  Begrenzung  des  durch  Vereinigung  von  Z 
und  Z  entstehenden  Bereiches  zu  erstrecken  ist,  und  F  auf  den  der 
Begrenzung  von  Z  angehörenden  Punkten  mit  H,  auf  den  der  Be- 
grenzung von  Z  angehörenden  Punkten  mit  H  übereinstimmt.  Das 
Integral  (I)  stellt  aber  innerhalb  des  Gesammtbereiches  Z  -\-  Z  eine 
monogene  Function  der  complexen  Variabein  t,  dar,  und  es  ist  somit 
H  nichts  anderes  wie  die  analytische  Fortsetzung  der  innerhalb  Z 
definirten  Function  H  in  den  Bereich  Z,  und  zwar  entsprechen  con- 
jugirten  complexen  Werthen  von  t,  auch  conjugirte  complexe  Werthe 
von  H.     Kurz  ausgesprochen  lautet  also  unser  Resultat  wie  folgt: 

Wenn  einem  zusammenhängenden  Stücke  der  realen  ^-Axe 
ein  ebenfalls  zusammenhängendes  Stück  der  realen  H-Axe 
entspricht,  so  entsprechen  conjugirten  complexen  Werthen 
von   ^  auch  conjugirte  complexe  Werthe  von  H. 

Dieses  Princip,  welches  auch  im  Folgenden  noch  wiederholt  zur 
Anwendung  gelangen  wird,  wollen  wir  als  das  Riemann'sche  Fort- 
setzungs-  oder  Symmetrieprincip  bezeichnen. 

Für  die  Function  rj'  von  t,  ergiebt  sich  also,  dass,  wenn  wir  von 
einem  Punkte  ^  der  oberen  Halbebene  nach  dem  conjugirten  Werthe  ^ 
gehen,  indem  wir  die  reale  Axe  längs  desjenigen  Abschnittes  über 
schreiten,  der  der  positiven  realen  T^'-Axe  entspricht,  der  in  ^  stattfindende 
Werth  der  analytischen  Fortsetzung  der  P^unction  r]'  von  t,  nichts 
anderes  ist,  wie  der  conjugirte  complexe  Werth  des  in  t,  stattfindenden 
Werthes  von  rj'.  Oder  wenn  wir  wieder  auf  rj  selbst  zurückgehen  und 
beachten,  dass  conjugirten  complexen  Punkten  der  i^'- Ebene  Punkte 
der  ?^- Ebene  entsprechen,  die  Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug  auf 
den  Kreis  (ji^,  ^^)  sind,  so  haben  wir  den  Satz: 

Wenn  eine  Function  ^  die  eindeutig  conforme  Abbildung 
des  Kreisbogendreiecks  qp^^  der  ij-Ebene  auf  die  obere  ^-Halb- 
ebene  vermittelt,  so  erfüllen  die  t^-Werthe,  die  wir  erhalten, 
wenn  wir  die  Function  rj  von  ^  von  der  oberen  Halbebene  in 
die  untere  fortsetzen,  indem  wir  die  reale  ^-Axe  längs  des 
der  Seite  {fi_^_,  i^-z+i)  ^^^  ^o  entsprechenden  Stückes  über- 
schreiten, das  Dreieck  (p'^^,  welches  aus  cp^  durch  Spiegelung 
in  Bezuff  auf  die  Seite  (a  ,  u   ,  ,)  entsteht. 

Bezeichnen  wir  die  Spiegelung  in  Bezug  auf  die  Seite  (^^,  ^y,i) 
durch  C^  und  durch  (i.^,^  das  Spiegelbild  der  Ecke  (u-^  ,  2  in  Bezug 
auf   den  Kreis   (fi^,  iti^ij),    (für   x  =  1,  2,  3;    dabei   sind    die  Indices, 


44  XIII.    Theorie  der  elliptischen  Modulfunction.    Kapitel  3. 

welche  grösser  als  3  ausfallen,  stets  modulo  3  zu  reduciren),  so  haben 
wir  in  dem  aus  Vereinigung  von  cp^^  und  (p'^  entstehenden  Bereiche  ein 
Viereck,  in  welchem  die  Seite  (fi^,  ;[*!,,  2)  ^^^  (^x^  ^y.+2)  ^^"'^^  ^^^ 
lineare  Substitution 

C  C-'fi 

und  die  Seite  (i^^  ,  1,  f*x+2)  ^^^  (^y.+if  ^'y.+2)  durch  die  lineare  Sub- 
stitution 

hervorgeht.  Die  Winkel  dieses  Vierecks  bei  den  Ecken  fi_^,  ft^  ,  j  sind 
beziehungsweise  2^d  ,  2jtd   ,  , ,  die  Summe  der  Winkel  bei  den  Ecken 

O  y.  }  Jf  +  1  ' 

tt   ,  „,  it   .  „  ist  2xd   ,  „. 

Die  Function  t,  von  tj  (sofern  sie  existirt)  hat  die  Eigenschaft, 
jenes  Viereck  eindeutig  conform  auf  diejenige  Fläche  abzubilden,  die 
wir  erhalten,  indem  wir  diejenigen  beiden  Theile  der  realen  ^-Axe,  die 
den  Seiten  (^^,  i^i^  ,  2)'  ('"'z  +  2'  ^y.+i)  ^^^  ^0  entsprechen,  als  Quer- 
schnitte der  ^- Ebene  auffassen.  Die  Existenz  einer  so  beschaffenen 
Function  t  haben  wir  aber  in  den  Nummern  213—216  (Bd.  II,  1,  S.  327  ff.) 
bewiesen,  und  gefunden,  dass,  wenn  wir  über  die  noch  verfügbaren 
drei  willkürlichen  Constanten  so  disponiren,  dass  für  rj  =  ^^,  fi^?  /*3 
die  Function  die  Werthe  0,  1,  00  annimmt,  dieselbe  mit  der  unabhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichung  (2)  übereinstimmt.  Hieraus  folgt 
nun  weiter,  dass  wir  den  Existenzbeweis  für  die  Function  ^  gar  nicht 
erst  wie  in  den  Nummern  213,  214  auf  die  Methode  der  Herren 
Schwarz  und  C.  Neumann  zu  gründen  brauchen,  sondern  dass  es 
genügt,  wenn  wir  mit  Hülfe  des  in  den  Nummern  215,  216  angewandten 
Verfahrens  zeigen,  dass  diese  Function  aus  der  Differentialgleichung  (2) 
durch  Umkehrung  des  Integralquotienten  entsteht.  Wir  haben  also 
den  Satz: 

Die  unabhängige  Variable  der  Differentialgleichung  (2) 
als  Function  des  Integralquotienten  rj  liefert  für  Werthe  der 
^i>  ^2?  *^3'  ^^^  real,  nicht  negativ  und  kleiner  als  Eins  sind,  die 
allgemeinste  Function,  die  ein  Kreisbogendreieck  mit  den 
hohlen  Winkeln 

eindeutig  conform  auf  eine  Halbebene  abbildet. 

Man  nennt  darum  rj  als  Function  von  z  wohl  auch  eine  Drei- 
ecksfunction;  wir  bezeichnen  mit  Herrn  Schwarz  diese  Function 
von  2  durch 
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271.    Kreisbogendreieck  mit  drei  verschwindenden  Winkeln. 
Orthogonalkreis. 

Wenn  wir  uns  die  Theilung  der  Fläche  F  in  der  in  der  vorigen 
Nummer  (S.  40)  beschriebenen  Weise  hergestellt  denken,  indem  wir 
von  einem  Kreisbogendreiecke,  etwa  (A^ ,  Ag ,  Ag),  ausgehen,  so  gewinnen 
wir  damit  den  Vortheil,  dass  wir  uns  von  der  Art  der  Zerschneidung 
der  ^- Ebene  völlig  unabhängig  gemacht  haben. 

Spiegeln  wir  nämlich  das  Ausgangsdreieck  in  Bezug  auf  die  drei 
Seiten  s^,  s^,  s'g,  so  können  wir  dasselbe  mit  irgend  einem  der  ent- 
standenen drei  Spiegelbilder  zu  einem  Vierecke  vereinigen  und  erhalten 
jedesmal  einen  Fundamentalbereich  für  die  Theilung  der  Fläche  F. 
Dabei  giebt  dieser  Fundamentalbereich  die  eindeutig  conforme  Ab- 
bildung der  ^-Ebene,  in  welcher  wir  uns  dann  diejenigen  beiden  Theile 
der  realen  ^s^-Axe  als  Querschnitte  zu  denken  haben,  die  den  beiden  frei 
gebliebenen  Seiten  des  Ausgangsdreieckes  entsprechen. 

Wir  halten  die  bisher  angewandte  Zerschneidung  durch  die  Quer- 
schnitte l^,  l,,  fest,  und  haben  also,  wenn  wir  von  dem  schraffirten 
Dreiecke  (A^ ,  A^ ,  Ag)  ausgehen,  die  den  Seiten  s^^,  s^,  s'^  entsprechenden 
Spiegelungen 

aus  denen  sich  die  Fundamentalsubstitutionen  in  der  Form 

zusammensetzen.  Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  dass  die  Doppelpunkte 
der  Substitution  A^  nichts  anderes  sind,  wie  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Kreise  s^,  s^  und  die  Doppelpunkte  von  A^  nichts  anderes  wie 
die  Schnittpunkte  von  s^,  s'^.     Ferner  folgt  aus  der  Gleichung 

dass  die  Schnittpunkte  der  Kreise  s^  und  s^  mit  den  Doppelpunkten 
von  A^  übereinstimmen. 

Wenn  also  für  eine  der  Substitutionen  A^,  A^,  A^  die  Doppel- 
punkte zusammenfallen,  d.  h.  wenn  die  betreifende  Substitution  eine 
parabolische  ist,  so  berühren  sich  die  betreffenden  Kreise,  in  Ueberein- 
stimmung  mit  der  Thatsache,  dass  in  diesem  Falle  der  betreffende 
Winkel  des  Kreisbogendreieckes  verschwinden  muss. 

Wenn  s  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein  soll,  so  müssen  die 
Grössen  d^,  ö,^,  d^  in  der  Form 

0, 
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darstellbar  sein,  wo  die  g^,  (j,^,  y^  positive  ganze  Zahlen  oder  unend- 
lich gross  sind. 

Im  Falle  wo  die  Differentialgleichung  (2)  die  canonische  Form 
der  Legendre'schen  Differentialgleichung  fL)  darstellt,  haben  wir  ins- 
besondere 

das  Kreisbogendreieck  der  ->/ -Ebene  hat  also  drei  verschwindende  Winkel, 
d.  h.  die  Seiten   desselben   berühren   sich   in    den  Eckpunkten. 
Wir  können  dann  für  den  speciellen  Integralquotienten 

K'i 
-"-^ 

sofort  das  entsprechende  Kreisbogendreieck  angeben.  Bedenken  wir 
nämlich,  dass  wie  in  der  Nr.  248  (Bd.  II,  1,  S.  480,  481)  gezeigt  wurde, 
für  Werthe  von  z,  die  auf  der  realen  Axe  zwischen  0  und  1  liegen, 
Ä",  ^'  real  positiv  sind,  also  x  auf  der  oberen  Hälfte  der  lateralen 
Axe  der  t- Ebene  gelegen  ist,  so  erkennen  wir  zunächst,  dass  die 
Seite  S(,  unseres  der  unteren  ^-Halbebene  entsprechenden  Kreisbogen- 
dreieckes nichts  anderes  ist,  wie  der  in  der  oberen  t- Halbebene  trelegene 
Theil  der  lateralen  Axe.     Die  Gleichung  von  s^  lautet  also 

d.  h.  die  Spiegelung  5^^  ist  einfach 


3—2 
2  1 


0     \, 

Hieraus  finden  wir  nun  die  den  anderen  Seiten  s^,  .s^  entsprechenden 
Spiegelungen  durch  die  Formeln  (20)  der  Nr.  269  (S.  39),  denn  die 
Fundamentalsubstitutionen  A^^  A,-,  sind  nach  den  Fonneln  (17)  der 
Nr.  249  (Bd.  II,  1,  S.  483)  bekannt.     Es  ist  nämlich 

(,  h-GD'--(-n)'       • 

1^3  =  47'. 47'  = 
die  Spiegelungen  ^_^,  B^  lauten  also 

und  die  Gleichungen  von  s^,  .s^  haben  folglich  die  Form 
5j  r  +  T  +  2  =  0, 

Sg)  2rT-f-T  +  T  =  0. 
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Es  ist  jetzt  dasjenige  Kreisbogendreieck  zu  nehmen,  welches  lauter 
verschwindende  Winkel  hat  und  dessen  eine  Seite  die  obere  Hälfte  der 
lateralen  Axe  ist.    Die  Seite  5^  ist  also  der  in  der  oberen  T-Halbebeue 

gelegene  Halbkreis   des  Kreises  mit  dem   Mittelpunkte —  und  dem 

Radius  -— ,  die  Seite  s^  die  obere  Hälfte  der  durch  den  Punkt  —  1 
zur  lateralen  Axe  gelegten  Parallelen.     Man  hat  folglich 


A^  =  CO  ,     A,  =  0 


^3  =  -l 


und  das  sind  in  der  That  die  Doppelpunkte  der  drei  Substitutionen 


-^17    ^-2}    ^3 


Spiegeln  wir  nun  das  so  bestimmte  zu  schraffirende  Kreisbogendreieck 
(vergl.  die  Fig.  20)  in  Bezug  auf  die  Seite  s^,  so  erhalten  wir  das  der 


Fig.  20. 

oberen  ^- Halbebene  entsprechende  symmetrische  Dreieck,  welches  mit 
dem  ursprünglichen  vereint  die  Abbildung  der  0- Ebene  liefert,  die  wir 
uns  durch  die  längs  der  realen  Axe  gelegten  Querschnitte  l^ ,  l.,  zer- 
schnitten zu  denken  haben.  In  der  Figur  sind  auch  noch  die  Spiege- 
lungen des  Ausgangsdreieckes  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen   Seiten 

s.  und  s'  o^ezeichnet. 
1  20 

In  Bezug   auf   die    durch    wiederholte    Spiegelung    des  Ausgangs- 
dreiecks oder  durch  Anwendung  aller  Substitutionen  der  aus  den 

als  Basis  gebildeten  projectiven  Gruppe  auf  den  Fundamentalbereich 

F^  =  (oü,  -1,  0,  +1) 

entstehende  Theilung  der  Fläche  F  können  wir  nun  eine  Reihe  höchst 
folcrenreicher  Bemerkungen  machen. 
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Wenn  wir  statt  x  einen  anderen  Integralquotienten  ri  unserer 
Differentialgleichung  (L)  zu  Grunde  gelegt  hätten,  so  würden  wir  als 
Abbildung  der  unteren  ^-Halbebene  ein  anderes  Kreisbogendreieck  mit 
lauter  verschwindenden  Winkeln  gefunden  haben.  Umgekehrt  können 
wir,  wenn  irgend  ein  Kreisbogendreieck,  dessen  sämmtliche  Winkel 
gleich  Null  sind,  vorgelegt  ist,  dasselbe  als  die  Abbildung  der  unteren 
^- Halbebene  vermittelst  eines  Integralquotienten  der  Differentialgleichung 
(L)  ansehen.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  zu  erkennen, 
brauchen  wir  nur  nachzuweisen,  dass  jedes  Kreisbogendreieck  mit  ver- 
schwindenden Winkeln  als  die  Abbildung  des  in  der  t- Ebene  gezeich- 
neten Dreiecks  mit  den  Seiten  s^,  s[^,  s^  vermittelst  einer  linear  ge- 
brochenen Function  aufgefasst  werden  kann. 

Es  gilt  aber  der  allgemeine  Satz: 

Zwei  Kreisbogendreiecke,  welche  dieselben  Winkel  in 
derselben  Reihenfolge  haben,  gehen  durch  Abbildung  ver- 
mittelst einer  linear  gebrochenen  Function  aus  einander 
hervor. 

In  der  That,  seien  die  Ecken  des  einen  Dreieckes  in  der  i^- Ebene 

^l>    ^2}    ^3? 

die  des  anderen  in  der  g-Ebene  in  derselben  Reihenfolge 

so  ist  die  abbildende  linear  gebrochene  Function  einfach 

V  —  h   h  —  ^-2  _  ^  — f^i  f^3  — ^2 
n  —  K   h  —  h        ?  —  f*2  f^3  —  f^i 

Denn  die  Abbildung  durch  diese  Function  ist  einerseits  winkeltreu, 
andererseits  verwandelt  sie  Kreisbogen  in  Kreisbogen.  Ein  Kreisbogen- 
dreieck ist  aber  durch  Angabe  seiner  Ecken  und  Winkel  (im  All- 
gemeinen) eindeutig  bestimmt. 

Denken  wir  uns  also  für  einen  beliebigen  Integralquotienten  ri 
von  (L)  das  zugehörige  (schraffirte)  Kreisbogendreieck  mit  den  Ecken 
^l-^^,  fi.2,  ftg  und  verschwindenden  Winkeln.  Legen  wir  dann  durch  die 
drei  Punkte  ^^,  fi^,  ^^  einen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  die  drei 
Seiten  orthogonal.  Für  den  besonderen  Integralquotienten  r  ist 
dieser  Orthogonalkreis  nichts  anderes  wie  die  reale  r-Axe. 

Wenn  man  die  Seiten  eines  Kreisbogendreiecks  mit  lauter  ver- 
schwindenden Winkeln  zu  Yollkreisen  ergänzt,  so  begrenzen  diese 
Kreise  noch  ein  zweites  Dreieck,  dessen  drei  Winkel  ebenfalls  gleich 
Null  sind.  Von  diesen  beiden  Dreiecken  liegt  stets  das  eine  ganz 
innerhalb,  das  andere  ganz  aussei'halb  des  Orthogonalkreises. 
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Wir  wollen  um  die  Vorstellung  zu  fixiren  annehmen,  dass  die 
Seiten  des  Kreisbogendreiecks  {^^,  fi., ,  u^)  innerhalb  des  Orthogonal- 
kreises verlaufen. 

Hat  man  einen  Kreis  K  und  legt  einen  denselben  rechtwinkelig 
schneidenden  Kreis  K',  so  wird  bei  der  Spiegelung  in  Bezug  auf  K 
offenbar  jeder  Punkt  von  K'  wieder  in  einen  Punkt  von  K'  ver- 
wandelt; ebenso  verwandelt  sich  jeder  Punkt,  der  innerhalb  von  K'  liegt, 
wieder  in  einen  Punkt  innerhalb,  und  umgekehrt  jeder  Punkt  ausser- 
halb von  K'  in  einen  Punkt  ausserhalb  (vergl.  Nr.  281,  282). 

Wir  schliessen  hieraus  zuvörderst,  dass  die  aus  dem  Dreiecke 
(a^,  ^., ,  /ttg)  durch  einmalige  Spiegelung  in  Bezug  auf  die  drei  Seiten 
hervorgehenden  Dreiecke  auch  innerhalb  des  Orthogonalkreises  liegen. 
Ferner  folgt  aber  aus  dem  Umstände,  dass  die  Abbildung  durch  reci- 
proke  radii  vectores  eine  winkeltreue  ist,  dass  die  sämmtlichen  Seiten 
der  aus  (jit^ ,  /i^ ,  ^.^)  durch  Spiegelung  entstandenen  Dreiecke  den  Ortho- 
ofonalkreis  ebenfalls  unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Also  haben  wir 
das  Resultat: 

Die  sämmtlichen  aus  dem  Dreiecke  (fi^,  u.^,  ^^)  durch 
wiederholte  Spiegelung  über  eine  ihrer  Seiten  entstehenden 
Dreiecke  befinden  sich  innerhalb  des  Orthogonalkreises  und 
ihre  Seiten  schneiden  den  Orthogonalkreis  unter  rechtem 
Winkel,  während  ihre  Ecken  auf  dem  Orthogonalkreise  liegen. 


Sclilesinger,  Differontialgleichuugen.     II,  2. 


Viertes  Kapitel. 

272.    Discontinuität  der  Gruppe,   die   aus  einem  Kreisbogendreiecke 
mit  verschwindenden  Winkeln  entspringt.    Fundamentaleigenschaften 

der  Modulfunetion. 

Betrachten  wir  nunmelir  das  Ausgangsdreieck  ((i^ ,  fi^ ,  fi^),  so  wird 
das  Innere  des  Orthogonalkreises  durch  die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks 
in  vier  Grebiete  getheilt,  nämlich  das  Dreieck  (fi^ ,  ii^ ,  fi^)  selbst  und 
die  drei  Gebiete,  die  von  dem  Orthogonalkreise  und  je  einer  Dreiecks- 
seite begrenzt  werden.  Construiren  wir  das  Spiegelbild  von  (fi^,  (1.2,^^) 
in  Bezug  auf  die  Seite  (fi^,  ^^  ,  J,  so  theilen  die  Seiten  desselben  das 
zwischen  dem  Orthogonalkreise  und  (jii^,  i^y,  +  i)  gelegene  Gebiet  in  drei 
Theilgebiete,  nämlich  das  gespiegelte  Dreieck  selbst  und  die  zwischen 
dem  Orthogonalkreise  und  den  beiden  freien  Seiten  gelegenen  Gebiete. 

Wenn  wir  allgemein  die  Spiegelung  der  entstehenden  Dreiecke  in 
Bezug  auf  eine  ihrer  Seiten  beliebig  oft  wiederholt  haben,  so  erscheint 
das  Innere  des  Orthogonalkreises  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Gebieten 
zertheilt,  nämlich  in  die  Dreiecke  einerseits,  und  die  Gebiete  6^,  ß^,  •  •  •  ß^, 
die  zwischen  den  freien  Seiten  jener  Dreiecke  und  dem  Orthogonal- 
kreise liegen,  andererseits.  Spiegeln  wir  nun  weiter  eines  der  äussersten 
Dreiecke  um  eine  seiner  freien  Seiten,  so  liegt  das  entstehende  Spiegel- 
bild nothwendig  innerhalb  des  einen  der  Gebiete  C£^ ,  (£.,,•••  ^,. ,  es 
ist  folglich  unmöglich,  dass  von  den  durch  die  successiven  Spiege- 
lungen entstandenen  Dreiecken  zwei  sich  gegenseitig  überdecken. 

Vielmehr  lagern  sich  diese  Dreiecke  schlicht  und  lücken- 
los neben  einander. 

Offenbar  liegen  nur  die  Eckpunkte  der  durch  die  successiven 
Spiegelungen  entstandenen  Dreiecke  und  niemals  andere  Punkte  der- 
selben auf  der  Peripherie  des  Orthogonalkreises;  femer  ist  der  Flächen- 
inhalt eines  jeden  dieser  Dreiecke  eine  endliche  und  von  Null  ver- 
schiedene Grösse.  Daraus  folgt,  dass  die  Dreiecke,  durch  je  öfter 
wiederholte  Spiegelung  sie  entstanden  sind,  sich  um  so  näher  an  die 
Peripherie  des  Orthogonalkreises  heran di*ängen,  und  dass  (wenn  der 
Orthogonalkreis  ein  wirklicher  Kreis,  und  nicht  wie  für  t  eine  gerade 
Linie  ist)  ihre  Flächeninhalte  immer  kleiner  und  kleiner  werden. 
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Ehe  wir  weiter  gehen,  sehen  wir  zu,  was  für  Folgerungen  sich 
aus  den  bisher  erlangten  Ergebnissen  ziehen  lassen. 

Für  die  r-Ebene  sind  die  Seiten  der  aus  dem  Ausgangs dreieeke 
durch  successive  Spiegelung  entstandenen  Dreiecke  stets  entweder 
Parallele  zur  lateralen  Axe,  oder  Halbkreise,  deren  Mittelpunkte  auf 
der  realen  Axe  liegen,  ferner  verbleiben  diese  Dreiecke  sämmtlich  in 
der  oberen  Halbebene,  und  mit  Ausnahme  der  Ecken  nach  einer  end- 
lichen aber  sonst  beliebig  grossen  Anzahl  von  Spiegelungen  stets  in 
endlichem  Abstände  von  der  realen  r-Axe.  Also  ist  nicht  nur  für  alle 
^-Punkte  des  Blattes  T  sondern  auch  in  jedem  Blatte 

in  welches  wir  nach  Ausführung  einer  endlichen  Anzahl  von  Umläufen 
um  die  Punkte  0,  1  gelangen,  der  Coefficient  von  i  in  t  wesentlich 
positiv. 

Damit  ist  der  Beweis  des  in  der  Nr.  267  (S.  31)  angegebenen  Satzes 
geliefert,  d.  h.  es  ist  gezeigt: 

Der  Periodenquotient  r  besitzt  für  jeden  Werth  von  z, 
mit  Ausnahme  von  0,  1,  oo,  d.  h.  also  für  jeden  Werth  des 
Moduls  Ji  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung,  einen 
wesentlich  positiven  Coefficienten  von  i. 

Hieraus  folgt  nun,  wie  in  der  Nr.  267  (S.  31)  erörtert  wurde,  auf 
Grund  der  Darstellung  von  li,  durch  die  Quotienten  der  -9- -Reihen,  dass 

der  Modul  /.:  ebenso  wie  ¥,  K,  K'  eindeutige  Functionen 
von  X  sind,  die  nur  für  Werthe  von  r  mit  positivem  Coeffi- 
cienten von  i  existiren. 

Dass  z  selbst  eine  eindeutige  Function  von  r  ist,  können  wir  aber 
auch,  ohue  von  den  Darstelluugsformeln  der  Nr.  267  Gebrauch  zu  machen, 
sofort  erweisen. 

In  der  That  ist  die  aus  der  Basis 

erzeugte  projective  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (2)  im 
Sinne  der  Definition  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  345)  eine  discontinuirliche, 
denn  nach  den  gefundeneu  Ergebnissen  sind  die  daselbst  aufgestellten 
Bedingungen  1),  2),  3)  für  die  Fläche  F,  die  (vergl.  Nr.  200,  Bd.  II,  1, 
S.  313)  die  Projection  des  Gebildes  {z ,  x)  auf  die  r-Ebene  darstellt, 
erfüllt.  Also  folgt  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  216  ohne  Weiteres, 
dass  z  eine  eindeutige  Function  von  t  sein  muss,  die 
innerhalb   des  Fundamentalbereiches  F^^,    d.  h.  innerhalb    des 

Kreisbogenvierecks 

(00,-1,0,1), 
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jeden  Werth  mit  Ausnahme  von  0,  l,  oo  einmal  und  nur  ein- 
mal annimmt. 

Die  Discontinuität  der  aus  der  Basis  (1)  erzeugten  Gnippe  &■  lässt 
sich  auch  noch  direct  erweisen,  indem  man  die  Punktmenge  der  Doppel- 
punkte aller  Substitutionen  dieser  Gruppe  in's  Auge  fasst. 

Da  die  Coefficienten  der  Substitutionen  Ä^^ ,  A„ ,  A.^  ganze  Zahlen 
sind,  so  gilt  das  Gleiche  auch  für  die  sämmtlichen  Substitutionen 
von  %•,  d.  h. : 

Die  Substitutionen  von  %^  sind  ganzzahlig  und  unimodular. 

Hat  man  irgend  eine  ganzzahhge  unimodulare  Substitution,  so 
kann  man  die  Coefficienten  derselben  in  Bezug  auf  ihren  Restcharakter 
nach  einem  ganzzahligen  Divisor  n  untersuchen.  Man  bemerkt  dann 
sofort,  dass,  wenn  zwei  solche  Substitutionen 


a     ß\  (a 


so  beschaffen  sind,  dass  in  beiden  der  erste  und  vierte  Coefficient  den 
Rest  +  1;  der  zweite  und  dritte  den  Rest  0  modulo  n  lässt,  dieselbe 
Eigenschaft  auch  den  inversen  Substitutionen  und  ebenso  der  compo- 
nirten  Substitution 

\ya'-f-  by      yß'-\-  dö'J 
zukömmt.    Wir  deuten  diese  Beschaffenheit  einer  Substitution  dadurch 
an,  dass  wir  schreiben 

C  Ö-(~o  +i)  (^«d»*)- 

Dann  sehen  wir  aus  der  Form  (1)  (S.  46)  der  Substitutionen  Ä^ ,  Ä.^ 
sofort,  dass 

A^A={o    ?)(niod2) 

ist;  folglich  genügt  auch  jede  Substitution  Ä  unserer  Gruppe  -9- 
dieser  selben  Congruenz: 

(3)  4  =  (J    0^  (mod  2). 

-  Sei  nun 

80  sind  die  Doppelpunkte  dieser  Substitution  durch  die  Gleichung 

yrj   -{-  {d  —  a)rj  —  ß  =  0 
bestimmt,  d.  h.  sie  stellen  sich  in  der  Form  dar 


W  n-~'±V^ 
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Nun  kann  niemals 

a-\-  8  =  0 
sein,  denn  aus 

aÖ  —  /3y  =  1 
ergäbe  sich  sonst 

(5)  ^7  +  2  =  (1 -(.)(!  +  «)•, 

nun  ist  aber  nach  (3) 

(1  —  a)  (1  +  a)  :EE  0  (mod  4) ,      ßy-^2  =  2  (mod  4) , 

also    die   Gleichung   (5)    unmöglich.     Es    ist    folglich,    da    a,  ö    beide 
ungerade  Zahlen  sind, 

(a  +  d/^4, 

d.  h.  die  Doppelpunkte  der  Substitution  A  sind  stets  real. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  alle  Substitutionen  der  Gruppe  -9- 
entweder  parabolisch  oder  hyperbolisch  sein  müssen.  In  der  That 
sind  die  Coefficienten  aller  Substitutionen  von  %■  reale  Zahlen;  für  uni- 
modulare  Substitutionen  mit  realen  Coefficienten  oder,  wie  wir  kurz 
sagen,  für  reale  unimodulare  Substitutionen  gilt  aber  der 
folgende  Satz: 

Eine  reale  unimodulare  Substitution  kann  niemals  loxo- 
dromisch  sein;  sie  ist  elliptisch,  hyperbolisch  oder  para- 
bolisch, jenachdem  ihre  Doppelpunkte  conjugirt  complex, 
real  und  von  einander  verschieden  oder  zusammenfallend  sind. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  erhellt  unmittelbar  aus  den  Formeln 
der  Nr.  199  (Bd.  II,  1,  S.  267  ff.),  wenn  man  daselbst  die  a,  ß,  y,  d  als 
reale  Grössen  voraussetzt. 

In  der  That  sind  für  die  beliebige  reale  unimodulare  Substitution 
,.  an  -\-  ß 

die  Doppelpunkte  A,  [i  durch  die  Formel 


\2 


a-d         -|/(a4-gf-4 
2y      ^    ^  iy^ 

gegeben.     Wenn  nun 

(a  +  ^f  +  4, 
d.  h.  die  Substitution  keine  parabolische  ist,  so  ist  der  Multiplicator 

real  und  demnach  die  Substitution  eine  hyperbolische,  wenn  A,  [i  real, 
d.  h.  wenn 

(«  +  d)'  >  4 
ist;  dagegen  haben  wir  für 
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da  in  diesem  Falle  A,  ^  conjugirte  complexe  Grössen  sind, 

KK=m   fö)   =1, 

und  die  Substitution  ist  demnacli  eine  elliptische.     Wenn  endlich 

(a  -i-df  =  4 
ist,  so  ist  die  Substitution  parabolisch  und  ihr  Doppelpunkt  ein  Punkt 
der  realen  Axe. 

Die  von  den  Doppelpunkten  der  Substitutionen  der  Gruppe  #  ge- 
bildete Pttnktmenge  Ijegt  also  ganz  auf  der  realen  r-Axe.  Da  nun  eine 
Substitution  mit  ganzzahligen  Coefficienten  niemals  eine  infinitesimale 
im  Sinne  der  Nr.  202  (Bd.  II,  1,  S.  280)  sein  kann,  so  folgt  hieraus 
nach  den  Ergebnissen  jener  Nummer,  dass  die  Gruppe  d-  in  jedem 
Punkte  der  T-Ebene,  der  nicht  der  realen  Axe  angehört,  jedenfalls 
eigentlich  discontinuirlich  ist. 

Irgend  ein  Zweig  der  Function  r  von  2  erfährt,  wenn  z  einen 
einfachen  Umlauf  um  einen  der  Punkte  0,  1,  oo  vollzieht,  nothwendig 
eine  parabolische  Substitution  der  Gruppe  O-.  Also  können  die 
Punkte  0,  1,  oo  der  ^;-Ebene  nur  Doppelpunkten  parabolischer  Sub- 
stitutionen von  'O',  und  somit  niemals  Punkten  der  r-Ebene  mit  von 
Null  verschiedenem  Coefficienten  von  i  entsprechen.  Daraus  folgt,  dass 
der  Existenzbereich  der  Function  2  von  r  nothwendig  die  ganze  obere 
T- Halbebene  umfassen  muss,  denn  wir  können  von  einem  Punkte  dieser 
Halbebene  aus,  für  den  die  Existenz  der  Function  z  feststeht,  zu  jedem 
anderen  Punkte  derselben  Halbebene  durch  eine  Folge  von  in  einander 
greifenden  Kreisen  übergehen,  die  weder  in  ihrem  Innern  noch  auf 
ihrer  Peripherie  mit  der  realen  r-Axe  Punkte  gemein  haben,  so  dass 
wir  also  immer  zu  Stellen  t  kommen,  die  Stellen  0  entsprechen,  in 
deren  Umgebung  sich  t  als  Function  von  z  und  folglich  auch  z  als 
Function  von  t  regulär  verhält.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  Function  z  von  r  existirt  in  der  ganzen  oberen 
T-Halbebene  und  verhält  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  r, 
deren  Coefficient  von  i  wesentlich  positiv  ist,  regulär. 


273.    Discussion  der  Punkte  der  realen  Axe.     Die  ganzzahligen  un.i- 
modularen  Gruppen  J/und  J/^.     Satz  von  Riemann  und  Dedekind. 

Da  die  Werthe  von  t,  die  zu  einem  von  0,  1,  c»  verschiedenen  z 
gehören,  wie  wir  bewiesen  haben,  stets  in  der  oberen  Halbebene  liegen, 
da    sich    ferner    die    Doppelpunkte    parabolischer    Substitutionen    der 
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Gruppe  d-,  die  allein  den  singulären  Stellen  z  =  0,  1^  oc  entsprechen 
können,  auf  der  realen  r-Axe  befinden,  so  schliessen  wir,  dass  eine 
analytische  Fortsetzung  der  Function  2  von  r  nach  der  unteren 
T-Halbebene  hin  nicht  möglich  ist. 

Es  wird  demnach  im  Sinne  |der  Erörterungen  der  Nummern  203, 
204  die  reale  Axe  mit  der  daselbst  definirten  abgeschlossenen  Punkt- 
menge P  identisch  sein,  und  in  der  That  trennt  dieselbe  zwei  Continua, 
nämlich  die  beiden  t- Halbebenen,  innerhalb  deren  die  Gruppe  -0-  eigent- 
lich discontinuirlich  ist,  von  einander;  eines  (jlieser  Continua  ist  der 
Existenzbereich  der  eindeutigen  Function  2  von  t  (vergl.  den  Satz  der 
Nr.  204,  Bd.  II,  1,  S.  287). 

Wir  wollen  nun  noch  einen  directen  Nachweis  dafür  liefern,  dass 
die  Punktmenge  Q  der  Doppelpunkte  aller  parabolischen  Substitutionen 
der  Gruppe  0"  auf  der  realen  r-Axe  überall  dicht  ist,  und  gehen  zu 
dem  Ende  etwas  genauer  auf  den  arithmetischen  Charakter  der 
Gruppe  &■  ein.  , 

Die  Gesammtheit  aller  ganzzahligen  projectiven  unimodularen 
Substitutionen  bildet  offenbar  eine  Gruppe,  die  wir  im  Folgenden  stets 
durch  M  bezeichnen  wollen.  Diejenigen  unter  den  Substitutionen 
von  M,  die  der  Congruenzbedingung 


(;^)-(±J±  ?)(--•") 


Genüge  leisten,  bilden  zufolge  der  in  der  vorigen  Nummer  (S.  52) 
nachgewiesenen  Eigenschaften  derselben  ebenfalls  eine  Gruppe  M  ,  die 
also  in  M  als  Untergruppe  enthalten  ist  und  die  wir  mit  Herrn  Klein 
als  die  Hauptcongruenzgruppe  n^^^  Stufe  bezeichnen.  Die  Haupt- 
congruenzgruppe  zweiter  Stufe  Jf,,  deren  Substitutionen  durch  die 
Congruenz 

(«)  (;^)-(ä  D^"""'^ 

charakterisirt  werden,  enthält,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Gruppe  d- 
jedenfalls  als  Untergruppe  in  sich. 

Wir  wollen  nachweisen,  dass  sie  mit  dieser  Gruppe 
geradezu  zusammenfällt. 

Zu  dem  Ende  brauchen  wir  nur  zu  beweisen,  dass  sich  jede  Sub- 
stitution von  Mj  die  der  Congruenz  (6)  Genüge  leistet,  durch  Compo- 
sition  aus  den  beiden  Substitutionen  J.^,  Ä,^  zusammensetzen  lässt. 

Es  ist  offenbar  für  aUe  ganzzahligen  (positiven  und  negativen) 
Werthe  von  m  und  n 


1     2  m 


A"i        /i     '^m\  A"  —  l       1        0\ 

^^  =  (,0     1    j'       ^^  -\-2n    1) 
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Sei  nun 

so  haben  wir 

1         \y    2m  y  -\-  bJ 

^        \y  —  2wö     0/ 
Man  kann  nun  offenbar  die  Zahlen  m,  n  so  wählen,  tlass 

\2my  +  d,<\y\, 

\y  —  2n8\<\8\ 
ist.     Bilden  wir  also  die  Folge  von  Substitutionen 

aa7a7ä':^q^  g,  aä:'a:ä:'a:=  q  J), 

u.   s.   f. 
so  kann  man  über  die  Zahlen 

so  verfügen,  dass 

\8A<\r\,    InKlöJ,    \^\<\yA,    \n\<W,--- 

so  lange  nicht  eine  der  Zahlen  y^,  Ö^  verschwindet.  Wir  erhalten  auf 
diese  Weise  eine  Folge  von  ganzen  Zahlen 

V,  ^i,  7i,  ^^y  y^2^  ■•■ 

die  dem  absoluten  Betrage  nach  abnehmen,  bis  eine  derselben  gleich 
Null  wird.  Je  nachdem  diese  verschwindende  Zahl  ein  y  oder  ein  8 
ist,  erhalten  wir  also 

oder 

AA":'A':---A":'  =  i''>-^  ^/ 


C"4'---<'  =  Q:;^^) 


Der  letztere  Fall  ist  aber  ausgeschlossen,  da 

ß,  =  y^_^  =  0{mod2) 
sein  muss  und  folglich  nicht 

sein  kann.     Im  ersteren  Falle  muss 


273.    Die  Gruppen  31  und  31.^.  57 

also    entweder  a^,  Ö^   beide    gleich    -f~  1    oder   beide  gleich  —  1  sein. 
Da  ferner 

/3^  =  0  (mod  2) 
ist,  so  haben  wir 

«;.  fx 

'""X       ßx\  A  "2- 


(^x     Px\ 
\0      dj 


also  ist  in  der  That  A  als  Product  von  Potenzen  der  A^ ,  A.,  darstell- 
bar.    Wir  erhalten  also  den  wichtigen  Satz: 

Die  projective  Monodromiegruppe  der  Differentialglei- 
chung (L)   ist   die   Hauptcongruenzgruppe   zweiter   Stufe  M  . 

Wir  betrachten  nun  irgend  eine  parabolische  Substitution 

C  ^) 

der  Gruppe  d-  oder  (wie  wir  sie  nunmehr  nennen  können)  M^.  Dann 
ist  also 

(«  +  df  =  4, 
und  der  Doppelpunkt  dieser  Substitution  hat  den  Werth 

a  —  d 

~     2y 

Wir  können  z.  B. 

voraussetzen,  da  die  andere  mögliche  Annahme  durch  Multiplication 
aller  vier  Coefficienten  mit  —  1   auf  diese  zurückgeführt  wird;  dann  ist, 

wegen  ud  —  ßy  ^  1 , 

OJ—  1 ß^ 

y  a  —  1 

und  folglich 


m  A  =  ^  = 


y  a  —  1 

Bedeutet  nun  m,  n  irgend  ein  Paar  zu  einander  theilerfremder  Zahlen, 
und  setzen  wir 

n  ' 
SO  erhalten  wir  nach  (7) 

ci  =  1  -{-  g  •  m  n , 

ß  =  —g.m, 

y  =  7j-n, 

6=  1  —  7j  ■  mn, 

wo  g  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Da   aber  die  Substitution  der 
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Gruppe  angehören  soll,  muss  ^  als  gerade  Zahl  2g  gewählt  werden,  dann 
ist  also 

(^8)  ß  +  ^^'/w??        —  ^gni"  \ 

\      2(jn  1  —  2  g  mn/ 

für  willkürliches  ganzzahliges  g  eine  parabolische  Substitution,  die  der 
Gruppe  iüfg  angehört  und  den  Doppelpunkt  1 

n 

besitzt,  und  zwar  ist  (8)  die  allgemeinste  in  Jf^  enthaltene  Sub- 
stitution von  dieser  Beschaffenheit. 

Hieraus  folgt  zunächst  die  Richtigkeit  der  Behauptung,  dass  die 
Punktmenge  Q  auf  der  realen  r-Axe  überall  dicht  ist,  und  wir  haben 
sogar  die  Einsicht  gewonnen,  dass  jeder  rationale  Punkt  der  realen 
T-Axe  als  Doppelpunkt  von  unendlich  vielen  parabolischen  Substitutionen 
von  üi^  erscheint. 

Die  Substitution  (8)  lässt  sich  offenbar  in  der  Form  schreiben 

-  2g mn        —  2gm   \  ^^  /l  —  2mn  2nr      \ 

2gn'  1  —  2g mn/        \    —  2n         1  -\-  2mn) 

wir  sehen  also,  dass  alle  parabolischen  Substitutionen  von  J/^,  die 
denselben  Doppelpunkt  —  besitzen,  als  Potenzen  einer  einfachsten 
unter  ihnen  darstellbar  sind.  Die  Gesammtheit  dieser  einfachsten 
parabolischen  Substitutionen  von  Jf^  ist  folglich  der  Gesammtheit  der 
realen  rationalen  Zahlen  eindeutig  zugeordnet,  wenn  wir  eine  solche 
Substitution  derjenigen  rationalen  Zahl  zuordnen,  die  ihren  Doppel- 
punkt liefert. 

Von  diesen  einfachsten  parabolischen  Substitutionen  der  Gmppe  M,^ 
können  wir  nun  zeigen,  dass  sie  sich  in  Tripel  anordnen  lassen  von 
der  Beschaffenheit,  dass  ein  solches  Tripel  genau  die  Substitutionen 
darstellt,  die  ein  Zweig  des  Integralquotienten  t  erfähi-t,  wenn  z  ein- 
fache positive  Umläufe  um  die  drei  singulären  Punkte  0,  1,  oo  voll- 
zieht. Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  jede  Substitution 
von  der  Form 

(8)  {^~i'T  ,ii  ) 

\   —  2n         1  -j-  2mnJ 

aus  einer   der    drei   Substitutionen  J.^,  A^,  A^   durch  Transformation 
mit  einer  Substitution  der  Gruppe  üi,  gewonnen  werden  kann. 
In  der  That  ist,  wenn 

.c     d) 


(12)  0 
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irgend  eine  Substitution  von  M^  bedeutet 
/^r^^/«&^    Ä    /cih\~^    /l— 2ac         2a 

/a&\        /a6\~^    /l—2bd        2h^ 
eil)  \^^  ^jj  A^  y^  ^jj  -\  -2d'       1  +  2hdJ 

a&\        /a6\-^/l— 2(— a+6)(— c+f?)  2(—a-\-hf 

c  d)  ^3  i^c  d)  —  \     ^2{—c^df  l+2(— ct+&)(— c+fZ> 

also  ist  eine  Substitution  (9),  für  ^' 

m  ^  1 ,  n^O  (mod  2) ,  in  der  Form  (10) , 
m  ^E  0,  w  ^E^  1  (mod  2) ,  in  der  Form  (11), 
m  '^  1 ,     ?^  ^  1  (mod  2),     in  der  Form  (12) 

darstellbar,    und    die    drei  Substitutionen   (10),  (H),  (12)    stellen    das 

Tripel  von  Substitutionen  dar,  welches  der  Zweig 

(13)  ^-, 

^      ^  ex  -\-cl 

des  Integi-alquotienten  x  bei  einfachen  positiven  Umläufen  von  z  um 
die  Punkte  0,  1,  oo  erfährt.  Die  Doppelpunkte  dieser  drei  Substitu- 
tionen sind  folglich  nichts  anderes  wie  die  Eckpunkte  des  schraffirten 
Dreiecks,  welches  aus  dem  Ausgangsdreiecke  durch  Abbildung  mittelst 
der  linearen  Function  (13)  hervorgeht.  Wir  haben  also  den  von  Rie- 
mann  und  Herrn  Dedekind  herrührenden  Satz: 

Alle  rationalen  Punkte  der  realen  r-Axe  sind  Eckpunkte 
der  Dreieckstheilung  der  die  obere  r-Halbebene  schlicht  und 
lückenlos   bedeckenden  Fläche  F.     Und   zwar    entspricht   ein 

rationaler  Werth 

m 

n 

den  Eckpunkten  r  =  oo ,  0,  — 1  des  Ausgangsdreiecks,  d.  h. 
den  singulären  Punkten  2=^0,  1,  oo  der  Differentialgleichung 
(L),  jenachdem 


m  ^  1 ,     n  ^  0 
m ^  0 ,     n^l 


(mod  2) 


ist. 


274.    Entwickelungen  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen. 
Verhalten  bei  der  Annäherung  an  diese  Stellen. 

Wir  stellen   der  Vollständigkeit  wegen   noch   die  Entwickelungen 
von  z  als  Function  von  x  in  der  Nähe  der  Stellen 
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T  =  oo,  0,   —  1 

zusammen,  wie  sie  sich  im  Sinne  der  Nummern  196  und  203  (Bd.  II,  1, 
S.  254,  283)  aus  den  Formeln  der  Nummern  248,  249  (Bd.  II,  1,  S.  479  ff.J 
ergeben. 

Für  z  =  0  ist,  wenn  wir  in  Uebereinstimmung  mit  den  Bezeich- 
nungen der  Nr.  1U6 

setzen,  die  durch  die  Gleichungen  (2)  bez.  (3)  jener  Nummer  definirte 
Substitution  nach  den  Gleichungen  (9),  (16)  der  Nummern  248,  249 
(Bd.  II,  1,  S.  480,  482) 

^         \   I  =    I  -     I  .  ad—ßY  =  - 


(y    a)  =,,,!„,    _«    .        «'-^--T 


also  ist  nach  Gleichung  (5  a)  der  Nr.  196  (Bd.  II,  1,  S.  255) 

dies  ist  aber  nichts  anderes  wie  die  Entwickelung  (40)  der  Nr.  265 
(S.  22),   die  wir  darum  gleich  in  der  Form 

CO  X 

(14)  ^=^«x'/=^«.ß''''' 

schreiben  können.  Für  hinreichend  kleine  Werthe  von  3  ist  nach 
Nr.  203  (Bd.  II,  1,  S.  284)  der  reale  Theil  von 

4  log  2  •  tTci 

sehr  gross  negativ,  also  der  absolute  Betrag  von  q  sehr  klein.  Die 
Reihe  (14),  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  q  =  0  convergirt, 
kann  nach  einem  bekannten  Principe  der  Functionentheorie  nur  an  einer 
Stelle,  in  deren  Umgebung  die  Function  z  von  q  nicht  regulär  ist,  zu 
convergiren  aufhören.  Wie  wir  gezeigt  haben,  ist  aber  2  in  der  Um- 
gebung jeder  Stelle  t,  deren  Coefficient  von  i  wesentlich  positiv  ist, 
und  folglich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  q,  deren  absoluter  Betrag 
wesentlich  kleiner  ist  wie  Eins,  regulär,  die  Reihe  (14)  convergirt 
folglich  innerhalb  des  Einheitskreises 

der  g-Ebene. 

Andererseits  wissen  wir,  dass  die  Function  z  von  t  nur  in  der 
oberen  r-Halbebene  existirt,  während  die  reale  r-Axe  überall  dicht 
besetzt  ist  mit  Doppelpunkten  nicht  elliptischer  Substitutionen  der 
Gruppe  31,,    d.  h.  (vergl.  Nr.  204,  Bd.  II,  1,  S.  286)  mit   Unbestimmt- 


274.   Entwickelungen  der  Modulfunction.  61 

heitsstellen  dieser  Function.  Also  existirt  die  Function  z  von  g  nur 
innerhalb  des  Einheitskreises  der  g-Ebene,  und  die  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises ist  mit  Unbestimmtheitsstellen  überall  dicht  besetzt. 

Die  Reihe  (14)  stellt  also  die  Function  s  von  g  in  ihrem 
ganzen  Existenzbereiche  dar. 

Wenn  g  in  beliebiger  Richtung  in  den  Nullpunkt  einrückt,  so 
rückt  z  in  den  singulären  Punkt  z  =  0  ein.  Wenn  also  %  eine  be- 
liebige Folge  von  Zahlen 

W,,  W^,  Wg,  •         •         • 

durchläuft,  deren  Coefficienten  von  i  positiv  sind,  und  für  welche 

lim  IV   =  oo 

n 
n 

ist,  so  ist  auch  der  Grenzwerth,  dem  sich  die  Werthe  von  z  für  diese 
Werthenfolge  von  t  nähern,  streng  gleich  Null  (vergl.  Nr.  203,  Bd.  II,  1, 
S.  284). 

In  analoger  Weise  können  wir  die  Entwickelungen  von  z  —  1 
und  von  —  in  der  Nähe  der  beiden  anderen  Eckpunkte  r  =  0  und 
T  =  —  1  des  Ausgangsdreiecks  herstellen.  Die  Entwickelung  von 
z  —  1  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  (14),  wenn  wir  die  in  der  Nr.  248 
(Bd.  II,  1,  S.  481)  abgeleiteten  Gleichungen 

K{z)  =  K\l-z), 
K\z)  =  E(l  —  z) 
beachten,  aus  denen  für  den  Integralquotienten 

(15)  <^  =  ,1^) 

folgt.     Setzen  wir  also  in  (14)  an  SteUe  von  z,  1  —  z,  so  kommt 

00  X  7ti 

(16)  l-^=2^^.ß~". 

z=l 

Für  —  haben  wir  in  der  Bezeichnung  der  Nr.  196  (Bd.  II,  1) 

9x  =  ^,     %  =  K'i,      z^  =  u^^,    z.^  =  u^,, 

also  ist  nach  den  Gleichungen  (19)  der  Nr.  249  (Bd.  II,  1,  S.  484) 


i;i) 


2  2 

2*  log  2 2ilog2 


2 

und  somit  nach  Gleichung  (5)  der  Nr.  196  (Bd.  II,  1,  S.  255) 

(17)  l=^(r"^). 


62 


Xni.    Theorie  der  elliptischen  Modulfunction.    Kapitel  4. 


Die  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (16),  (17) 
convergiren  für  alle  Punkte  der  oberen  t- Halbebene  und  stellen  folglich 
ebenso  wie  (14)  die  Function  z  in  ihrem  ganzen  Existenzbereiche  dar. 
Wenn  t  in  einer  Folge  von  Zahlen  mit  positivem  Coefficienten  von  i 
in  den  Punkt  0  beziehungsweise  —  1  einrückt,  so  nähert  sich  z  streng 
den  Werthen  1  beziehungsweise  oo. 

Da  wir  in  Bezug  auf  jedes  Dreieck  der  Theilung  der  oberen 
TT -Halbebene  die  analogen  Schlüsse  machen  können,  so  haben  wir  als 
Ergänzung  zu  dem  oben  aufgestellten  Satze  das  Ergebniss: 

Die  Function  z  von  t  nähert  sich  streng  einem  der  Werthe 
^  =  0,  1,  oo, 

wenn  r  eine  beliebige  Folge  von  Zahlen  mit  positivem  Coeffi- 
cienten von  i  durchläuft,  deren  Grenzwerth  eine  reale  ratio- 
nale Zahl  ist.  Und  zwar  kommt  der  Werth  0,  1,  oo  zum  Vor- 
schein, jenachdem  für  diese  rationale  Zahl  der  Zähler  un- 
gerade uiul  der  Nenner  gerade,  der  Zähler  gerade  und  der 
Neuner  ungerade,  Zähler  und  Nenner  beide  ungerade  sind. 


ii 


Fünftes  Kapitel. 

275.  Ableitung  weiterer  Eigenschaften  der  Modulfunction  aus  der 
Darstellung    durch    die   Thetafunctionen.     Beziehung    zwischen    den 

Gruppen  M  und  M^. 

Die  Entwickelungen  (14),  (IG),  (17)  der  vorhergehenden  Nummer 
sind  den  Entwickelungen  einer  periodischen  Function  nach  Fouri  er 'sehen 
Reihen  analog.  Dieselben  sind  aber  nicht  als  die  wirklich  naturgemässen 
Darstelluno-en  der  Function  s  anzusehen,  vielmehr  ist  die  ans  den  Glei- 
chungen  (VI)  der  Nr.  267  (S.  30)  sich  ergebende  Darstellung 

(18)  ^  =  -1 — ,     1  —  z  =       ' 

diejenige,  die  für  die  numerische  Berechnung  und  die  Auffindung 
weiterer  Eigenschaften  der  Function  s  am  geeignetesten  ist. 

In  der  That  lassen  sich,  wenn  man  von  der  expliciten  Darstellung 
der  Functionen -»-(t),  ^.,{r),  ^._M,  wie  sie  in  der  Nr.  267  (S.  29)  gegeben 
worden  sind,  ausgeht,  zunächst  die  bisher  gefundenen  Eigenschaften  der 
Function  z  von  t  herleiten,  sofern  man  den  Satz  als  bewiesen 
ansieht,  dass  der  Coefficient  von  i  in  r  für  jeden  Werth  von  2 
(ausgenommen  0,  1,  oo)  einen  wesentlich  positiven  Werth  hat. 
Man  hat  zu  dem  Ende  nur  zwei  Gleichungssysteme  aufzustellen,  die 
sich  aus  den  Formeln  der  Nr.  207  (S.  29)  unmittelbar  ergeben  und 
die  uns  auch  noch  zu  weiteren  Erörterangen  führen  werden. 

Zunächst  folgt  aus  den  Gleichungen  (I),  (II)  der  erwähnten  Nummer 


(19) 


ferner  liefern  die  Entwickelungen  der  drei  '9' -Functionen  ohne  weiteres 
die  Gleichungen 
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(20)  ,      K^+1)  =  *3W, 

ni 

Setzen  wir  endlicli 

und  verwandeln  -\-  i  in  —  i ,  so  folgt 


2   ^"^  ^/    \ 


^ 


d.  h.  wir  haben 

(21)  z=0{—t). 

Aus  (19),  (20)  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (18) 

(22)  0(1-^)^1-,^      ^(,  +  1)=^^. 
Setzen  wir 

S^t  =  T  -{-  1 ,       S^r  = =  S^  r , 

so  sind  dies  zwei  Substitutionen  der  Ginippe  31,  und  wir  haben  offenbar 

Ä^  =  Sj' ,      Ä.^  =  S^  S^'  ^2 ; 

hieraus  lassen  sich  nun  mit  Hülfe  der  Grieichungen  (21),  (22)  die  sämmt- 
lichen  uns  bereits  bekannten  Eigenschaften  der  Function  0(t)  mit 
Leichtigkeit  herleiten.  Die  Gleichungen  (21),  (22)  gestatten  uns  aber 
auch  noch  Eigenschaften  dieser  Function  aufzufinden,  die  wir  bisher 
nicht  kennen  gelei-nt  haben.  Wir  schicken  folgende  Bemerkungen  voraus. 
Betrachten  wir  zwei  Substitutionen 

der  Gruppe  31,  die  so  beschafi'en  sind,  dass 
oder  wie  wir  kurz  schreiben 

dann  ist  offenbar 

also  eine  Substitution  der  Gruppe  M^.     Bezeichnen  wir  mit 
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«0^      ßo^      Vor      ^0 
vier  Zahlen^   deren  Determinante   gleich  Eins  ist,    und  die  beziehungs- 
weise kleinste  Reste  der  Zahlen 

a,     ß,     y,     8 
nach  dem  Modul  2  darstellen,  dann  ist  also 

eine  Substitution  von  JC,.    Jede  Substitution  S  \o}\  M  lässt  sich  dem- 
nach in  die  Form  setzen 

wo  A  eine  Substitution  von  M^  bedeutet. 


Die  Substitution 


(med  2) ; 


kann  nur  eine  ganz  beschränkte  Anzahl  von   verschiedenen   Gestalten 
besitzen. 

Für  S  ergeben  sich  nämlich,  modulo  2  betrachtet,  nur  die  folgen- 
den Möglichkeiten 

1)  a  =  l,  ß  =  0,  y  =  0,  d  =  l, 

2)  a=l,  ß  =  0,  y  =  l,  d  =  l, 

3)  a  =  l,  ß=l,  y  =  0,  d  =  l, 

4)  a=l,  ß=l,  y=l,  d^O, 

5)  «  =  0,  ß=l,  y=l,  d  =  l, 

6)  a  =  0,  ß  =  l,  y  =  l,  d  =  0, 

die  Substitutionen  von  31  zerfallen  also  in  sechs  Typen  modulo  2,  je- 
nachdem  sie  nämlich  mit  einer  der  sechs  Substitutionen 


congruenten  Substitutionen  von  M  sind   nichts  anderes,  wie  die  Sub- 
stitutionen von  JC>;  wir  können  also  sagen: 

M.,,     M^t.^,     M^J^,     MJ^,     MJ..,     MJ^ 

sind  jene  6  Typen  von  Substitutionen  der  Gruppe  M,  und  die  Gnippe  M 
lässt  sich  in  der  Form 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  5 


1     0\ 

0    V' 

'^  =  (^J  ?)' 

h 

(i 

1    -i\ 
1       o;' 

'-(?  -})' 

h 

=(? 

ruent  sind. 

Die  mit 
^1  =  1 
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(23)  iif=3f,(i,  i^,t.^,  t^,  t,  g 

schreiben,  wo  die  rechte  Seite  als  ein  symbolisches  Product  an- 
zusehen ist.  Durch  Ausführung  dieser  symbolischen  Multiplication, 
d.  h.  indem  man  jede  Substitution  von  M,^  mit  jeder  der  in  den  Paren- 
thesen stehenden  Substitutionen  componirt,  erhält  man  alle  Substitutionen 
von  M  und  jede  nur  ein  einziges  Mal.  Wir  nennen  darum  die  Ge- 
sammtheit  der  Substitutionen 

(1?    ^2?    ^3'     4'      5  7    ';) 

den  Quotienten  der  Gruppe  JC,  in  Bezug  auf  die  Gruppe  M. 

Die  Substitutionen  1  und  t.  sind  nichts  anderes  wie  unsere  Sub- 
stitutionen  8^,  8^-^  aus  diesen  setzen  sich  die  übrigen  t^  in  folgender 
Weise  zusammen 

(24)  ^5  =  ^.^3:      h  =  hh,      h==KW^ 

hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  sämmtlichen  Substitutionen  von 
M  sich  aus  Potenzen  der  beiden  Substitutionen  8^,  8^  durch 
Composition  zusammensetzen  lassen,  d.  h.  es  bilden  z.  B.  die 
drei  Substitutionen 

eine  Basis  der  Gruppe  M. 

Bedeutet  8  irgend  eine  Substitution  von  Jf,  so  ist  (Nr.  140, 
Bd.  II,  1,  S.  36)  die  Untergruppe 

S~'^M^8 
mit  iüfg  innerhalb  M  gleichberechtigt.    Da  aber  für  eine  Substitution  A 
von  M^  offenbar 

also  8~  A8  selbst  eine  Substitution  von  J/^  is^>  ^^  i^^ 

d.  h.  Jfg  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  M. 

276.    Moduln,  die  durch  lineare  Transformation  des  elliptischen  Inte- 
grales entstehen.    Biquadratische  Form;  ihre  ganzen  Invarianten  und 
die  absolute  Invariante  J. 

Wenn  auf  t  die  beliebige  Substitution  mit  realen  Coefficienten 
und  positiver  Determinante 

(;  f)-    --.*-»■ 

angewandt  wird,  so  besitzt  der  Coefficient  von  i  in 
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ar  -{-  ß 
yv  -{-  d 

dasselbe  Vorzeichen,  wie  der  Coefficient  von  i  in  r,  und  zwar  ist,  wenn 
wir  den  Coefficienten  von  i  einer  complexen  Grösse  durch  ein  vor- 
gesetzes  J  bezeichnen, 

Hieraus  folgt,  dass  die  P'unction 

(26)  H^r), 

wo  S  eine  beliebige   Substitution   mit   ganzzahligen   Coefficienten  und 

positiver  Determinante  bedeutet,  für  alle  Werthe  von  t,  deren  Coefficient 

von  i  positiv  ist,  existirt.     Wenn  die  Determinante  von  S  gleich  n  ist, 

so  stellt   die  Function  (26)  das  Quadrat   des  Moduls  eines   elliptischen 

Integrals  erster  Gattung  dar,  welches  aus  dem  Integrale  mit  dem  Modul 

durch  eine  Transformation  w*'"'  Ordnung  hervorgeht.  Für  w  =  1, 
d.  h.  wenn  >S  eine  Substitution  von  M  ist,  liefert  also  die  Function  (26) 
das  Quadrat  des  Moduls  eines  elliptischen  Integrals,  welches  aus  dem 
zum  Modul  X  gehörigen  durch  eine  Transformation  ersten  Grades  oder 
eine  lineare  Transformation  entsteht.  Mit  diesen  linearen  Trans- 
formationen entsprechenden  Moduln  haben  wir  uns  einen  Augenblick 
zu  beschäftigen. 

Da  sich  jede  Substitution  S  von  M  in  der  Form 

S  =  Ät 

y. 

schreiben  lässt,  wo  A  eine  Substitution  von  Jf^  und  x  eine  der  Zahlen 
1,  2,  3,  4,  5,  6  ist,  so  haben  wir 

so  dass  also  nur  die  sechs  Functionen 

0(t   r)  (x  =  l,  2,3,4,5,  6) 

ZU  betrachten  sind.  Diese  lassen  sich  aber  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (22)  und  (24)  sofort  angeben.     Es  ist  nämlich  nach  (22) 

ferner  nach  (24) 

0{t^r)  =  0{tj^rj  =  1  -  0(^3 r)  =  ^^, 

wir  können  also  den  folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

5* 
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Durch  Anwendung  einer  Substitution  S  der  Gruppe  M 
auf  die  unabhängige  Variable  der  Function 

verwandelt  sich  diese  Function  beziehungsweise  in 

[         z  i     '        1  —  0  5     '  ^     ' 

je  nachdem  die  Coefficienten  von  >S'  modulo  2  das  durch  die 
Congruenzen  1) — 6)  (S.  65)  fixirte  Verhalten  zeigen. 

Die  sechs  linearen  Substitutionen  (27)  sind  genau  diejenigen,  welche, 
wde  in  der  Nr.  73  (Bd.  I,  S.  261  ff.)  gezeigt  wurde,  auf  die  unabhängige 
Variable  einer  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  Reihe  angewandt, 
diese  Differentialgleichung  in  eine  ebensolche  überführen,  in  welcher  die 
a,  ß,  y  mit  den  entsprechenden  Grössen  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung durch  lineare  Gleichungen  (a.  a.  0.  S.  262  oben)  verknüpft 
sind.     In  unserem  Falle 

geht  die  Differentialgleichung  (L)  durch  Anwendung  dieser  Substitutionen 
auf  die  unabhängige  Variable  in  sich  selbst  über. 

Wir  hatten  bereits  in  der  Nr.  73  (Bd.  I,  S.  265)  hervorgehoben, 
dass  die  sechs  Substitutionen  (27)  eine  Gruppe  bilden  und  dass  sie 
die  verschiedenen  Werfhe  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Punkten 
bei  den  vierandzwanzig  möglichen  Permutationen  derselben  darstellen. 
Diese  Deutung  der  sechs  Substitutionen  (27)  lässt  in  dem  uns  jetzt 
beschäftigenden  Falle  eine  interessante  analytische  Begründung  zu,  die 
uns  zu  weiteren  Untersuchungen  hinleiten  wird. 

Gehen  wir  nämlich  von  einer  beliebigen  ganzen  Function  vierten 
Grades  mit  von  einander  verschiedenen  Nullstellen  a^,  a, ,  a^,  a^, 

i\l)  =  (I  -  a  j  (I  -  a,)  {l  -  «,)  {l  -  aj 
aus,  und  transformiren  das  elliptische  Integi-al  erster  Gattung 


durch  die  Substitution 

(I) 

so  verwandelt  sich  dasselbe  in 

yx{x  —  i){x — z)' 


r  dl, 
J  Vm 

X  = 

«2  —  ^    '     ^1" 

-H 

Ibe 

in 
(*             äx 
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d.  h.  in  die  von  uns  stets  benutzte  Normalform,  und  das  Quadrat  des 
Moduls  z  erhält  den  Werth 

(II)  ,^'!izl^..,'!i^^. 

^      ^  «1  — «3       «2  — «3 

Es  wird  also  z  gleich  dem  Doppelverhältnisse  der  beiden  Punkte  a  ,  a 
in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  a^ ,  a  . 

Permutiren  wir  nun  in  dem  Ausdrucke  (I)  die  vier  Punkte 
a^,  «2?  ^3?  ^'i  ^^^^  ^^1^  möglichen  Arten,  so  erhalten  wir  neue  Normal- 
formen des  gegebenen  elliptischen  Integrals,  die  offenbar  durch  lineare 
Transformationen  der  Integrationsvariabein  aus  einander  hervorgehen. 
Die  entsprechenden  Quadrate  der  Moduln  gehen  dann  aus  z  gerade 
durch  die  sechs  Substitutionen  (27)  hervor,  so  dass  also  die  sechs 
Ausdrücke 

1^  Z  2  —  1  1 

^j     -J  >    T^ITT'     ~~7~'    T^~z'     ^~^ 

die  sechs  verschiedenen  Werthe  des  Quadrates  des  Moduls  darstellen, 
die  zu  einem  und  demselben  elliptischen  Gebilde  gehören. 

Nun  ist  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  ein  rein  geo- 
metrischer Begriff,  der  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  un- 
abhängig ist.  Deuten  wir  in  üblicher  Weise  die  Variable  |  geome- 
trisch durch  die  Punkte  einer  geraden  Linie,  indem  wir 

setzen  und  |j ,  1^  ^Is  die  mit  bestimmten  constanten  Pactoren  multi- 
plicirten  Abstände  eines  Punktes  unserer  Geraden  von  zwei  festen 
Fundamentalpunkten  auffassen,  so  entspricht  einer  Aenderung  der 
beiden  Fundamentalpunkte,  d.  h.  einer  Aenderung  des  Coordinaten- 
systems auf  der  Geraden,  die  Ausübung  einer  linearen  Substitution 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  auf  die  |, ,  L . 
Die  vier  Punkte 

c,  =  a^,  a^j  ttg ,  a^ 

werden  durch  die  biquadratische  Form 

(IV)      I^Vd)  =  %  i:  +  4c^,  i'  ^2  +  6«.  ^i'  ^"  +  4^1, 1/  +  «,  V , 

deren  Nullstellen  sie  sind,  gegeben,  ihr  Doppelverhältniss  z  muss  also 
ungeändert  bleiben,  wenn  wir  von  der  Form  (IV)  durch  die  lineare 
Substitution  (III)  zu  einer  neuen  Form  übergehen.  D.  h.  mit  anderen 
Worten,   das  Doppelverhältniss,   oder  genauer,   die   sechs  Werthe  (27) 
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desselben  sind  absolute  Invarianten  für  die  linearen  Transforma- 
tionen (III),  also  absolute  Invarianten  im  gewöhnlichen  formentheore- 
tischen Sinne. 

Nun  hat  die  biquadratische  Form  (IV)  bekanntlich  die  beiden  von 
einander  unabhängigen  ganzen  rationalen  Invarianten 


9z 


a. 


a„ 


«. 


«„ 


«„ 


Ci. 


2  3  4 

die  erstere  vom  Gewichte  4,   die  letztere  vom  Gewichte  6,   aus   denen 
sich  die  Discriminante  A  in  der  Form 

zusammensetzt.     Es  ist  dann  A  vom  Gewicht  12,  also 

q.?  27  q^ 

J=^-^=l  +  -^ 

eine  absolute  (rationale)  Invariante  der  Form  (IV).    Drückt  man  g,^ ,  g^ 
durch  die  Wurzeln  a. ,  «„ ,  «„ ,  a^  der  Form  (IV)  aus,   so  ergiebt  sich 

4(1— g-|-/)3 
27  0^(1  — ;Z)' 


I  ? 


(28) 


2     i 


und  man  erkennt  leicht,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  sechsten 
Grades,  der  hiernach  z  als  Function  von  J  genügt,  genau  durch  die 
sechs  Grössen  (27)  dargestellt  werden. 

Die  rationale  Function  J  von  z  hat  folglich  die  Eigen- 
schaft, ungeändert  zu  bleiben,  wenn  man  auf  z  die  sechs 
linearen  Substitutionen  (27)  ausübt. 


277.   Zwei  neue  eindeutig  umkehrbare  Dreiecksfunctionen,  von  denen 
die  eine  algebraisch,  ist.    Discussion  dieser  algebraischen  Function. 

Setzen  wir  nun  in  die  Gleichung  (28)  für  z  seinen  Werth  als 
Function  von  t  ein,  so  verwandelt  sich  J  in  eine  ebenfalls  eindeutige 
Function  von  t 

diese  Function  hat  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  276  (S.  68)  und 
des  eben  ausgesprochenen  Theorems  die  Eigenschaft,  un- 
geändert zu  bleiben,  wenn  man  auf  t  irgend  eine  Substitution 
der  Gruppe  M  anwendet. 
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Fassen  wir  umgekehrt  t  als  Function  von  J  auf,  so  geschieht  dies 
am  zweckmässigsten,  wenn  wir  erst  t  als  Function  von  z  und  dann  z 
als  Function  von  J  betrachten.  Zu  einem  willkürlichen  (nicht  singu- 
lären)  Werthe  von  J  gehören  die  sechs  Werthe  (27)  von  5";  dem  Werthe 

entsprechen  dann  vermöge  der  Gleichung 

wo  A  irgend  eine  Substitution  der  Grruppe  M^  oedeutet,  genau  die 
aus  r  durch  die  Substitutionen 

hervorgehenden  Werthe  von  t.  Also  entsprechen  einem  willkürlichen 
Werthe  von  J  genau  die  sämmtlichen  aus  x  durch  die  Substitutionen 
der  Gruppe  M  hervorgehenden  Werthe.     D.  h.: 

Die  Function  J{t)  bleibt  nicht  nur  bei  den  Substitutionen 
von  M  ungeändert,  sondern  wenn  für  ein  x'  die  Gleichung 

J{x)  =  J(r') 

besteht  und  x  einen  willkürlichen  Punkt  der  oberen  Halb- 
ebene bedeutet,  so  geht  x'  aus  r  nothwendig  durch  eine  Sub- 
stitution von  M  hervor. 

Wir  sind  hier  auf  zwei  Functionen  der  absoluten  Invariante  J 
geführt  worden.  Die  eine,  z,  ist  eine  algebraische  und  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  ihre  sämmtlichen  Zweige  durch  einen  derselben  mit  Hülfe 
der  Formeln  (27)  dargestellt  werden,  d.  h.  also  mittelst  der  Substitu- 
tionen einer  endlichen  projectiven  Gruppe,  die  andere,  r,  ist  eine 
transcendente  von  der  Beschaffenheit,  dass  ihre  sämmtlichen  Zweige 
aus  einem  derselben  durch  die  Substitutionen  der  projectiven  Gruppe  M 
hervorgehen.  Beiden  Functionen  gemeinsam  ist  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  Umkehrungsfunction  eindeutig  ist. 

Wir  schliessen  hieraus  zunächst  (ähnlich  wie  in  der  Nr.  215,  Bd.  H,  1, 
S.  338),  dass  für  beide  Functionen  die  Schwarz'schen  Ableitungen 

eindeutige  Functionen  von  J  sind;  insbesondere  muss,  da  z  eine  alge- 
braische Function  von  J  ist, 

(29)  ^(j)  =  ^(^ 

eine  rationale  Function  von  J  sein. 
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Ferner  ist  aber  nach  Nr.  180  (Bd.  II,  1,  S.  1H4) 


})=-(:)  (|-^ +-(})' 


also  muss,  da  in  unserem  Falle  (vergl.  die  Gleichg.  (3),  (5)  der  Nr.  268, 
S.  32,  worin  b^  =  ö„  =  ^3  ==  0  zu  nehmen  sind) 

(30)  ^Q)=_i{i  +  _i-,  +  ,^}  =  ,/.) 

ist,  der  Ausdruck 

(31)  J  (J.)  =  Q{J) 

jedenfalls  eine  algebraische  Function  von  J  und  demnach  ebenfalls 
eine  rationale  Function  von  J  sein.  Es  handelt  sich  nun  um  die  Be- 
stimmung der  beiden  rationalen  Functionen 

Von  den  sechs  Wurzeln  der  Gleichung  (28)  können  zwei  mit 
einander  identisch  sein: 

1)  für  z  =  1.     Dann  ist 

die  Determinante  A  der  biquadratischen  Form  (IV)  verschwindet,  d.  h. 
es  fallen  zwei  ihrer  Wurzeln  zusammen; 

2)  wenn  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  a^,  a^,  a^,  a^  den 
Werth  —  1  hat,  d.  h.  wenn  die  vier  Punkte  harmonisch  liegen,  dann 
ist  etwa 

3)  wenn  das  Doppelverhältniss  ein  äqui anharmonisches  ist; 
dann  ist  z.  B. 

z  =  T^z  =  T^z=   V(l  +  ^]/3)  =  5 

T^z  =  T^^z  =  T^z  =  I  (1  -  i  V^)  =  1  - 

Also  sind  die  Punkte 

J=0,  1,  00 

die  einzigen  Verzweigungspunkte  der  algebraischen  Function  z  von  J, 
und  zwar  ist  in  der  Umgebung  von  J  =1  und  von  J  =  cc  jeder  Zweig 
von  z  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 


>J=0. 


{J —  1)     beziehungsweise  (-y)    , 
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lind  in  der  Umgebung  von  <J=  0  nach  ebensolchen  Potenzen  von 

entwickelbar. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Differentialgleichung  (29)  den 
Quotienten  zweier  Integrale  einer  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen 
Reihe  definirt,  d.  h.  dass  die  Function  z  von  J"  eine  Dreiecksfunction 
(Nr.  270,  S.  44)  ist;  und  zwar  haben  wir,  wie  eben  gefunden  wurde, 

(32)  K  =  \.     h  =  \.     ^3  =  1; 

d.  h.  z  ist  nichts  anderes,  wie 

und  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (29)  lautet  nach  Glei- 
chung (3)  der  Nr.  268  (S.  32) 

,j.  J^l ^    \ J_  1  8  1         ] 

"^y^^  —  T  (    y  7  ~  "4"  (Tir;^^  ~  "9"  W^=^)\ 

Wir  haben  also  auf  diese  Weise  einen  Fall  kennen  gelernt,  in  welchem 
die  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  Reihe  algebraisch  intc- 
grirbar  und  überdies  so  beschaffen  ist,  dass  die  unabhängige  Variable  J 
als  rationale  Function  des  Integralquotienten  z  erscheint. 

Wenn  wir  uns  in  der  £"- Ebene  die  reguläre  Vierecks-  beziehungs- 
weise Dreieckstheilung  denken,  die  die  Abbildung  der  i-/- Ebene  durch 
die  verschiedenen  Zweige  der  ^-Function  liefert,  so  kann  dieselbe,  da 
z  eine  sechswerthige  Function  von  J  ist,  nur  aus  sechs  Vierecken  be- 
stehen. Die  e7- Ebene  werde  wieder  durch  die  beiden  von  0  und  1 
aus  längs  der  realen  Axe  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegten  Quer- 
schnitte ?^,  ?„  zerschnitten,  dann  haben  wir  also  als  Begrenzungslinien 
der  sechs  Vierecke  diejenigen  Curven  der  ^- Ebene,  die  den  beiden  Ufern 
von  l^j  ?.,  entsprechen  und  als  Diagonalen  die  den  realen  Werthen 
von  J  zwischen  0  und  1  entsprechenden  5- Curven.  Wenn  wir  also 
überhaupt  die  ä- Curven  construiren,  die  realen  J"- Werthen  entsprechen, 
so  erhalten  wir  die  Theilung  der  ,?- Ebene  in  zwölf  Dreiecke,  die  ab- 
wechselnd die  Abbildungen  der  oberen  und  unteren  t7- Halbebene  dar- 
stellen. 

Nun  ist  aber  offenbar  nach  Gleichung  (28)  J  für  reale  Werthe 
von  z  ebenfalls  real-,  wir  können  also  immer  bestimmte  Zweige  z  so 
fixiren,  dass  für  gewisse  reale  Werthe  von  J  die  Werthe  dieser  Zweige 
real  ausfallen,  d.  h.  die  reale  ^-Axe  ist  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
Begrenzung  der  Dreieckstheilung.  Bilden  wir  nun  die  der  realen  0-Axe 
entsprechende  Spiegelung 
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1      0^ 

0      1 

und  setzen  dieselbe  mit  allen  Substitutionen  der  Monodromiegruppe 

(1,  T^,  T^,  T^,  T„  T,) 

der  Function  2  von  J  zusammen,  so  müssen  in  der  Form 

T  z 

X 

alle   Spiegelungen  über  die   Seiten   unserer  Dreieckstheilung  enthalten 
sein.    Wir  erhalten  folglich  alle  diese  Seiten,  wenn  wir  diejenigen  Curven 

0  =  T  2 

y. 

nehmen,   die  reale  Kreise  darstellen.     Dies  ist  für  x  =  1,  2,  3,  6    der 
Fall,  und  zwar  haben  wir 

für  X  =  2 ,         5"  0  =  1 , 

für  x  =  3,         (^— l)(i— 1)  =  1, 

für  x  =  6,         z  -\-~z  =\  , 

so  dass  also  die  in  der  Fig.  21  dargestellte  Theilung  der  0- Ebene  in 


zwölf  Kreisbogendreiecke   entsteht.     Als  Ecken   erscheinen   die  Punkte 
«^;    -  1;   0,   4-,    1;   2,    6,    1  — £, 
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und  wir  wissen  nach  dem  Vorhergehenden  schon,  wie  sich  dieselben 
auf  die  singulären  Punkte 

J=0,  1,  oo 
vertheilen. 

Betrachten  wir  z.  B.  das  Dreieck 

so  entsprechen  den  Ecken  desselben  in  der  angegebenen  Reihenfolge 
die  Punkte 

J"  =  oo  ,    1 ,    0 , 

also  ist  das  Dreieck  selbst  die  Abbildung  der  unteren  J"- Halbebene, 
und  folglich  das  Spiegelbild  desselben  in  Bezug  auf  die  Seite  (-— ,  1  — £  j , 
die  den  realen  J-Werthen  zwischen  0  und  1  entspricht,  d.  h.  das  Dreieck 

(i-  1-^.  o) 

die  Abbildung  der  oberen  J"- Halbebene.  Das  durch  Vereinigung  dieser 
beiden  Dreiecke  entstehende  Viereck 


(0,4,     1,    1-6) 


ist  demnach  die  Abbildung  der  durch  die  Querschnitte  l^,  l,^  zerschnit- 
tenen J"- Ebene,  und  die  Substitution 

T  z 

durch  welche  die  dem  negativen  Ufer  von  l^  entsprechende  Seite 
(1 ,  1  —  e)  in  die  dem  positiven  Ufer  von  l^  entsprechende  (0 ,  1  —  e) 
transformirt  wird,  ist  diejenige,  welche  der  betrachtete  ^- Zweig  erfährt, 
wenn  J  den  Querschnitt  l^  einmal  in  positiver  Richtung  überschreitet. 

Ebenso  erleidet  0  die  die  Seite  (O,  — )  in  (  — ,  l)  transformirende  Sub- 
stitution 

wenn  J  den  Querschnitt  Z.,  einmal  in  positiver  Richtung  überschreitet. 
Damit  ist  nun  die  Verzweigungsart  der  Function  0  von  J  vollständig 
charakterisirt. 

278.    Discussion  der  absoluten  Invariante  J  als  Function  des 
Periodenquotienten, 

Wir  könnten  jetzt  mittelst  der  Formel 
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die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (31)  ausrechnen,  ziehen  es 
aber  vor,  die  Form  von  ^(«7)  durch  functionentheoretische  Betrach- 
tungen zu  bestimmen. 

Zunächst  ist  evident,  dass  die  einzigen  singulären  Stellen  der 
Function  x  von  J  die  Punkte 

,/==0,    1,    oo 
sind,  so  dass  also  x  ebenfalls  eine  Dreiecksfunction   von  -7  ist.     Es 
handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  entsprechenden  Werthe 
von  6;,  dg,  dg. 

Die  Abbildung  der  zerschnittenen  J- Ebene  auf  die  t- Ebene  wird 
nach  den  allgemeinen  Erörterungen  der  Nummern  269  und  270  ein 
Kreisbogenviereck  sein,  welches  durch  die  den  realen  J-Werthen  zwischen 
0  und  1  entsprechende  Diagonale  in  zwei  symmetrische  Kreisbogen- 
dreiecke zerfällt.  Die  Winkel  eines  solchen  Kreisbogendreiecks  sind 
die  mit  it  multiplicirten  ö^,  ö^,  8^.  Durch  successive  Spiegelungen 
dieses  Kreisbogendreiecks  erhalten  wir  die  der  Function  J  entsprechende 
Theilung  in  der  t- Ebene,  und  diese  muss  so  beschaffen  sein,  dass  je 
sechs  Dreiecke  derselben  sich  zu  einem  Dreiecke  der  der  Function  z 
entsprechenden  Theilung  zusammenfügen. 

Nehmen  wir  also  z.  B.  das  Ausgangsdreieck  (—1,  0,  oo)  der 
Fig.  20  (S.  47),  welches  die  Abbildung  der  unteren  »■-Halbebene  dar- 
stellt, so  muss  dasselbe  entsprechend  der  Theilung  der  unteren  .?- Halb- 
ebene in  sechs  Kreisbogendreiecke,  wie  sie  in  der  Fig.  21  dargestellt 
ist,  in  sechs  Dreiecke  der  der  Function  J  entsprechenden  Theilung  der 
T- Ebene  zerfallen.  Wir  können  die  r-Curven,  die  den  Begrenzungscurven 
der  in  der  ^- Ebene  gefundenen  Theilung  entsprechen,   sofort  angeben. 

Zunächst  entsprechen,  wie  wir  bereits  wissen,  den  Werthen  von  z 
auf  der  realen  Axe  die  Seiten 

r-f-T  =  0,     r  +  T  =  — 2,     2TT-fr  +  T  =  0 
des  Ausgangsdreieckes  der  t- Ebene.    Ferner  ist  für  den  Einheitskreis 

z'z  =^  \ 
der  ^- Ebene 


also    für    die    entsprechenden    t-Werthe,    da    nach    den    Formeln    der     ,J 
Nr.  275  (S.  64) 

^=^(-r),     |=^(^) 
gefunden  wird, 

_  T 

oder  allgemeiner 
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wo  Ä  eine  Substitution  der  Gruppe  Jf,  bedeutet.  Also  entspricht  dem 
Einheitskreise  der  ^ -Ebene  z.  B.  der  Kreis 

(:33)  TT-fT  +  T  =  0 

der  T- Ebene.     Für  den  Kreis 
der  ;?- Ebene  haben  wir 

—  Z  " 

z  —  1' 
also  lauten,  da 

ist,  die  Gleichungen  der  entsprechenden  Curven  der  r-Ebene 

wir  erhalten  also  für  Ä  =  1   die  Gerade 

(34)  T  +  T  =  —  1. 
Endlich  ist  für 

also  haben  wir,  da 

ist,  als  Gleichungen  der  entsprechenden  t- Curven 

und  für  Ä  =  1  insbesondere 

(35)  T  i  =  1. 

In  der  Fig.  22  sind  die  Curven  (33),  (34),  (35)  nebst  ihren  Spiegel- 
bildern in  Bezug  auf  die  laterale  r-Axe  in  den  Fundamentalbereich 
der  Function  z  von  t  eingezeichnet;  wir  sehen,  in  welcher  Weise  der 
Fundamentalbereich,  entsprechend  der  in  der  Fig.  21  dargestellten 
Theilunff  der  ^- Ebene,  in  zwölf  Kreisbogendreiecke  der  der  Function  J 
entsprechenden  Theilung  zerfällt,  auch  ist  sofort  zu  erkennen,  wie  die 
Dreiecke  der  Figuren  21  und  22  einander  gegenseitig  entsprechen. 
Nehmen  wir  z.  B.  das  Dreieck  (l,  — ,  1  —  s)  der  unteren  ^-Halbebene, 
so  entspricht  demselben  das  Dreieck  (0,  i,  s — 1)  der  -r-Ebene,  ebenso 
dem  Dreiecke  (ö,  ^7  ^  —  ^)  ^^^  ^'-Ebene  das  Dreieck  (oo,  i,  £ — 1) 
der  T-Ebene.  Also  stellt  das  Dreieck  (0,  i,  £ — 1)  der  r-Ebene  die 
Abbildung  der  unteren,  sein  Spiegelbild  (^oo,  i,  e — 1)  in  Bezug  auf 
die    Seite    (i,   a  —  1)    die    Abbildung    der    oberen    J- Halbebene    dar; 
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und  zwar  entspricht  die  Ecke  s  —  1  dem  Punkte  J  =  0,  die  Ecke  i  dem 
Punkte  J=l,  während  die  Ecken  <x>  und  0  dem  Punkte  J=0  zu- 
gehören. Wir  haben  folglich  in  den  Winkeln  bei  0,  i ,  e  —  1  die 
Werthe  von 

d.  h.  es  ist 

7t 


Tcd^^O,    ^S.^  =  Y 


^^1  =   3 


die  Function  r  von  J  stellt  sich  demnach  in  der  Form 


dar,  und  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (31)  lautet 
1   [        8    1         3         1  23        1 


Q[J) 


9    J' 


56  J{l  —  J) 


4    (1-jf 

Die  Fundamentalsubstitutionen,  die  r  bei  einfachen  Umläufen  von  J 
um  die  singulären  Punkte  0,  1,  oo  erleidet,  lassen  sich  auch  sofort 
angeben.  Wenn  J  den  Querschnitt  l^  einmal  in  positiver  Richtung 
überschreitet,  so  erfährt  r  die  Substitution 


welche  die  dem  negativen  Ufer  von  l^  entsprechende  Seite  (0,  e — 1) 
in  die  dem  positiven  Ufer  von  I^  entsprechende  Seite  (oo,  £—1)  über- 
führt, und  ebenso  verwandelt  sich  t  in 


1 


^-'-i  %  ^..=(?  j:>'  b 
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wenn  J"  den  Quersclinitt  7^  einmal  in  positiver  Richtung  durcliquei-t, 
weil  diese  Substitution  die  dem  negativen  Ufer  von  ?.,  entsprechende 
Seite  (oü,  i)  in  die  dem  positiven  Ufer  von  7.,  entsprechende  Seite  (0,*) 
überführt.  In  Uebereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Ergebnissen  der 
Nr,  269  (S.  39)  setzen  sich  die  Substitutionen  A^ ,  A,  aus  den  den 
Seiten  des  Dreiecks  (0,  i,  s  —  1)  entsprechenden  Spiegelungen 

-{-l  ?) 

in  der  Form 

zusammen.     Das  Kreisbogenviereck 

(oo,  £  —  1,  0,  i,  oo), 
welches  in  unserem  Falle,  wo  die  beiden  Seiten  (0,  i)  und  (i,  oo)  in 
eine  Gerade  fallen,  eigentlich  ein  Kreisbogendreieck  ist,  stellt  die  ein- 
deutig conforme  Abbildung  der  durch  die  Querschnitte  l^ ,  7.,  zerschnit- 
tenen J-Ebene  dar.  Durch  Anwendung  der  Substitutionen  von  M  auf 
diesen  Fundamentalbereich  oder  durch  successive  Spiegelung  des 
Ausgangsdreiecks  (0,  ^,  s  —  1),  ergiebt  sich  die  der  Function  J 
entsprechende  Theilung  der  oberen  t- Halbebene. 

279.    Beziehungen   zur  Theorie   der   binären   quadratischen   Formen 

mit  negativer  Discriminante.    Uebersicht  über  die  im  gegenwärtigen 

Abschnitte  erlangten  Resultate. 

Wenn  wir  die  J^-Ebene  nicht  durch  die  Querschnitte  l^,  l^,  sondern 
durch  einen  von  1  über  0  nach  oo  längs  der  realen  Axe  hin  erstreckten 
Schnitt  zerschneiden,  so  kann  als  das  Abbild  der  so  zerschnittenen 
eJ- Ebene  das  Viereck 

{oo,    £  —  1,    i,    E,    00)  =  %^ 

angesehen  werden,  welches  aus  unserem  bisherigen  Fundamentalbereiche 
durch  erlaubte  Abänderung  (Nr.  210,  Bd.  11,  1,  S.  315)  hervorgeht. 
Die  correspondirenden  Seiten  dieses  neuen  Fundamentalbereiches  gehen 
durch  die  beiden  Substitutionen 


'^'^  =  (0     1)'      '^^^(l  0)' 


von  denen  wir  in  der  Nr.  275  (S.  64)  ausgegangen  waren,  in  einander 
über,  auch  knüpft  sich  an  diese  Gestalt  des  Fundamentalbereiches  eine 
sowohl  sachlich  als  auch  historisch  bemerkenswerthe  Beziehung  zwischen 
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unserer  Theorie  und  der  arithmetisclien  Theorie  der  binären 
quadratischen  Formen^  wie  sie  Gauss  zuerst  systematisch  ent- 
wickelt hat. 

Betrachten  wir  nämlich  eine  quadratische  Form 

ax   +  2hxy  -f-  cy'  =  {ci,  h,  c) , 
wo  a,  hj  c  ganze  Zahlen  sind.     Setzen  wir 

«r'-f  2hx  -{-€  =  (), 
so  ist 

^  — &  +  yi> 

a 

wo  wir  mit 

D  =  h  —  ac 
die  Discriminante   (nach  Gauss    den  Determinanten)  der  quadra- 
tischen Form  bezeichnet  haben. 

Sei  D  negativ  und  wählen  wir  z.  B.  t  als  einen  Punkt  der  oberen 
Halbebene,  sei  ferner 

a>(),      e>0, 

d.  h.  die  Form  eine  positive-,  dann  ist  durch  Angabe  von  t  und  D  die 
Form  vollkommen  bestimmt.  D.  h.  unter  den  positiven  Formen,  die 
zu  einer  bestimmten  negativen  Discriminante  gehören,  wird  jedes  In- 
dividuum durch  den  zugehörigen  Werth  von  r  vollkommen  bestimmt. 
Geht  man  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  M 

yx  -j-  o' 

ZU  der  dem  x'  entsprechenden  Form  ia',h',c')  über,  so  ist 

a(ax-^ßyf-{-2b'{ax-\rßy){yx-{-dy)-\-c{yx-{-dyf=ax--\-2hxy-\-cy\ 

d.  h.  die  Formen 

(a,  h,  c),      (a,  h',  c) 

sind  in  der  Bezeichnung  von  Gauss  eigentlich  äquivalent.  Wenn  t 
innerhalb  des  Fundamentalbereiches  ^^^  liegt,  so  muss  für  die  ent- 
sprechende Form 

c^a>2\h\ 

sein,  d.  h.  die  Form  ist  im  Sinne  von  Gauss  eine  reducirte.  Auf  Grund 
dieser  Bemerkungen  lassen  sich  nun  die  von  Gauss  arithmetisch  be- 
wiesenen Sätze  über  die  Aequivalenz  quadi-atischer  Formen  mit  nega- 
tiver Discriminante  ohne  weiteres  aus  den  Eigenschaften  der  der 
Function  J  oder  der  Gruppe  M  entsprechenden  Theilung  der  oberen 
T-Halbebene  ablesen.  Auch  die  uneigentliche  Aequivalenz  findet 
ihre  Interpretation  durch  die  mit  einer  Spiegelung  in  Bezug  auf  eine 
Seite  des  entsprechenden  Bereiches  componii-ten  Substitutionen  von  M. 


I 
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Diesen  Zusammenhang  der  Theorie  der  Function 

^  ==  0  (t) 
mit  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  hat  Gauss  selbst  bemerkt, 
wie  aus  den  nachgelassenen  Aufzeichnungen,  besonders  den  Bemerkungen 
auf  S.  386  und  477,  478  des  dritten  Bandes  der  von  Herrn  Schering 
herausgegebenen  „Gesammelten  Werke  von  C.  F.  Gauss"  deutlich  her- 
vorgeht. 

Unsere  von  der  Betrachtung  der  Differentialgleichung  (L)  aus- 
L;ehenden  Untersuchungen  haben  uns  zu  drei  Füllen  von  Dreiecks- 
l'unctionen  geführt,  für  welche  die  Umkehrungsfunction  eine  eindeutige 
war.     Zwei  von  diesen  Fällen,  nämlich 

lieferten  transcendente  Umkehrungsfunctionen,  die  nur  für  Punkte  der 
oberen  t- Halbebene,  oder  allgemeiner,  wenn 

^         yt  -]-  8 
einen  beliebigen  Integralquotienten  bedeutet,  innerhalb   eines  gewissen 
Kreises  existirten.     Dieser  Kreis  ergab  sich  für  die  Function 

T  =  s(0,  0,  0,  z) 
als  der  Orthogonalkreis  der  drei  Seiten  des  Ausgangsdreiecks.    Offenbar 
hat  er  aber  auch  für  die  andere  Function 

dieselbe  Bedeutung;  denn  für  die  t- Ebene,  wo  jener  Kreis  in  die  reale 
Axe  degenerirt,  schneidet  derselbe  die  drei  Seiten  des  Ausgangsdreiecks 
der  Function  J  in  der  That  unter  rechten  Winkeln,  das  Gleiche  findet 
also  auch  in  der  Ebene  eines  beliebigen  Integralquotienten  t]  statt,  da 
die  Abbildung  durch  die  monogene  Function 

OCT  4-  (3 

y  t  -\-  8 
eine  winkeltreue  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Umstand,   dass   die  projectiven 

Gruppen  M,  JC,,    die   auf   das  Argument  t   der  beiden  Functionen  J 

beziehungsweise    z  angewandt  dieselben   nicht   verändern,    in    einfacher 

Weise    arithmetisch    charakterisirt    werden   können.     Wir   heben  noch 

ausdrücklich    hervor,    dass    zufolge    der    Sätze    der  Nr.  215  (Bd.  II,  1, 

S.  336)   jede    eindeutige    Function   von  t,    die    bei    den   Substitutionen 

von  Jf,  ungeändert  bleibt  und  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  das 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  6 
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Verhalten  einer  rationalen  Function   zeigt,   rational    durch  2,   und  jede 
eindeutige  Function  von  t,   die   die  Substitutionen  von  31  zulässt  und 
innerhalb  des  entsprechenden  Fundamentalbereiches  den  Charakter  einer 
rationalen  Function  besitzt,  rational  durch  J  ausdrückbar  ist. 
Die  elliptische  Modulfunction 

2=0  (t) 

ist  zuerst  von  Herrn  Her  mite  als  selbstständige  Transcendente  in  die 
Analysis  eingeführt  worden  und  spielt  bei  den  auf  die  Transformation 
der  elliptischen  Functionen  bezüglichen  Untersuchungen  eine  funda- 
mental wichtige  Rolle.  Ihre  grosse  Bedeutung  für  die  Theorie  der 
durch  die  allgemeine  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  Reihe  defi- 
nirten  Function  wird  später  hervortreten. 

Von  wesentlich  anderem  Charakter  als  die  beiden  eben  erwähnten 
Dreiecksfunctionen  ist"  die  dritte 


^  "~"  ^  \  3  '    2  '    2  '  *^/  ' 


die  den  üebergang  zwischen  den  beiden  ersten  vermittelt.  Ihre  Um- 
kehrung ist  rational  und  existirt  demzufolge  in  der  ganzen  unendlichen 
^- Ebene,  d.  h.  für  alle  complexen  Werthe  der  unabhängigen  Variabein. 
Die  aus  dem  Ausgangsdreiecke  (l,  — ,  1  —  ej  der  Fig.  21  durch 
successive  Spiegelung  entstehenden  Dreiecke  erfüllen  die  ganze  ^'- Ebene, 
nicht  wie  in  den  beiden  ersten  Fällen  der  Functionen  2  und  J  von  r 
nur  das  Innere  eines  Kreises.  Es  liegt  dies  daran,  dass  im  Falle 
der  Function  J  von  2  ein  Orthogonalkreis  für  die  drei  Seiten 
des  Ausgangsdreiecks  nicht  vorhanden  ist. 

Diese  Bemerkung  liefert  uns  einen  Fingerzeig  für  die  Untersuchung 
der  allgemeinen  Dreiecksfunction 

rj  =  s(ß^,  d,,  Ö3,  2), 

in  welcher  d^,  d,,  d^  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind,  und  die, 
wie  wir  wissen,  alle  Fälle  liefern  muss,  in  denen  die  Umkehrungs- 
function  2  von  rj  eindeutig  ist.  Wir  wenden  uns  jetzt  dieser  allgemeinen 
Untersuchung  zu. 


Vierzehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  eindeutig  nmkelirbareu  Dreieeksfunctionen. 

Erstes  Kapitel. 

280.    Einige  geometrische  Sätze  über  Kreise. 

Wir  beginnen  mit  einigen  einfachen  geometrischen  Betrachtungen. 
Seien  drei  Kreise  in  der  tj- Ebene  gegeben 

\  =  VV  +  f^iV  +  ^iV  +  h  =  ^y 
k.^  =  ri^  -\-  a,r]  -\-  ä.^7]  -\-  h,  =  0 , 

wo  a^,  a^,  «2  beliebige  complexe,    h^,  b^,  b^-,  reale   Grössen   bedeuten, 
und  betrachten  wir  mit  Hesse  die  Gesammtheit  von  Kreisen,  die  durch 
die  Formel 
(I)  al-^-^ß]c^-^y\  =  0 

für  willkürliche  reale  a,  ß,  y   dargestellt  werden,    so   gehören   die  ge- 
meinsamen Secanten  je  zweier  dieser  Kreise   dem  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Strahlenbüschel  an,  wo  A  einen  realen  Parameter  bedeutet. 

Der  Mittelpunkt   oder  Träger  dieses  Strahlenbüschels  ist  folglich  nach 

bekannten  geometrischen  Sätzen  so  beschaffen,  dass  die  Länge  der  von 

ihm  aus  an   die   Kreise  (1)  gelegten   Tangenten    für   alle   diese  Kreise 

dieselbe  ist,    d.  h.  wenn  wir  die  Coordinaten   dieses  Punktes  mit  m,  n 

bezeichnen  und 

ti^  =  m  -\-  ni 

setzen,    so   ist  ti^  der  Mittelpunkt  desjenigen  Kreises,   der  die  sämmt- 
lichen  Kreise  (I)  unter  rechtem  Winkel  schneidet. 

Das    Quadrat    des    Radius    dieses,    wie    wir    ihn    nennen    wollen, 
Orthogonalkreises  wird  durch  den  Ausdruck 

6* 
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gegeben.  Je  nachdem  dieser  Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist,  besitzt 
die  Kreisschaar  (I)  einen  realen  oder  einen  imaginären  Orthogonalkreis; 
wenn  c  verschwindet,  so  schrumpft  der  Orthogonalkreis  auf  einen 
einzigen  Punkt,  den  Punkt  7;^^  zusammen,  in  welchem  sich  dann  die 
sämmtlichen  Kreise  (I)  schneiden.  Wenn  für  c  =  0  der  Punkt  r;,^ 
insbesondere  noch  in's  Unendliche  rückt,  so  degeneriren  die  Kreise  (I) 
in  die  sämmtlichen  geraden  Linien  der  Ebene. 

Wir  werden  im  Folgenden  nicht  nur  mit  realen,  sondern  auch  mit 
imaginären  Kreisen  zu  operiren  haben,  und  setzen  darum  fest,  dass 
wir  unter  einem  imaginären  Kreise  stets  die  Gesammtheit  von  imagi- 
nären Punkten  der  »j -Ebene  verstehen,  die  einer  Gleichung  von  der  Form 

dri'^  -\-  ari  -\-  äT]  -\-  h  =^  0 
genügen,  wo  a  beliebig  complex,  h,  d  real  und  die  Determinante 

■ — aä  -\-hd'>  0 
ist.    Ein  imaginärer  Kreis  hat  also  stets  einen  realen  Mittelpunkt,  und 
das  Quadrat  des  Radius  ist  eine  negative  Grösse. 

Unter  den  Kreisen  (I)  ist  allemal  einer  vorhanden,   der  mit  dem 
Orthogonalkreise   concentrisch  ist.     Sei   die  Gleichung  des  Orthogonal- 
kreises 
(E)  {ri  —  ^J  (ri  —  ^^  —  c  =  0, 

so  lautet  die  Gleichung  des  concentrischen,  der  Schaar  (I)  angehörigen 

Kreises 

(nij  {ri  -  ^0)  (^  -  %)  +  c  =  0. 

Da  ferner  offenbar  die  beiden  Geraden 

(V)  v  —  v  =  %  —  % 

den  Kreis  (II)  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  so  gehören  die  drei 
Curven  (III),  (IV),  (V)  der  Schaar  (I)  an;  wir  können  folglich  die  Ge- 
sammtheit der  den  Kreis  (II)  rechtwinkelig  schneidenden  Kreise  auch 
in  der  Form 

(VI)   a[(7j  —  r}^)(^—^^)-{-c]-\-h(7]--rj^-i-^i—^^)  —  ci(i]  —  7]^~?l-\-^j  =  0 

darstellen,  wo  a,  b,  c  reale  Constanten  bedeuten. 

Wenn  drei  reale  Kreise  gesreben  sind,  die  sich  in  realen  Punkten 
schneiden,  so  können  wir  die  Bedingung  für  das  Eintreffen  der  drei 
FäUe 

c>0,     c  =  0,     c<0 

geometrisch  dahin  formuliren,  dass  die  beiden  Durchschnittspunkte 
zweier    der    gegebenen    Kreise    im    ersten   Falle    zur    selben    Seite    des 
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dritten  (d.  h.  beide  innerhalb  oder  beide  ausserhalb)  im  letzten  Falle 
zu  verschiedenen  Seiten  des  dritten  (d.  h.  der  eine  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb j  gelegen  sind,  während  im  zweiten  Falle  die  drei  Kreise 
durch  einen  Punkt  hindurchgehen. 

Die  drei  Kreise  begrenzen  im  Allgemeinen  acht  Kreisbogendreiecke 
mit  hohlen  Winkeln,  die  sich  in  vier  Paare  von  Dreiecken  mit  gleichen 
Winkeln  anordnen  lassen.  Bezeichnet  man  die  Winkel  des  einen 
Paares  mit 


nö^, 


TCd.^', 


7c8.;, 


wo  also  8^,  (5./,  dg'  positive  Zahlen  bedeuten,  die  zwischen  Null  und 
Eins  liegen,  so  sind  die  Winkel  der  drei  anderen  Paare  durch 

(     %b;,       7t{i  —  ö;),  nii  —  d^), 

[  :;r(l  —  d^),     7t  (l  —  d/) ,         jrdg' 

gegeben,  und  für  das  eine  dieser  vier  Paare  ist  die  Summe  der  drei 
Winkel  ein  Minimum.  Wir  bezeichnen  die  einem  Dreiecke  dieses 
Paares  angehörenden  Winkel  durch 

nö^,     n8.,j     nd^. 

Man  übersieht  diese  einfachen  geometrischen  Verhältnisse  am  besten, 
wenn  man  sich  die  ?j- Ebene  durch  eine  lineare  Function 


? 


(Xq-fir^d) 


vTj  4-  e 

so  auf  eine  J;- Ebene  abgebildet  denkt,  dass  zweien  der  gegebenen  Ej-eise 
der  rj- Ebene  gerade  Linien  der  ^-Ebene  entsprechen  (vergl.  die  Fig.  23). 
Der  Schnittpunkt  fii  dieser  beiden 
Geraden  liegt  dann  im  Falle  eines 
realen  Orthogonalkreises  0  (c'^  0) 
ausserhalb,  im  Falle  eines  imagi- 
nären Orthogonalkreises  (c<0)  inner- 
halb des  dem  dritten  Kreise  der 
■)j -Ebene  entsprechenden  Kreises  der 
^-Ebene,  während  im  Falle  eines 
Orthogonalkreises  mit  verschwinden- 
dem Radius  (c  =  0)  auch  dieser 
dritte  Kreis  der  ^- Ebene  zur  geraden 
Linie  wird,  wenn  man  dem  gemeinsamen  Punkte  der  drei  Kreise  der 
?j- Ebene  den  Punkt  1=  oo  der  ^- Ebene  entsprechen  lässt.  Man  hat 
also  für  c  >  0  in  der  That  zwei  Dreiecke  mit  den  Winkeln 


nd.,     n8  ,     nd 


3' 
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von  denen  das  eine  ganz  im  Innern,  das  andere  ganz  ausser!) alb  des 
Orthogonalkreises  0  liegt,  zugleich  übersieht  man,  dass  in  diesem  Falle 

sein  muss.     Für  c  =  0  tritt  ein  wirkliches  Dreieck  mit  den  Winkeln 

und  der  Winkelsumme 
auf,  endlich  ist  für  c  <  0 

TCdj^  -\-  7t  d.^  -\-  71  d^^  7t. 

281.    Arteintheilung  der  Dreiecksfunctionen. 

Betrachten  wir  die  Dreiecksfunctionen,  die  den  von  drei  Kreisen 
der  ?^- Ebene  begrenzten  Kreisbogendreiecken  entsprechen,  so  können 
wir  uns,  da  wir  hauptsächlich  die  Behandlung  der  Fälle  im  Auge  haben, 
wo  die  Differenzen  der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten  0,  1,  co 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  reciproke  ganze 
Zahlen  oder  Null  sind  (vergl.  Nr.  271,  S.  45),  darauf  beschränken,  als 
Ausgangsdreieck  eines  derjenigen  zu  nehmen,  welche  die  kleinste 
Winkelsumme,  also  die  Winkel 

7t  dj     7t  d_, ,     7t  d 

besitzen.  In  der  That  lehrt  ein  Blick  auf  die  Tabelle  (a)  (S.  85),  dass, 
wenn  eines  der  Dreiecke  die  Winkel 

Tt  Tt  7C 

hat,  wo  ^^,  g^,  [/.^  von  Eins  verschiedene  positive  ganze  Zahlen  oder 
unendlich  sind,  die  Winkelsumme  in  keinem  der  anderen  Dreiecke 
einen  kleineren  Werth  haben  kann,  so  dass  also  in  diesen  Fällen 

Tt  ^  7C  ^  Tt  ^ 

—  =  7tO,  ,         —  =  TtO^,        —  =  TtO., 
9i  ^9-2  ^'93  ^ 

ist.    Wir  können  also  sagen: 
Die  Dreiecksfunctionen 

S(ßi:    ^2^    ^3}    ^)> 

WO  die  dj^,  d^,  ö.,  reciproke  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind,  ordnen  sich  in  drei  Arten,  je  nachdem 

1)  ö^  +  d^  +  d.^<l, 

2)  ^^  +  ^^  +  ^3=1, 
3;    d,  +  d^  +  d3>l 


I 
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ist.  Die  drei  Kreise^  welche  die  Seiten  des  Ausgangsdreiecks 
bilden,  besitzen  für  die  erste  Art  einen  realen  Orthogonal- 
kreis  mit  nicht  verschwindendem  Radius,  für  die  zweite 
schneiden  sich  die  Dreiecksseiten  in  einem  Punkte,  auf  den 
der  Orthogonalkreis  zusammenschrumpft,  für  die  dritte  ist 
der  Orthogonalkreis  imaginär.  D.  h.  kurz  ausgesprochen:  für 
die  drei  Arten  ist  beziehungsweise 

c>0,     c  =  0,     c<0. 

Wir  hatten  bereits  in  der  Nr.  271  (S.  49)  den  Catz  angemerkt  und 
angewandt,  dass  die  Spiegelung  in  Bezug  auf  einen  Kreis  jeden  Ortho- 
i^onalkreis  desselben  ungeändert  lässt.  Wir  wollen  durch  eine  einfache 
Rechnung  zeigen,  dass  dieser  Satz  nicht  nur  für  die  realen,  sondern 
auch  für  die  imaginären  Orthogonalkreise  und  für  die  mit  verschwin- 
dendem Radius  richtig  ist. 

Sei  nämlich 
( /3)         d7]r]  +  a^  +  ät^  -\- h  =  d{r]  —  rj^)  (^  —  ^,^)  —  c  =  0^ 
wo  h,  c,  d  real,  d  insbesondere  nicht  negativ,   a  beliebig  complex  ist, 
die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises   (der  auch    imaginär   sein  kann), 
dann  lautet  die  Gleichung  eines  beliebigen,  diesen  Kreis  rechtwinkelig 
schneidenden  Kreises  nach  einer  oben  gemachten  Bemerkung 
iy)  a[d{rj  —  rj^){^—^^)-^c]--{-h[rj  —  r]^-\-^—ri^']  —  ci[rj  —  rj^^—^-\-ij^]===0. 

Wenden  wir  in  dieser  Gleichung  die  dem  gegebenen  Kreise  ent- 
sprechende Spiegelung  • 

an,  so  geht  die  Gleichung  in  der  That  in  sich  selbst  über. 

Denken  wir  uns  nun  in  der  ?;- Ebene  das  Ausgangsdreieck  irgend 
einer  Dreiecksfunction  und  die  aus  demselben  durch  wiederholte  Spiege- 
lungen entstandene  Theilung,  ebenso  wie  die  entsprechende  projective 
Monodromiegruppe  ^  gegeben. 

Dann  ist  zunächst  evident,  dass  die  Seiten  eines  jeden  Drei- 
ecks der  Theilung  den  Orthooronalkreis  der  drei  Seiten  des 
Ausgangsdreiecks  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  und  zwar 
gleichgültig  ob  die  betrachtete  Dreiecksfunction  der  ersten,  zweiten 
oder  dritten  Art  angehört.  Hieraus  folgt  aber  nach  dem  vorhin  be- 
wiesenen Satze,  dass  jede  Spiegelung  in  Bezug  auf  eine  Seite  irgend 
eines  Dreiecks  der  Theilung  den  Orthogonalkreis  in  sich  selbst  trans- 
formirt.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  Orthogonalkreis  der  drei  Seiten  des  Ausgangsdreiecks 
einer  beliebigen  Dreiecksfunction  wird  durch   alle  Substitu- 


gg  XrV.    Theorie  der  Dreiecksfunctionen.    Kapitel  1. 

tionen  der  entsprechenden  Monodromiegruppe -a-  in  sich  selbst 
übergeführt. 

Im  Falle  wo  die  Dreiecksfunction  der  zweiten  Art  angehört,  gehen 
also  alle  Seiten  der  entsprechenden  Dreieckstheilung  der  ?j- Ebene  durch 
einen  und  denselben  Punkt  r^  =  \  hindurch,  und  dieser  Punkt  ist  ein 
gemeinsamer  Doppelpunkt  aller  Substitutionen  der  zugehörigen  Mono- 
di'omiegruppe  %■. 

282.  Eigenschaften  projectiver  Substitutionen,  die  einen  Kreis  in  sich 

selbst  transformiren. 

Wir  müssen  nun  einige  Eigenschaften  der  projectiven  Substitutionen 

rj  =  Ar}  =      '  _r  ^ 
vn  ~r  " 

kennen  lernen,  die  einen  lö-eis  (mit  realem,  imaginärem  oder  ver- 
schwindendem Radius)  in  sich  selbst  transformiren.  Wir  wollen  diesen 
Kreis 

iv  —  Vo)  (v  —  %)  —  (^  =  <^' 
im  Folgenden  auch   stets  den  Orthogonalkreis  nennen    und  bezeichnen 
denselben  demgemäss  mit  0. 

Die  Gesammtheit  der  Substitutionen  Ä,  die  den  Kreis  0  in  sich 
selbst  überführen,  bildet  offenbar  eine  Gruppe,  und  zwar  eine  alge- 
braische Untergruppe  der  projectiven  Gruppe,  die  von  zwei  Parametern 
abhängt,  da  die  Bedingung,  dass  der  Kreis  0  bei  einer  Substitution  Ä 
ungeändert  bleiben  soll,  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den 
Coefficientenverhältnissen  der  Substitution  A  festsetzt. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  von  0  an  Stelle  von  t]  die  Grösse  rj' 
ein,  so  erhalten  wir  nach  Multiplication  mit 

{yrj  +  d)  (y^  -\- d)  =  \yr}  -{-  df 
die  Gleichung 

[ari-\- ß—%(yv  +  ^)]  [«']  +  ß  —  Vo(rV  +  ^)]  —  c(yv-{-S)  (^V  +  ^)  =  0; 
die  mit  der  Gleichung  von  0  übereinstimmen  muss.     Setzen  wir  also 

cc^  =  a  —  Yj^y,  ß^  =  ß-\-yj^(a  —  d)  —  rily,  y^  =  y,  d^  =  d-\-ri^y, 
so  ist 

und  es  muss 

q(Ü  —  c)  =  (a^t+  ßO  (ä^  ^-h  ß,)  -  c(y^  e  +  äj  (yj+  d^) 
sein,  wo  q  einen  von  ^  unabhängigen  Factor  bedeutet. 
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Wir  erhalten  demnach  die  Gleichungen 


9  = 

«i«i 

-cy,7„ 

0  = 

^1^1 

~^yJi^ 

0  = 

«x^: 

-^J^i^i; 

— 

-CQ  = 

ßj. 

-o^\, 

R^oraus 

sich, 

wenn 

c 

von 

Null  verschieden  ist, 

entweder 

a^  = 

= 

-^ 

-'      ß. 

=  — 

CYi,      Q 

=  -1 

oder 

ergiebt,  so  dass  also  im  ersten  Falle 

(VII)  (v  —  %) in  —  Vo)  —  (^  =  —  \yv  +  ^\^ [(»?'—  -^o) (n'~ %) ~ c] , 

im  zweiten  Falle 

(VIII)  iv  —  VoHv  —  Vo^  —  c  =  \rv  +  ^ f Uv  —  Vo) (.v'~ V()  —  c] 

sein  muss.  Wir  bezeichnen  die  Substitutionen  Ärj ,  je  nachdem  für 
dieselben  die  Gleichung  (VII)  oder  (VIII)  erfüllt  ist,  als  negative 
beziehungsweise  positive. 

Für  negative  Werthe  von  c  involvirt  die  Gleichung  (VII)  einen 
Widerspruch;  im  Falle  eines  imaginären  Orthogonalkreises 
sind  also  alle  projectiven  Substitutionen,  die  diesen  Kreis 
ungeändert  lassen,  positive. 

Für  positive  Werthe  von  c,  d.  h.  im  Falle  eines  realen  Orthogonal- 
kreises 0  mit  nicht  verschwindendem  Radius,  haben  die  positiven  Sub- 
stitutionen offenbar  die  Eigenschaft,  dass  sie  Punkte,  die  innerhalb 
von  0  liegen,  wieder  in  Punkte  innerhalb,  und  Punkte  die  ausserhalb 
von  0  liegen,  in  Punkte  ausserhalb  verwandeln,  während  durch  eine 
negative  Substitution  Punkte  im  Innern  von  0  in  Punkte  ausserhalb 
und  umgekehrt  übergeführt  werden. 

Wir  werden  es  in  der  Theorie  der  Dreiecksfunctionen  erster  Art 
und  ebenso  auch  in  späteren  allgemeineren  Untersuchungen  ausschliess- 
lich mit  positiven  Substitutionen  zu  thun  haben;  in  der  That  lässt 
sich  leicht  einsehen,  dass  die  Substitutionen  der  zu  einer  Drei- 
ecksfunction  erster  Art  gehörigen  Monodromiegruppe  &  stets 
positive  sind. 

Wie  wir  schon  in  der  Nr.  271  (S.  49)  bemerkt  haben,  wird  näm- 
lich durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  einen  Kreis  jeder  Punkt,  der  im 
Innern  eines  diesen  Kreis  rechtwinkelig  schneidenden  Kreises  liegt, 
wieder  in  einen   innern  Punkt,  und  jeder  Punkt   der  ausserhalb    eines 
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solches  Orthogonalkreises  liegt,  in  einen  äussern  Punkt  verwandelt. 
Man  kann  diesen  geometrisch  evidenten  Satz  auch  analytisch  sofort 
einsehen,  denn  wenn  wir  in  der  für  die  Variable  rj'  geschriebenen 
linken  Seite  der  Gleichung  (j)  (Nr.  281,  S.  87),  die  einen  beliebigen, 
den  Kreis  (/3)  (ebenda)  rechtwinkelig  schneidenden  Kreis  darstellt,  die 
der  Spiegelung  über  den  Kreis  (ß)  entsprechende  Substitution  (Ö) 
machen,  so  verwandelt  sich  diese  linke  Seite  in  sich  selbst  multiplicirt 
mit  dem  für  positives  c  stets  positiven  Ausdrucke 


div  —  fio)  (.n  —  Vo)' 

so  dass  also  die  linke  Seite  der  Gleichung  (y)  für  tj'  dasselbe  Vorzeichen 
besitzt,  wie  für  das  Spiegelbild  rj  von  rj'  in  Bezug  auf  den  Kreis  (ß). 

Wir  haben  also  den  allgemeinen  Satz: 

Substitutionen,  die  sich  aus  Spiegelungen  in  Bezug  auf 
Kreise,  die  einen  realen  Kreis  0  rechtwinkelig  schneiden, 
zusammensetzen,  sind  stets  positive  Substitutionen, 

aus  welchem  die  Richtigkeit  der  für  die  Monodromiegruppe  der 
Dreiecksfunctionen  aufgestellten  Behauptung  unmittelbar  erhellt. 

Um  weitere  Eigenschaften  der  Substitutionen  Ä,  die  den  Kreis  0 
ungeändert  lassen,  zu  erforschen,  betrachten  wir  zunächst  eine  nicht 
parabolische  Substitution  Ä  und  denken  uns  dieselbe  in  der  cano- 
nischen Form 

n'—  ^-  ^  j^n  —  ^ 

T]' —  a  r\  —  fi 

geschrieben.  Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  der 
Nullpunkt  der  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  0  sei,  so  dass  also 
die  Gleichung  desselben 

7?  TJ  —  c  =  0 
lautet.     Setzen  wir  dann 

so  können  wir  die  Gleichung  von  0  in  der  Form 
(a)  ^-^^:^  '^^-^  -  c  =  0 

schreiben.     Setzen  wir  hierin  ^'  an  die  Stelle  von  £;,  so  erhalten  wir 

ji-Kt,  —  l     JiK t  —  r  _  ^^  Q 
Kt-  1    '   Kl-  l  ' 

und  diese  Gleichung  muss,  da  die  Substitution  A  den  Kreis  0  un- 
geändert lassen  sollte,  mit  (e)  übereinstimmen.  Dies  liefert  nach  Ent- 
fernung der  Nenner  und  durch  Coefficientenvergleichung  die  Relationen 


j 
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^}i  —  c  =  9  (fx  ji  KK  —  c  KK) , 
Aju.  —  c  =  q(IiIK  —  cK), 
kli  —  c  =  q(x^  K  —  cK), 

AA  —  c  =  9(AA  —  c) , 

wo  Q  einen  jedenfalls  nicht  verschwindenden  Proportionalitätsfactor 
bedeutet. 

Wenn  nun  c  <  0  ist,  so  muss  jedenfalls 

AA  =1=  c,      flu  =f=  c 
sein,  und  wir  haben  folglich 

Q  =  l,      KK=1, 
(1.  h.   die    Substitution   Ä   ist    eine    elliptische.     Da    ferner    K  nicht 
gleich  Eins  sein  kann,  muss 

kji  =  c ,      A/u.  =  c 
sein,  d.  h.  die  Doppelpunkte  in,  A  sind  harmonische  Pole  (Spiegelbilder) 
in  Bezug  auf  den  imaginären  Orthogonalkreis   0. 
Wenn  c  >  0  ist,  und  man  hat 

AA  4=  c, 
so  ist  wiederum 

und  wenn  auch 

ft  J[i  =[=  c 
ist,  so  ergiebt  sich  wie  oben 

KK  =1,      AjiZ  =  c,      Aft  =  c, 

die  Substitution  ist  also  wieder  eine  elliptische,  und  zwar  ist  sie,  da 
Q  den  positiven  Werth  1  hat,  offenbar  positiv;  ihre  Doppelpunkte 
sind  harmonische  Pole  in  Bezug  auf  den  jetzt  realen  Orthogonalkreis  0. 
Ist  dagegen 

^Ji  =  c , 
so  kann  nicht  auch 

Ali  =  c 

sein,  da  sonst  A  =  fi  sein  müsste.     Also  folgt 

K  =  K  =  -, 

d.  h.  K  ist  real,  die  Substitution  demnach  im  Allgemeinen  hyper- 
bolisch und  nur  für 

K=  —  l,       Q  =  ~l 

elliptisch.     Da  K  nicht  gleich  Eins  sein  kann,  so  muss  auch 

AÄ  =  c 
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sein,  d.  h.  die  Doppelpunkte  ^,  X  liegen  auf  dem  Orthogonalkreise. 
Je  nachdem  K  positiv  oder  negativ  ist,  ist  auch  die  Substitution  positiv 
oder  negativ. 

Für  c  =  0  muss  entweder  A  oder  ^  verschwinden. 

Sei  endlich  die  Substitution  Ä  eine  parabolische  und 

7]'—  l         ri—l~^'^ 
ihre  canonische  Form.     Setzen  wir  dann 


7}  —  X  '  7]     X 

SO  lautet  die  Gleichung  des  Orthogonalkreises 

U+1  xl-\-  1 


und  wenn  wir  ^'  an  Stelle  von  t,  setzen,  erhalten  wir 
U  +  ^y  +  i  ll±Il±A^f, 

Die    beiden    letzten    Gleichungen    müssen  wieder   übereinstimmen,    wir 
finden  also  durch  Coefficientenvergleichung 

AÄ  — ■  c  =  q{xJ,  —  c) , 

J  =  Q(Xjy  -\-  X  —  cy), 

K  ==  Q(lXy  -\-  X  —  cy), 

l=,o[(Ay+l)(Äy+l)  +  cy^], 

wo  Q  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet.     Wäre  nun 

IX  =1=  c, 
so  müsste  y  gleich  Null  sein.     Es  ist  also  nothwendig 

A  A  =  c,      ()  =  1 , 

d.  li.  die  Substitution  ist  eine  positive  und  der  Doppelpunkt  liegt  auf 
dem   Orthogonalkreise.     Für  ein   nicht  positives  c  kann   demnach   der 
Fall  einer  parabolischen  Substitution  niemals  vorkommen. 
Wir  erhalten  also  die  folgenden  Sätze: 

1.  Die  Substitutionen  A^  die  einen  Kreis  0  mit  nicht 
verschwindendem  Radius 

(^  —  ''/o)  (^  —  ^o)  —  ^  =  ^ 
ungeändert  lassen,  können  niemals  loxodromische  sein. 

2.  Wenn  c  positiv  ist,  so  liegen  die  Doppelpunkte  der 
hyperbolischen  und  parabolischen  Substitutionen  A  auf  dem 
Kreise  0,  die  elliptischen  Substitutionen,  deren  Multiplicator 


283.    Verschiebungen  in  der  Ebene.  93 

nicht   gleich   - —  1    ist,   sind   positive   Substitutionen   und   ihre 
Doppelpunkte  sind  Spiegelbilder  in  Bezug  auf  den  Kreis   0. 

3.  Wenn  c  negativ  ist,  so  sind  alle  Substitutionen  Ä 
elliptische  und  ihre  Doppelpunkte  X,  ^  befriedigen  die 
üleichung 

(^  —  %)  (/^  —  '^ü)  =  ^• 

4.  Wenn  c  verschwindet,  so  sind  die  Substitutionen,  die 
den  Punkt  tj  ungeändert  lassen,  einfach  diejenigen,  die  diesen 
Punkt  zum  Doppelpunkte  haben. 

Die  beiden  ersten  Sätze  enthalten  den  in  der  Nr.  272  (S.  53)  für 
uuimodulare  Substitutionen  mit  realen  Coefiicienten  abgeleiteten  Satz 
als  speciellen  Fall.  In  der  That  lassen  Substitutionen  mit  realen  Coefii- 
cienten die  reale  Axe,  die  dann  die  Rolle  des  Orthogonalkreises  spielt, 
ungeändert  und  sind  positive  Substitutionen,  wenn  ihre  Determinanten 
den  Werth  Eins  haben. 

2So.    Verschiebungen  in  der  Ebene.     Differentialinvariante.     Linien- 
element  einer  Fläche  von  constantem  Kriimmungsmaass. 

Betrachten  wir  den  Fall  c  =  0 ,  und  denken  wir  uns  den  Punkt  7]^^ 
in's  Unendliche  verlegt;  dann  haben  die  Substitutionen  Ä,  die  diesen 
Punkt  ungeändert  lassen,  die  Form 

rj'  ^  Ärj  =^  arj  -\-  ß. 
Wir  sondern  dieselben  in  zwei  Kategorieen,  je  nachdem  ]  a  |  =  1  oder 
[  tc  I  =}=  1  ist.     Für  die  erste  Kategorie  ist  offenbar 

I  dr}'  \  =  \dr]\, 
wir  bezeichnen    diese  Art   von    Substitutionen    als  Verschiebungen. 
Bei  Anwendung    derselben    auf   die  Punkte    einer  Figur    der  ->;- Ebene 
wird  nämlich  diese  Figur  in  eine  ihr  congruente  verwandelt. 

Für  die  zweite  Kategorie  ist 

\dri'  \  =  \a\\dr}\, 
wir  bezeichnen  diese  Art  von  Substitutionen  als  Aehnlichkeitstrans- 
formationen,   da  bei  Anwendung   derselben   eine  Figur  der  -»^-Ebene 
in  eine  ähnliche  Figur  verwandelt  wird. 

In  den  Fällen,  wo  c  von  Null  verschieden  ist,  zeigen  die  Sub- 
stitutionen A,  die  den  Kreis  0  ungeändert  lassen,  ein  den  Ver- 
schiebungen analoges  Verhalten.  Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden, 
die  für  das  Folgende  ohne  Bedeutung  sind,  beschränken  wir  uns  im 
Falle  c>0  auf  die  Betrachtung  positiver  Substitutionen  J.,  wir  handeln 
also,  wie  wir  kurz   sagen   können,  von  Substitutionen  J.,  die 
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die  Gleichung  (VHI)  (S.  89)  befriedigen.  Für  einen  gegebenen 
Kreis  0  bildet  die  Gesammtheit  dieser  Substitutionen  offenbar  eine 
Gruppe. 

Sei 

rj' =  Ar]  =  ^^^^;^:^-~'^ ,  («tJ— .'^y  =  i), 

dann  ist  bekanntlich 


Ä7]  = 

drj'                 1 

dn       (yn  +  df 

drf 
dri 

1 

(vri  -\-  S)  (yn  4-6) 

und  folglich 

(IX; 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (VlII)  erhalten  wir  also 
\dy\  _  _  \dri\   _ 

i-n' — %)  iv' —  %)  —  (^       in  —  %)  iv  —  Vo)  —  <^ 
Der  Differentialausdruck 

(1)  -1^ 

^  ^  in  —  Vo)  in  —  no)  —  ^ 

ist  demnach  eine  bei  allen  Substitutionen  Ä,  die  die  Glei- 
chung (VlII)  befriedigen,  unveränderliche  Grösse.  Es  ist  eine 
Differentialinvariante  der  von  diesen  Substitutionen  gebil- 
deten Gruppe. 

Wenn  c  ^  0  ist,  so  ist  der  Differentialausdruck  (1)  nur  für  die- 
jenigen unter  den  Substitutionen,  die  den  Punkt  ?/^  ungeändert  lassen, 
invariant,  die  den  Verschiebungen  im  Falle  7j^=  oo  entsprechen. 
Diese  sind  aber  offenbar  nichts  Anderes,  wie  die  parabolischen  und 
elliptischen  unter  den  Substitutionen  mit  dem  Doppelpunkte  r^^,  und 
für  diese  ist,  wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt,  in  der  That  die  Glei- 
chung (VUI)  erfüllt. 

Der  Differentialausdruck  (1)  spielt  also  allgemein  bei  von  Null 
verschiedenem  c  für  aUe  positiven  Substitutionen  u-i,  bei  verschwinden- 
dem c  für  die  parabolischen  und  elliptischen  unter  diesen  Substitutionen 
eine  ähnliche  Rolle,  wie  der  Ausdruck  |  drj  j  für  die  Verschiebungen 
der  )j -Ebene.  Da  nun  |  dr]  j  nichts  Anderes  ist,  wie  das  Linienelement 
einer  Curve  der  t^- Ebene,  so  wollen  wir  jetzt  allgemein  den  Diffe- 
rentialausdruck (1)  als  das  Linienelement  einer  Curve  auf 
einer  gewissen  noch  näher  zu  bestimmenden  Fläche  ansehen. 

Wir  werden  dann  auf  diesen  Differentialausdruck  die  von  Gauss 
in  den  „Disquisitiones  circa  superficies  curvas"  begründeten  Methoden 
anwenden  und  dadurch  zu  einem  Zusammenhange  zwischen  der  Natur 
unserer    Substitutionen   A    und    der    Geometrie    auf  gewissen    Flächen 
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geführt  werden,  welcher  auch  für  spätere  allgeraeinere  Untersuchungen 
von  Wichtigkeit  ist. 

Wir  spalten  die  complexe  Grösse  i]  in  ihren  realen  und  imaginären 
Theil 

und  schreiben  die  Gleichung  des  Orthogonalkreises  in  der  Form 

(2)       [t]  —  fj^)  {^  —  lij  —  c  =  {p  —  mf  -\-{q  —  nf  —  c  =  0. 
Es  soll  dann 

^  ^  [{n  -no)in- '%)  -  <'f      üp  - »")'  +  (2 -  nf  -  cf 

als  das  Quadrat  des  Linienelementes  einer  Curve  auf  einer  Fläche  auf- 
gefasst  werden,  auf  der  wir  uns  j9,  q  als  krummlinige  Coordinaten 
denken.  Die  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Coordinaten  |^,  |.,,  ^^  eines 
Punktes  dieser  Fläche  sind  dann,  als  Functionen  von  2^,  <1  gegeben, 

und  es  werde  nach  Gauss 

jLj   \Cp)  '  ^   dp    dq  '  ^   \dq, 

z  =  l  >;  =  1  x  =  l 

gesetzt.     Aus  der  von  Gauss  gegebenen  Form  des  Linienelementes 

ds^  =  Edp^  -{-2  Fdpdq  +  Gdq^ 
schliessen  wir  dann,  dass  für  unsere  Fläche 
(4)  E=G= -, , ^,      F=0 

ist.  Das  Gau  SS 'sehe  Krümmungsmaass  für  die  Fläche  ist  folglich  nach 
Art.  19  der  genannten  Gauss  sehen  Abhandlung  durch  die  Formel 

dargestellt;  setzt  man  hierin  für  E  und  seine  partiellen  Ableitungen 
die  sich  aus  (4)  ergebenden  Werthe  ein,  so  findet  man  durch  einfache 
Rechnung  für  das  Krümmungsmaass  den  Werth 

li  =  —  c. 
Unsere  Fläche  hat  also  die  constante  Krümmung  —  c,  sie 
ist  demnach,  wenn  c  negativ  ist,  auf  eine  Kugel  vom  Radius 

1      1 

wenn  c  verschwindet,  auf  eine  Ebene,  und  wenn  c  positiv  ist,  auf  eine 
pseudosphärische  Fläche  von  der  Krümmung  —  c  abwickelbar.    Ferner 
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ist  die  Fläche,  wenn  wir  2h  ^  ^^^  rechtwinkelige  Coordinaten  der 
->; -Ebene  deuten,  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  d.  h.  winkeltreu  auf 
die  7; -Ebene  abgebildet,    da  ja   das  Linienelement  ds    auf  der  Fläche 

dem  Linienelemente  

\dr]\  =  Väp""  +  dq^ 

in  der  -r^- Ebene  proportional  ist. 

Betrachten  wir  irgend  eine  rectificirbare  Curve  ü  auf  der  Fläche, 
dann  wird  ihre  Länge  zwischen  zweien  ihrer  Punkte  {2\,  Qi)>  {P^,  %) 
durch  das  längs  ©  genommene  Integral 

(5)  fds  =  2    fl/ -1^^!+^«"-^— . 

dargestellt.  Wir  sehen,  dass  für  den  Fall  eines  positiven  c  diese  Länge 

stets  einen  endlichen  Werth  hat,  wenn  kein  Punkt  der  Curve  die 
Gleichung 

(6)  0'  —  ^^^f  +  (^  —  *0^  —  c  =  0 

befriedigt.     Für  verschwindendes  c  ist   die  Curvenlänge   nur  unendlich, 

wenn  der  Punkt 

i>  =  m  ,      q  =  n 

auf  der  betrachteten  Strecke  liegt.  Für  negatives  c  kann  für  kein 
reales  Werthesjstem  (p,  q)  die  Gleichung  (6)  befriedigt  werden,  d.  h. 
die  Curvenlänge  besitzt  stets  einen  endlichen  Werth, 

284.    Geodätisclie  Linien  auf  der  Fläche.     Geodätische  Polarcoordi- 
naten.     Inhalt  eines  Flächenstückes. 

Bestimmen  wir  nunmehr  die  geodätischen  (kürzesten)  Linien 
auf  unserer  Fläche. 

Die  Diiferentialgleichung  für  die  geodätischen  Linien  ergiebt  sich 
aus  den  Formeln  des  Art.  18  der  Gauss'schen  Disquisitiones  in  der  Form 


\      '^  djy      /  \cp  2    dq     '     cp    dp  ~^  t     cq  \dp)  "*"        dp^ 

V   "T"  dp  ^/  1  2     cp^  cq    dp'^Vcq  2     cpl  \dp)  "•    "^  (^/j  ' 

also  lautet  dieselbe  für  unsere  Fläche,  wo  E,  F,  G  die  Werthe  (4)  haben: 
[(p-«>/  +  (2-»)'-^]g-2(i^-»')(g)+2(2-«)(gy 

dq 
dp 


-2(p-m)|^  +  2(g-«j  =  0. 
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Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
erffiebt  sich  leicht  in  der  Form 

(7)  Q  [(p  —  wf  +  (g  —  nf  +  c]  +  2  b  (p  —  m)  -f  2  c  (g  —  «)  =  0 , 

wo  die  0,  b,  C  willkürliche  (lutegrations-)Constanten  bedeuten.  Diese 
Gleichung  stimmt  aber  mit  der  Grleichnng  (VI)  der  Nr.  280  (S.  84) 
überein^  d.  h.: 

Die  geodätischen  Linien  auf  der  Fläche  sind  diejenigen 
Curven,  die  solchen  Kreisen  der  ^-Ebene  entsprechen,  welche 
den  Orthogonalkreis  (2)  unter  rechtem  Winkel  schneiden. 

Wählen  wir  die  a,  b,  c  als  reale  Constanten,  so  ist  die  ent- 
sprechende geodätische  Linie  für  nicht  positive  Werthe  von  c  stets 
real;  die  Gleichung  derselben  lässt  sich  nämlich  in  die  Form  setzen 

(p-«+i)+(.-«+i)+o-^:-^:=^o, 

und  für  c  <  0  ist  ja  stets 

-o  +  K  +  ^>0. 
a'         a' 

Dagegen  sind  für  ein  positives  c  nur  diejenigen  geodätischen  Linien 
real,  für  welche 

b'  +  c"  —  a'O  0 
ist. 

Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  geodätischen  Linien,  die  durch 
den  Punkt 

p  =  ni ,      q  =  n 

hindurchgehen,  so  muss  für  dieselben,  wenn  c  von  Null  verschieden 
ist,  a  verschwinden,  d.  h.  ihre  Gleichung  lautet 

(8)  b{p  ~m)-\-  c(q  —  n)  =  0. 

Da  die  Abbildung  der  Fläche  auf  die  -»;- Ebene  eine  winkeltreue  ist,  so 
ist  der  Neigungswinkel  (p  der  geodätischen  Linie  (8)  zu  der  Curvc 

q  =  n 
durch  die  Formel 

cp  =  arctg  (=^) 

gegeben.  Tragen  wir  nun  auf  den  geodätischen  Linien  des  Büschels  (8) 
vom  Punkte  ()n,  n)  aus  constante  geodätische  Längen  r  ab,  so  ist  für 
die  Endpunkte  (p),  q)  derselben 


[(p-^nY-\-{q-nf-cf 


(in,  n) 
Schlesinger    Differentialgleichungen.     11,2. 
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Wenu 

wir  nun 

(9) 
setzen, 

wodurch  also 

—  m  =  Q  cos 

—  n  ^=  Q  sin 

0^- 

-  nif  +  (g  —  iif  —  c 

= 

2 

9 

—  c 

wird, 

so  verwandelt 

sich,   da 

g)  längs    der 

Curve 

(8) 

einen 

Constanten 

Werth 

hat,  der 

Ausdruck  für 

r  in 

r  = 

-±.f- 

c 

ü 
wo  das  Vorzeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  r  positiv  ist,  wenn  es  einen 
realen  Werth  besitzt. 

Wenn  c  negativ  ist,  so  setzen  wir 

/,  =  ]/:^>o, 

dann  haben  wir 

(10)  .■  =  2y-^^^=.|-arctg|-, 

0 

es    ist    also    für  jeden   Punkt   (j),  q)    der   i^- Ebene    der    entsprechende 
Werth  von  r  real  und  endlich. 

Ist  dagegen  c  positiv,  und  setzen  wir  mit  Rücksicht  auf  eine  später 
zu  treifende  Convention 

/£  =  yc  >0, 


(")  '-^^/Ä^i 


so  folgt,  dass  r  nur  für  diejenigen  Punkte  real  ist,  die  der  Ungleichung 
p  <  A;  oder 

(p  —  mf  +  (g-  —  nf  <  c 
Genüge  leisten;  d.  h.: 

Nur  den  Punkten  der  T^-Ebene,  die  innerhalb  des  Ortho- 
gonalkreises liegen,  entsprechen  reale  Flächenpunkte;  für 
die  den  Punkten  der  Peripherie  des  Orthogonalkreises  ent- 
sprechenden Flächenpunkte  ist  r  unendlich  gross,  diese 
Punkte  liegen  also  in  unendlicher  Entfernung. 

Diejenigen  Punkte  der  tj- Ebene,  welche  Flächenpunkten  im  cou- 
stanten  geodätischen  Abstände  r  von  dem  Punkte  (w,  n)  entsprechen, 
liegen  auf  einem  mit  dem  Orthogonalkreise  concentrischen  Kreise, 
dessen  Radius  den  Werth 
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(12)  ^  =  /.to-'^'     für    c  =  — Z:'<0, 
beziehungsweise 

(13)  o  =  /.•  V~^       ft'n-    f  =  /••'  >  <^> 

-^  /■'■4-1 

l)esitzt.     lu  beiden  Füllen  bestimmen  die  Grössen  r,  cp  ein  System  von 
sogenannten  geodätischen  Polarcoordinaten  anf  der  Fläche. 

Wir  wollen   nun  noch    den  Inhalt   einer  von  einer   geschlossenen 
( hirve  begrenzten  Figur  auf  unserer  Fläche  zu  bestimmen  suchen. 

Nimmt  man  als  Flächenelement  den  Inhalt  eines  unendlich  kleinen, 
\(»u  den  vier  Curven 

P,   P-^  dp,      q,    q  -\-  dq 
begrenzten  Rechtecks,   so  wird  dieser  Inhalt  nach  Art.  17  der  Gauss- 
sc hen  „Disquisitiones"  durch  die  Formel 


dpdqVEG—l\ 

also  in  unserem  Falle  durch 

idpdq 

gegeben.     Der  Inhalt  des  von  einer  geschlosseneu  Ourve  S  begrenzten 
Flächenstückes  ist  demnach  gleich  dem  Doppelintegrale 

n4^  4  /*  /* <lP!^ =  4  r  Cl^l^^ 

erstreckt  über  das  Innere  dieser  Curve. 
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Superficielle  Länge  und  superflcieller  Inhalt.     Beziehungen  zur 

Nicht-Euklid 'sehen  Geometrie. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  eine  projective  Substitution 

V    =  Ari  =  -     '     \     ^  {ad-,Vy  =  l), 

y  rj  -j-  o  ' 
die  den  Orthogonalkreis  (2)  ungeändert  lässt.     Setzen  wir 

so  entspricht  also  die  Ausübung  der  linearen  Substitution  A  auf  einen 
Punkt  der  1;- Ebene  dem  Uebergange  von  einem  Flächenpunkte  {]),  q) 
zu  dem  Punkte  {p,  q).  Wenn  für  die  Substitution  A  die  Gleichung  (VIII) 
der  Nr.  2<S2  (S.  89)  erfüllt  ist,  so  bleibt  bei  Anwendung  derselben  das 
Linienelement  ds  ungeändert,  d.  h.  wenn  wir  den  Punkt  (p,  q)  eine 
Curve  auf  der  Fläche  durchlaufen  lassen,  so  durchläuft  der  Punkt  (79',  q) 
eine   Curve    von    derselben  Länge.     Dies    ist    also    für  c  =f=  0    für  alle 
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positiven  Substitutionen  Ä,   für  c  =  0  für  die    elliptischen  und  para- 
bolischen unter  denselben  der  Fall. 

Ferner  folgt  daraus,  dass  die  Abbildung  der  Fläche  auf  die 
■); -Ebene  eine  winkeltreue  ist,  dass,  wenn  wir  den  Punkt  (}>,  q)  zwei 
Curven  auf  der  Fläche  beschreiben  lassen,  die  sich  unter  einem  gewissen 
Winkel  (p  schneiden,  die  entsprechenden  von  dem  Punkte  (j/,  q)  durch- 
laufenen Curven  den  selben  Winkel  q)  mit  einander  einschliessen  müssen. 
Endlich  ist  nach  der  Transformationsformel  für  Doppelintegrale  und 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (VIII) 

clj)  dq 


//, 


[ip  —  »0^  +  ia  —  nf  —  cf 

+  8f{yn  +  ~8fdpdq 


J  J  ^op    dq  dq     dp)    \{n  — 


[{p-mf-\-{q-nf-cf 
Nun  ist  aber  für  die  monogene  Function  p  -\-  q  i  von  p  -\-  qi 

dp   dq  dp   dq 

dp         dq  '  dq  dp  ^ 

dri'  ^  dp     ■    ^  dq  ^        ^  dp     ■    gg 
dri          dp     'dp  dq     '     dq  ^ 

wir  haben  folglich 

/■jTN  ^jL^i_ gjj'  dg   ^.  drj 

^    ^  dp    dq  dq    dp  I  dl] 

und  demnach,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (IX)  der  Nr.  283  (S,  94) 

dp' dq  \  r  r  ^P  ^^ 


J  J  [ip-  mf  +  {q  -  nf  -  cf  JJ  [{p 


mf  +  iq-nf-cf 

d.  h.  wenn  der  Punkt  (j;,  g)  eine  geschlossene  Curve  beschi*eibt,  so 
beschreibt  der  Punkt  (]i',  q')  eine  ebenfalls  geschlossene  Curve,  und  die 
von  beiden  Curven  umschlossenen  Flächeninhalte  haben  denselben  Werth. 

Aus  diesen  drei  Bemerkungen  (von  denen  übrigens  die 
dritte  eine  unmittelbare  Folge  der  beiden  ersten  ist)  ergiebt 
sich,  dass  der  Anwendung  einer  Substitution  A,  die  der 
Gleichung  (VIII)  genügt,  auf  die  complexe  Variable  r;  eine 
Transformation  der  Punkte  unserer  Fläche  vom  constanten 
Krümmungsmaasse  — c  entspricht,  bei  der  jede  auf  der  Fläche 
gezeichnete  Figur  in  eine   ihr  congruente  Figur  übergeht. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Fläche  vom  constanten  Krümmungs- 
maasse —  c  im  allgemeinen  Falle  für  die  Substitutionen  Ä,  die  der 
Gleichung  (VIII)  genügen,  genau  dasselbe  Verhalten  zeigt,  wie  die  ge- 
wöhnliche ?;- Ebene  in  dem  Falle 

c  =  0 ,      ^/y  =  }>>  -\-  ni  =  oc  , 

den  wir  in  der  Nr.  283  (S.  93)  betrachtet  hatten,  für  die  Verschiebungen. 
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Die  von  der  Gresammtheit  der  Substitutionen  A,  die  die  Gleichung 
I  VIII)  befriedigen,  gebildete  Gruppe  liefert,  aufgefasst  als  Gruppe  von 
Transformationen  der  Punkte  (p,  q)  unserer  Fläche,  die  doppelt  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  der  Verschiebungen  der  Fläche  in  sich  selbst. 

Kommen  wir  überein,  die  Fläche,  welche  die  Abbildung  der 
»; -Ebene  oder  für  c>0  der  Punkte  im  Innern  des  Orthogonalkreises 
darstellt,  als  eine  „Ebene"  zu  bezeichnen,  nennen  wir  ferner  die  geo- 
dätischen Linien  dieser  Fläche  „Geraden",  so  erhalten  wir  in  dieser 
„Ebene"  eine  Geometrie,  die  für  c  =  0  mit  der  ge"vröhnlichen  Euklid- 
schen,  für  c>0  mit  der  von  Lobatscheffskij  und  J.  Bolyai  be- 
gründeten, für  c<0  mit  der  sogenannten  Riemann'schen  übereinstimmt. 

In  der  That  ist  z.  B.  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  281  (S.  86)  die 
Summe  der  Winkel  eines  „geradlinigen"  Dreieckes  in  dieser  „Ebene",  je 
nachdem  c  gleich  Null,  positiv  oder  negativ  ist,  gleich,  kleiner  oder 
gi'össer  als  tc,  eine  Eigenschaft,  die  sich  übrigens  aus  den  entwickelten 
flächentheoretischen  Formeln  auch  leicht  ableiten  lässt. 

In  Uebertragung  dieser  Verhältnisse  auf  die  ■);- Ebene  werden  wir 

uns  allgemein  für  c  =  0  bei  der  Betrachtung  von  Gruppen  von  Sub- 
stitutionen Ä,  die  der  Gleichung  (VIII)  genügen,  der  folgenden  Be- 
zeichnungen bedienen. 

Eine  Substitution  Ä,  die  der  Gleichung  (VIII)  genügt,  heisst  eine 
Verschiebung.  Punkte,  die  durch  eine  Verschiebung  aus  einander 
hervorgehen,  heissen  correspondirend,  ebene  Figuren,  die  durch  einö 
Verschiebung  aus  einander  entstehen,  heissen  congruent.  Für  eine 
Curve  (5,  die  zwischen  zwei  Punkten  y]^ ,  r;.^  verläuft,  heisst  das  längs 
derselben  erstreckte  Integral 


*12 


■  ein  I 


2f~ 

11 


ihre  superficielle  Länge,  für  eine  geschlossene  Figur  das  über  die- 
selbe genommene  Integral 


4  rr        cipdq 

J  J  [(^  —  ^o)  (^  —  ^'( 


)-cf 


ihr  superficieller  Inhalt.     Es  gelten  dann  nach  den  vorhergehenden 
Betrachtungen  die  folgenden  Sätze: 

1)  Wenn  c>0  ist,  so  liegen  die  mit  einem  Punkte  inner- 
halb des  Orthogonalkreises  correspondirenden  Punkte  eben- 
falls innerlialb  des  Orthogonalkreises. 
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2)  Für  c  =  0  haben  congruente  Figuren  in  correspondiren- 

clen  Ecken  gleiche  Winkel.  Congruente  Curven  haben  gleiche 
superficielle  Länge,  congruente  geschlossene  Figuren  gleichen 
superficiellen  Inhalt. 

3)  Die  superficielle  Länge  einer  Curve,  die  keinen  Punkt 
mit  dem  Orthogonalkreise  gemein  hat,  besitzt  einen  end- 
lichen Werth.  Ebenso  der  superficielle  Inhalt  einer  ge- 
schlossenen Figur,  die  keinen  Punkt  des  Orthogonalkreises 
in  ihrem  Innern  enthält.  Für  c<0  gilt  dieser  Satz  also  für 
jede  beliebige  Curve  und  jede  beliebige  geschlossene  Figur, 
selbst  wenn  sich  dieselbe  in's  Unendliche  erstreckt.  Für 
c>0  ist  die  superficielle  Länge  einer  Curve,  die  den  Ortho- 
gonalkreis trifft,  unendlich  gross. 

Wenn  c  einen  negativen  Werth  hat,  so  sind  alle  Substitutionen  Ä, 
die  den  Orthogonalkreis  ungeändert  lassen,  Verschiebungen.  Für  posi- 
tives c  sind  es  nur  die  positiven  unter  diesen  Substitutionen,  für  c  =  0 
nur  die  elliptischen  und  parabolischen.  Allemal  bildet  aber  die  Ge- 
sammtheit  aller  Verschiebungen  eine  Gruppe,  da  offenbar  zwei  Ver- 
schiebungen hintereinander  angewandt  wieder  eine  Verschiebung  geben. 
Ferner  ist  klar,  dass  eine  Gruppe,  die  aus  einer  gewissen  Anzahl  von 
Verschiebungen  als  Basis  gebildet  ist,  nur  Verschiebungen  (d.  h.  also  im 
Falle  c  =  0  nur  elliptische  und  parabolische  Substitutionen  l  enthalten  kann. 

Dass  es  für  c  =  0  nebst  den  Verschiebungen  noch  Substitutionen 
giebt,  die  den  Punkt  r^^^  ungeändert  lassen,  jedoch  den  Differential- 
ausdruck (1)  mit  einer  von  Eins  verschiedenen  Constanten  multipliciren, 
nämlich  diejenigen  Substitutionen,  die  den  für  rj^  =  oc  als  Aehnlich- 
keitstransformationen  bezeichneten  entsprechen,  bedingt  die  specifische 
Eigen thümlichkeit  der  dem  Falle  c  =  0  entsprechenden  Euklid 'sehen 
Geometrie,  wonach  es  in  dieser  Geometrie  eine  Aehnlichkeit  von  Figuren 
giebt,  was  weder  für  die  Lobatscheffskij-Bolyai'sche  noch  für  die 
Riemann'sche  Geometrie  der  Fall  ist.  Es  möge  noch  hervorgehoben 
werden,  dass  in  der  Euklidschen  Geometrie  der  Ebene,  von  der  hier 
die  Rede  ist,  die  sämmtlichen  geraden  Linien  der  Ebene  als  durch 
einen  und  denselben  „unendlich  fernen  Punkt^"  hindurchgehend  vor- 
zustellen sind,  eine  Vorstellung,  die  ja  auch  der  Darstellung  der  com- 
plexen  Grössen  durch  die  Punkte  einer  Ebene  zu  Grunde  liegt,  und 
die  gegenüber  der  in  der  projectivischen  Geometrie  üblichen  Annahme 
einer  „unendlich  fernen  Geraden"  nur  den  einen  Nachtheil  hat,  dass 
dem  „unendlich  fernen  Punkte'^  andere  Eigenschaften  zukommen,  wie 
den  im  Endlichen  gelegenen  Punkten. 
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Iii  Bezug  auf  die   parabolischen    Substitutionen    ist    für    den    Fall 
•ines  realen  Orthogonalkreises  (c^if)   noch  Folgendes   zu  bemerken: 
Setzen  wir  für 

ri'  —  l         7]  — i  "•     ^' 


wo  A  der  Gleichung 


o 


genügt,  wie  oben 


(A  —  ■>?„)  (A  —  fj^)  =  c 

1  , 1 

^  ~  rj  — A'         ^   ~  ri'—X 


so  bewegt  sich,  wenn  t,  eine  gerade  Linie  durchläuft,  der  correspoii- 
dirende  Punkt  ^'  auf  einer  parallelen  Geraden.  D.  h.  wenn  i]  einen 
durch  den  Punkt  A  hindurchgehenden  Kreis  beschreibt,  so  durchläuft 
der  correspondirende  Punkt  >;'  einen  Kreis,  der  den  von  rj  beschriebenen 
im  Punkte  A  berührt.  Bewegt  sich  also  i]  auf  einem  Kreise  (7^,  der 
den  Orthogonalkreis  0  in  A  iinter  rechtem  Winkel  schneidet,  so  be- 
schreibt yf  einen  Kreis  C^ ,  der  0  ebenfalls  in  A  unter  rechtem  Winkel 
schneidet  und  C^,  berührt;  ebenso  beschreibt 

l/"^   =  Ä"'-»]  (>«  =  ±  1,   ±  2,   ±  .-!,  •    •) 

einen  Kreis  C^,  der  C^^,  0^ ,  ■  •  ■  in  A  berührt.  Da  aber  {ßi\  109,  Bd.  II,  1, 
S.  269) 

lim  ^'^7^  =  A 

y. 

ist,  so  nähern  sich  die  Kreise  C  mit  wachsenden  Werthen  von  [  'k  \ 
unbegrenzt  dem  Doppelpunkte  A.  Wir  schliessen  hieraus  den  für  das 
Folgende  wichtigen   Satz: 

Eine    Curve,    die    den    Orthogonalkreis    nicht    schneidet, 
kann  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  der  Kreise  C    treffen. 


Zweites  Kapitel. 

286.    Ansatz   zum   Diseontinuitätsbeweise    für    die   Gruppe   gewisser 

Dreiecksfunctionen. 

Wir  kehren  nun  zur  Untersuchung  der  Dreiecksfunctionen 

zurück,  wo  d^,  d.^,  Ö^  reciproke  ganze  positive  Zahlen  oder  Null 
sind.     Sei 

(v  —  vj  (n  —  I/o)  —  c  =  0 

die  Gleichung  des  Orthogonalkreises  0,  der  zu  den  Seiten  s^^,  s^,  s^' 
des  Ausgangsdreieckes  (A^^ ,  A„ ,  A, )  gehört,  und  setzen  wir  fest,  dass  wir, 
falls  c  >  0  ist  (in  Uebereinstimmung  mit  der  bereits  in  der  Theorie 
der  Modulfunction  festgehaltenen  Convention)  von  den  beiden  Kreis- 
bogendreiecken mit  den  Winkeln 

7t  d^,     7cd„y     Tcd,,, 

von  denen  (Nr.  280,  S.  86)  das  eine  ganz  innerhalb,  das  andere  ganz 
ausserhalb  des  Orthogonalkreises  liegt,  immer  das  im  Innern  von  0 
gelegene  als  Ausgangsdreieck  ansehen  wollen.  Dann  haben  wir  für 
die  Dreiecksfunctionen  der  in  der  Nr.  281  (S.  86)  unterschiedenen  drei 
Arten  zunächst  die  folgenden  Resultate. 

In  allen  drei  Fällen  schneiden  die  Seiten  der  sämmtlichen  Dreiecke 
der  Theilung  unserer  Fläche  F,  die  über  der  i; -Ebene  ausgebreitet  die 
Verzweigung  der  Function  z  darstellt,  den  Orthogonalkreis  unter  rechtem 
Winkel  (Nr.  281,  S.  87)  und  die  Substitutionen  der  projectiven  Mono- 
dromiegruppe  &  sind  Verschiebungen. 

Für  ein  negatives  c  folgt  das  letztere  unmittelbar  aus  dem  Satze 
der  Nr.  281  (S.  87),  wonach  die  Substitutionen  von  &  den  Orthogonal- 
kreis in  sich  selbst  transformiren,  für  ein  positives  c  aus  dem  Satze 
der  Nr.  282  (S.  89).  Für  c  =  0  sind  die  Fundamentalsubstitutionen 
Ä^,  A^  (da  d^,  ö.^  reale  Grössen  sind)  elliptische  oder  parabolische 
Substitutionen,  also  Verschiebungen;  nach  den  Ergebnissen  am  Schlüsse 
der  vorigen  Nummer  gilt  folglich  das  Gleiche  auch  für  alle  Substitu- 
tionen von  O". 
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Für  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art  sind  also  alle  Substitutioneu 
VI  tu  &  elliptische  oder  parabolische  von  der  Form 

])eziehungsweise 

1      ^      1        , 

V  —  %       n  —  Vo' 

wenn  rj^^  den  Punkt  bedeutet,  in  welchem  sich  die  drei  Kreise  s  ,  s  ,  s', 
schneiden.  *■ 

Für  die  Dreiecksfunctionen  dritter  Art  sind  die  Substitutioneu  der 
Gruppe  d'  elliptische.  Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  Art  endlich 
können  elliptische,  parabolische  oder  hyperbolische  Substitutionen  vor- 
kommen; über  die  Lage  der  Doppelpunkte  geben  die  Sätze  der  Nr.  282 
(S.  92)  erschöpfenden  Aufschluss. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe  zu  beweisen,  dass  unter 
der  für  die  Ö^,  d^,  d^  gemachten  Annahme  die  Gruppe  &•  stets 
eine  discontinuirliche,  d.  h.  dass  die  Function  z  von  rj  eine 
eindeutige  ist. 

Das  Fundamentalpolygon  F^^,  welches  durch  Spiegelung  des  Aus- 
gangsdreieckes (X^,  ?,„,  Ag)  in  Bezug  auf  die  Seite  s^^  entsteht,  ist  ein 
schlichtes  Kreisbogenviereck,  welches  für  die  Dreiecksfunctionen  erster 
Art  jedenfalls  ganz  innerhalb  des  realen  Orthogonalkreises  liegt.  Die 
aus  F^^  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  -9-  hervorgehenden  Bereiche 

F 

t-'^i,  ±y-2^--±-''-v 

sind  untereinander  und  mit  F^^  congruent  und  befinden  sich  für  die 
Functionen  erster  Art  ebenfalls  ganz  innerhalb  des  Kreises  0.  Es  sind 
nun  zwei  Fälle  als  möglich  in's  Auge  zu  fassen. 

1)  Die  Bereiche  F,  ,  ,  lagern  sich  schlicht  und  lücken- 
los  nebeneinander,  d.  h.  die  Fläche  F  bedeckt  die  ?; -Ebene  nirgends 
mehrfach;  dann  ist  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  344 ff.) 
die  Gruppe  d-  discontinuirlich. 

2)  Dies  ist  nicht  der  Fall,  sondern  es  kommt  vor,  dass  mehrere 
jener  Bereiche  übereinander  greifen. 

In  den  Fällen 


*.  =  o, 

s,  =  o, 

*3  =  0 

*.-!- 

^-h 

*,  =  o 

^=|. 

K-\, 

*3=4 
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hatten  wir  gezeigt,  dass  nur  die  unter  1)  angegebene  Möglichkeit  ein- 
treten kann.     Um  dies  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

"^^o  ßy,  y,,,  g.^  positive  ganze  Zahlen  oder  unendlich  sind,  beweisen  zu 
können,  müssen  wir  uns  einer  Methode  bedienen,  die  Herr  Poincare 
für  die  Untersuchung  analoger  Fragen  von  viel  grösserer  Allgemeinheit 
angegeben  hat.     Der  Grund,  weshalb  die  im  Falle 

angewandte  Beweismethode  (Nr.  272,  S.  50)  im  Allgemeinen  nicht  aus- 
reicht, ist  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass,   Avenn  nicht  alle  drei  ö 
versehwinden,  noth wendig  Ecken   von  F^^  vorhanden  sein  müssen,   die 
nicht  auf  dem  Orthogonalki'eise  liegen.    Es  sind  dies  nämlich  die  Ecken, 
die  Doppelpunkte  elliptischer  Substitutionen  sind. 

Im  Falle   einer   Dreiecksfunction   erster  Art    liegen    alle   Bereiche 
F 

nothwendig  innerhalb  des  Orthogonalkreises  0,  da  jeder  ihrer  Punkte 
mit  einem  Punkte  von  F^  correspondirt.  Die  von  der  Gesammtheit 
dieser  Bereiche  gebildete  Fläche  F  kann  also  nicht  über  den  Kreis  0 
hinweggreifen.  Für  die  Dreiecksfunctioncn  zweiter  Art  ist  der  Punkt  r]^ , 
durch  den  alle  Seiten  der  mit  F^  congruenten  Bereiche  hindurchgehen, 
keinesfalls  ein  Punkt,  der  im  Innern  der  Fläche  F  liegt.  Für  die 
Functionen  dritter  Art  kann  F  dagegen  die  ganze  1; -Ebene  erfüllen. 

Denken  wir  uns  einen  Punkt  a  im  Innern  des  Fundamental- 
bereiches i^y  und  einen  beliebigen  Punkt  &  der  7; -Ebene.  Legen  wir 
von  a  nach  h  hin  eine  Curve  S,  die  sich  nicht  unendlich  oft  windet, 
und  verfolgen  wir  den  Verlauf  dieser  Curve  in  der  Fläche  F.  Die 
Curve  ß  wird  F^^  über  eine  gewisse  Seite  hinweg  verlassen  und  in  den 
benachbarten  Bereich  F  eintreten,  wird  dann  diesen  Bereich  abermals 
über  eine  Seite  hinweg  verlassen,  um  in  den  benachbai'ten  Bereich  F 

O  7  u>.) 

zu  gelangen  u.  s.  w.  Wenn  wir  auf  diese  Weise  fortfahrend  die  Reihe 
der  Bereiche 

FF       F       F 

bestimmen,  die  von  der  Curve  S  durchquert  werden,  so  sind  zwei 
Fälle  möglich. 

Es  wird  sicJi  entweder  ein  Bereich  F  ergeben,  den  die  Curve  (S 
nicht  mehr  verlässt,  dann  befindet  sich  der  Punkt  h  in  diesem  Bereiche, 
d.  h.  h  liegt  jedenfalls  in  dem  von  der  Fläche  F  bedeckten  Theile  der 


I 
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>y- Ebene  und  (S  verläuft  ganz  innerhalb  F.  Wenn  der  Bereich  I  , 
(Un  die  Curve  nicht  mehr  verlässt,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von 
Schritten  erreicht  wird,  so  sagen  wir,  die  Curve  ß  sei  von  der 
ersten  Art. 

Oder  man  wird,  wie  weit  man  auch  gehen  mag,  niemals  auf  einen 
1  Bereich  der  Fläche  F  stossen,  den  die  Curve  S  nicht  verlässt,  dann 
siigen  wir,  (5  sei  von  der  zweiten  Art. 

Wenn  der  Punkt  h  so  beschaffen  ist,  dass  jede  Curve  ß,  die  den- 
selben mit  a  verbindet,  von  der  zweiten  Art  ist,  dann  liegt  l)  offenbar 
ausserhalb  des  von  der  Fläche  F  bedeckten  Theiles  der  t;- Ebene. 

Giebt  es  dagegen  Curven  ß^ ,  ©.,;•••  erster  Art,  die  a  mit  h  ver- 
binden, und  endet  ß,  in  F  ,  ©„  in  F  ,  •  •  • ,  so  befindet  sich  der 
Punkt  h  innerhalb  des  von  der  Fläche  F  bedeckten  Gebietes  der 
w- Ebene,  und  zwar  lagern  sich  in  der  Nähe  von  h  die  Bereiche  F   ,  F   ,••• 

I/O  ^  \  "9 

übereinander.    Wenn  also  die  Gruppe  d'  eine  discontinuirliche  sein  soll, 

so  müssen  die  Bereiche 

F       F      •    • 

in  denen  die  von  a  nach  h  gelegten  Curven  erster  Art  endigen,  mit 
einander  identisch  sein. 

Lassen  wir  h  mit  a  zusammenfallen,  so  sind  die  Curven  Q.  ge- 
schlossen, und  es  giebt  unter  ihnen  jedenfalls  solche,  die  von  erster 
Art  sind.  Für  die  Discontinuität  der  Gruppe  •O-  ist  dann  offenbar 
nothwendig,  dass  der  Bereich  F^,  in  welchem  irgend  eine  von  a 
ausgehende  geschlossene  Curve  erster  Art  endet,  mit  F^  identisch  ist. 
Hinreichend  für  die  Discontinuität  von  0-  ist,  dass  jede  von  a  aus- 
sehende, innerhalb  der  Fläche  F  verlaufende  Curve,  die  zu  demselben 
Punkte  f]  =  a  zurückführt,  auch  in  dem  Bereiche  F^^  endet,  d.  h.  eine 
in  der  Fläche  F  geschlossene  Curve  ist,    denn   aus  der  Congruenz  der 

Bereiche 

F 

mit  F,,  folgt  dann,  dass  jede  Curve,  die  von  einem  beliebigen  Punkte 
des  von  der  Fläche  F  bedeckten  Theiles  der  t;  Ebene  ausgeht,  ganz 
innerhalb  F  verläuft  und  zu  demselben  ly-Werthe  zurückkehrt,  auch 
eine  innerhalb  F  geschlossene  Curve  sein  muss,  und  dies  besagt 
nichts  anderes,  als  dass  sich  die  Fläche  F  an  keiner  Stelle  mehrfach 
überdeckt. 
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287.    Beweis  eines  Hülfssatzes.     Sätze  über  Dreiecksfunctionen. 
Discontinuitätsbeweis. 

Wir  beweisen  zuvörderst  den  folgenden  Hülfssatz: 

Jede  Curve  (5  die  von  a  ausgeht  und  nach  einem  Punkte  h 

hinführt,  ohne  den  Orthogonalkreis  0  zu  treffen,  ist  von  der 

ersten  Art. 

Denken  wir  uns  die  Reihe  der  von  S  durchquerten  Bereiche 

ü  '  0)|  '  0*2  ' 

bestimmt,  und  bezeichnen  wir  mit  l  das  innerhalb  F  gelegene  Stück 
der  Curve  (E,  mit  Z^,  das  innerhalb  F^  verlaufende  Stück  dieser  Curve, 
so  ist  also 

Das  Curvenstück  l    verbindet    offenbar    zwei  Punkte    der  Begrenzung 
von  F    ;    diese  Punkte  können   entweder  auf  zwei  in  einer  Ecke  A 
von  F     zusammenstossenden  Seiten  dieses  Bereiches  liegen,  wir  sagen 

dann,  l  umspannt  die  Ecke  X^\  oder  sie  gehören  zwei  nicht  be- 
nachbarten Seiten  von  F  an.  Wenn  l  keine  Ecke  umspannt,  so  con- 
struiren  wir  die  mit  l  congruente,  innerhalb  des  Fundamentalbereiches 
F^  verlaufende  Curve  f^^ ;  dann  umspannt  f^^  auch  keine  Ecke  von  F^ , 
die  superficielle  Länge  von  t^''  hat  demnach  einen  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Werth,  der  eine  bestimmte  angebbare  Grösse  K  über- 
treffen muss.  Also  ist  auch  die  superficielle  Länge  von  l  selbst  grösser 
wie  K. 

Da  die  Curve  ©  den  Orthogonalkreis  0  nicht  trifft,  so  hat  ihre 
superficielle  Länge  einen  endlichen  Werth  L,  die  Anzahl  derjenigen 
Curvenstücke,  die  keine  Ecke  umspannen,  ist  also  jedenfalls  kleiner  wie 

i 
K' 

Wir  können  folglich  die  positive  ganze  Zahl  q  so  gross  wählen, 
dass  alle  Curvenstücke,  die  keine  Ecke  umspannen,  unter  den 

enthalten  sind;  die  folgenden 

umspannen  also  Ecken. 

Betrachten  wir  unter  den  letzteren  zwei  auf  einander  folgende  und 
den  durch  Vereinigung  derselben  entstehenden  Bogen 
m   =  ^   -4-1   .  . ,  ip^i). 
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(laim  können  l  und  ?  ,  ^  entweder  dieselbe  Ecke  A  umspannen,  so  dass 
iilso  )ii^  selbst  diese  Ecke  umspannt,  oder  l,  Z  ,  ^  umspannen  ver 
st-liiedene  Ecken. 

Wenn  m    keine  Ecke  umspannt,  so  beginnt  dieser  Curvenbogen  in 

einem  Punkte  einer   Seite  s^^  von  F    ,    der  in   der  Ecke  A^''^  mündet, 
überschreitet    die   Seite  (A     ,  A^      ),   die   die  gemeinsame   Grenze   der 


iteiden   Bereicbe   F    ,  F  bildet,    und     endet 


(p^o 


in  einem  Punkte  der  Seite  s'         von  F        ,  die 

von    der    Ecke    A^^'+'^    ausgeht    (vergi.    Fig.  24). 

Construiren    vrir    die    mit    1,1..    congruenten  /  ^^-—f-J^\    , 

Curven  innerhalb  F^ ,  so  erhalten  wir  einen  Curven-    ^ 

zuff  w^"^  innerhalb  F„ ,  der  Punkte  von  drei  Seiten 

des  Fundamentalbereiches  mit  einander  verbindet. 

Die    superficielle  Länge    von   )n      besitzt    folglich  Fig.  24 

einen    endlichen    von    Null    verschiedenen  Werth, 

der  nicht  unterhalb  einer  gewissen  angebbaren  Grenze  K  liegen  kann. 

Die  Anzahl  der  Curvenbogen  m^,  die  keine  Ecke  umspannen,  ist  dem 

nach  ebenfalls  eine  endliche,  nämlich  kleiner  wie 

K 

Wir  können  also  die  positive  ganze  Zahl  r  so  gross  wählen,  dass 
alle  Curvenstücke 

K,  ',+.'•■■ 

eine  und   dieselbe  Ecke  A^'^''  umspannen.     Es  sind  dann  zwei   Fälle 
möglich. 

Die  Ecke  A*^'^^  kann  Doppelpunkt  einer  elliptischen  Substitution 
der  Gruppe  ■9'  sein.  Diese  Substitution  geht  dann  nothwendig  aus 
einer  der  drei  Substitutionen 

durch  Transformation  mittelst  einer  Substitution    von  •9-  hervor.     Ihr 
Multiplicator  hat  also  die  Form 

2  ni 

e      '^  =  e     .  {.y.  =  i,%?.). 

Es  lagern  sich  folglich  o-enau  q  Bereiche  der  Fläche  F  um  den  Punkt  A^' 
herum,    die  Anzahl   der   Curvenstücke  l^^,  die  die  Ecke  A'''^  umspannen, 
kann  demnach  nicht  grösser  wie  g,^  sein.     In  diesem  Falle  ist  also  ge- 
zeigt, dass  die  Anzahl  aller  Curvenstücke 

A^j ,     Aj^ ,     Ay ,   •  •  • 
eme  endliche  ist. 
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Die  Ecke  A^'^  kann  aber  auch  Doppelpunkt  einer  parabolischen 
Substitution  der  Gruppe  d-  sein.  In  diesem  Falle  liegt  A  auf  dem 
Orthogfonallo-eise  0,    und  die    in    A^'^   mündenden    Seiten    der    Bereiclie 

F,        ,  ,      schneiden  den  Kreis  0  unter  rechtem  Winkel  und  ho 

±y-i,  ±>^2.  ■•±'^,. 

rühren  einander  in  X^''\  Nach  dem  Satze  der  Nr.  285  (S.  103)  kann  eine 
Curve,  die  den  Orthogonalkreis  nicht  triift,  nur  eine  endliche  Anzahl 
solcher  sich  in  A^  berührender  Kreise  durchschneiden,  die  Curve  (£ 
kann  folglich  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  der  sich  um  A '  herum- 
lagernden Bereiche  von  F  durchqueren,  d.  h.  auch  in  diesem  Falle  ist 
die  Anzahl  der  Curvenstücke 

K>    h+i'  '  '  ' 
und  folglich  auch  die  der  Curvenstücke 

überhaupt  eine  endliche. 

Damit  ist  also  der  Beweis  unseres  Hülfssatzes  geliefert. 

Füi-  die  Dreiecksfunctionen  dritter  Art,  wo  der  Orthogonalkreis 
imaginär  ist,  folgt  hieraus,  dass  jede  in  der  »;- Ebene  gelegene  Curve  (£ 
von  der  ersten  Art  sein  muss,  das  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn  die 
Anzahl  der  Bereiche 

F 

und  folglich  auch  die  Anzahl  der  Substitutionen  der  Gruppe  0-  eine 
endliche  ist.     D.  h.: 

Für  die  Dreiecksfunctionen  dritter  Art  ist  i]  eine  alge- 
braische Function  der  unabhängigen  Variabein  z. 

Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  und  zweiter  Art  ist  der  Ortho- 
gonalki-eis  real.  Denken  wir  uns  eine  von  a  ausgehende,  ganz  inner- 
halb der  Fläche  F  verlaufende  Curve  (S,  die  den  Orthoffonalkreis  in 
einem  Punkte  trifft  und  die  durch  keine  Ecke  eines  der  Bereiche  von 
F  hindurchgeht.     Möge  (£  die  Bereiche 

F      F        F 

durchqueren,  und  bezeichne  wieder  l  das  innerhalb  F^^  gelegene  Stück 
dieser  Curve.  Dann  ist  die  superficielle  Länge  eines  jeden  solchen 
Stückes  l  eine  endliche,  die  superficielle  Länge  der  ganzen  Curve  d 
ist  aber  nach  dem  Satze  3  der  Nr.  285  (S.  102)  unendlich  gross;  es  mus.s 
folglich  die  Anzahl  der  Stücke  l  ^  eine  unendliche  sein.  Da  für  f  >  0 
nicht  jeder  Punkt  des  Orthogonalkreises  eine  Ecke  sein  kann,  und  für 
c  =  0  der  Punkt  i]^ ,  auf  den  der  Orthogonalki-eis  zusammenschrumpft, 
keine  Ecke  ist  (es  schneiden  sich  ja  alle   Seiten    der  Bereiche  von  F 


288.    Die  Dmecksfimctionen  ev.ster  Art.  111 

in  diesem  Punkte),  so  giebt  es  stets  Curveu  von  der  für  ß  geforderten 
Beschaffenheit.     D.  h.: 

Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  und  zweiter  Art  ist 
die  Anzahl  der  Bereiche  von  F  nnd  folglich  die  Anzahl  der 
Substitutionen  der  Gruppe  ^  unendlich  gross,  i;  ist  eine 
transcendente  Function  von  s,  und  jede  Curve,  die  den  Ortho- 
gonalkreis in  einem  Punkte  trifft  der  keine  Ecke  ist,  ist  im 
Sinne  der  oben  (Nr.  28G,  S.  107)  gegebenen  Definition  von  der 
zweiten  Art.  «■ 

Hieraus  folgt  ferner: 

Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  Art  bedeckt  die  Fläche 
F  das  Innere  des  Orthogonalkreises  vollständig  und  lücken- 
los. Für  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  und  dritter  Art  gilt 
das  Gleiche  für  die  ganze  unendliche  i;-Ebene;  nur  ist  bei 
den  Functionen  zweiter  Art  die  Fläche  F  durch  den  Punkt  i]^ 
begrenzt,  während  sie  für  die  dritte  Art  unbegrenzt  ist. 

In  allen  drei  Fällen  ist  also  die  Fläche  F  eine  einfach  zusammen- 
hängende. 

Der  Discontinuitätsbeweis  lässt  sich  nunmehr  mit  Leichtigkeit  führen. 

Eine  von  dem  Punkte  a  des  Fundamentalbereiches  F^  ausgehende 
und  zu  demselben  i;-Werthe  zurückkehrende  ganz  innerhalb  der  Fläche 
F  verlaufende  Curve  6  könnte,  da  F  einfach  zusammenhängend  ist, 
nur  dann  in  einem  von  F^  verschiedenen  Bereiche  endigen,  wenn  diese 
Curve  einen  Windungspunkt  der  Fläche  F  einschlösse.  Die  Fläche  F 
besitzt  aber,  da  die  d^ ,  (3\, ,  d.^  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind, 
in  ihrem  Innern  keinen  Windungspunkt,  also  führt  jede  Curve  (5  noth- 
wendig  in  den  Bereich  F^  zurück.  Etwas  anders  gefasst  lautet  dieser 
Beweis  so: 

Zwischen  der  Zusammenhangszahl  2  p  -j-  1,  der  Anzahl  der  Win- 
dungspunkte IV  und  der  Anzahl  der  Blätter  n  einer  Fläche  besteht 
nach  Riemann  die  Beziehung 

w  —  2n  =  2p  —  2, 

für  unsere  Fläche  i^  ist  7)  =  0 ,  «(;  =  0 ,  folglich 
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Wir  erkennen,  dass  für  die  allgemeinste  Dreiecksfuuctiou 

n  =  s{d^,  d,,  Ö3,  s), 
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wo  die  d^ ,  Ö,^ ,  Ö.^  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind,  ähnliche  Ver- 
hältnisse bestehen,  wie  im  Falle 

ö;  =  b,^  =  8..  =  0. 

Allemal  ist  die  zugehörige  Monodromiegrupi^e  'S-  eigentlich  disconti- 
nuirlich  für  alle  Punkte  der  i^- Ebene,  die  nicht  auf  dem  Orthogonal- 
kreise liegen.  Dies  ist  für  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  und  dritter 
Art  unmittelbar  evident,  für  die  Functionen  erster  Art  haben  wir  da- 
gegen die  Discontinuität  der  Gruppe  0-  nur  für  die  Punkte  innerhalb 
des  Orthogonalkreises  bewiesen.  Man  braucht  aber  nur  zu  beachten, 
dass  die  Punkte  ausserhalb  des  Orthogonalkreises  Spiegelbilder  sind 
von  den  Punkten  innerhalb  dieses  Kreises,  um  zu  erkennen,  dass,  wenn 
wir  von  dem  Spiegelbilde  des  Fundamentalbereiches  F^^  in  Bezug  auf 
0  ausgegangen  wären,  die  sämmtlichen  Bereiche,  die  aus  diesem  Spiegel- 
bilde durch  die  Substitutionen  von  ^  hervorgehen,  eine  Fläche  gebildet 
hätten,  die  als  das  Spiegelbild  von  F  das  Aeussere  des  Orthogonal- 
kreises vollständig  lückenlos  und  einfach  bedeckt. 

Wir  haben  also  für  die  Dreiecksfunctionen  erster  Art  zwei 
Continua  von  Punkten,  innerhalb  derer  die  Grupj)e  ^  eigentlich  dis- 
continuirlich  ist,  diese  beiden  Continua  werden  durch  die  Peripherie 
des  Orthogonalkreises  von  einander  getrennt.  Diese  Peripherie  ist  also 
die  in  der  Nr.  202  (Bd.  II,  1,  S.  280)  charakterisirte  Punktmenge  P, 
die  aus  der  Gesammtheit  Q  der  Doppelpunkte  der  nicht  elliptischen 
Substitutionen  von  -&■  und  aus  der  ersten  Ableitung  Q'  dieser  Gesammt- 
heit besteht.  Die  allgemeinen  Resultate  der  Nr.  204  (Bd.  II,  1,  S.  280  i 
geben  uns  nunmehr  vollständigen  Aufschluss  über  die  Natur  der  Um 
kehrungsfunction  z  von  jj. 

Wir  hatten  das  Ausgangsdreieck  als  innerhalb  des  Orthogonalki'eises 
gelegen  angenommen,  d.  h.  wir  hatten  uns  den  Integralquotienten  r^  so 
gewählt  gedacht,  dass  für  einen  bestimmten  regulären  Werth  z  =  z^ 
der  zugehörige  tj -Werth  im  Innern  von  0  lag.  Halten  wir  an  dieser 
Voraussetzung  fest,  so  ist  also  z  eine  eindeutige  Function  von  ?;,  die 
ungeändert  bleibt,  wenn  r}  eine  Substitution  der  Gruppe  -9-  erfährt,  die 
nur  im  Innern  des  Orthogonalkreises  0  existirt  und  für  welche  jed<- 
Stelle  der  Peripherie  von  0  eine  Unbestimmtheitsstelle  ist.  Diese 
Function  z  nimmt  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F^^  jeden  Werth 
nur  ein  einziges  Mal  an,  und  es  ist  jede  eindeutige  Function  von  i\. 
die  die  Gruppe  0-  zulässt  und  sich  innerhalb  F^  wie  eine  rationale 
Function  verhält,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  215  fBd.  II,  1,  S.  330; 
rational  durch  z  darstellbar. 
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Würden  wir  ij  so  gewählt  haben,  dass  dieser  Integralquotient  für 
I  inen  regulären  Werth  von  2  einen  Werth  erhält,  der  ausserhalb  des 
Orthogonalkreises  der  entsprechenden  Gruppe  liegt,  d.  h.  hätten  wir 
das  Ausgangsdreieck  als  ausserhalb  des  Orthogonalkreises  befindlich 
gewählt,  so  würden  wir  zu  einer  eindeutigen,  bei  den  Substitutionen 
der  Gruppe  unveränderlichen  Function  gelangt  sein,  die  ausserhalb 
dieses  Orthogonalkreises  existirt. 

Die  Gesammtheit  der  eindeutigen  Functionen,  die  bei  den  Sub- 
stitutionen unserer  Gruppe  0-  ungeändert  bleiben,  verfällt  demnach  in 
zwei  Typen.  Der  eine  Typus  existirt  innerhalb,  der  andere  ausserhalb 
des  Orthogonalkreises  0  dieser  Gruppe.  Der  Uebergaug  von  einer 
Function  des  einen  Typus  zu  einer  Function  des  anderen  erfolgt,  indem 
man  z.  B.  in  einer  dieser  Functionen  an  die  Stelle  der  unabhängigen 
Variabein  ?;  das  Spiegelbild  derselben  in  Bezug  auf  den  Orthogonal- 
kreis setzt.  Wir  werden  späterhin  eine  Darstellung  dieser  Functionen 
kennen  lernen,  bei  welcher  dieser  Uebergaug  in  höchst  anschaulicher 
Weise  vollzogen  werden  kann. 

Wir  heben  noch  einmal  hervor,  dass  also  für  diejenigen  Dreiecks- 
functionen, für  welche 

Ö,  =  — ,      d.,  =      ,      d    =  - 

^         Ol  -         (J->  ^         9:i 

und  die  Summe 

A+1+1<1 

ffl  9.2  fh 

ist,  die  eben  dargelegten  Verhältnisse  Platz  greifen.  Solcher  Dreiecks- 
functionen erster  Art  mit  eindeutiger  Umkehrungsfunction  giebt  es 
offenbar  unendlich  viele. 


289.    Die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art. 

Die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art,  die  zu  discontinuirlicheu 
Gruppen  führen,  sind  durch  die  Bedingung 

(fi         0-2         (Ja 

chai-akterisirt.  Für  dieselben  ergiebt  sich  sofort  nur  eine  sehr  beschränkte 
Anzahl  von  Möglichkeiten;  in  der  That  besitzt  die  Gleichung  {a),  als 
Diophantische  Gleichung  für  die  ganzen  positiven  Zahlen  g^,  g^,  g,^ 
aufgefasst,  nur  die  folgenden  Lösungen,  wenn  wir  von  Permutationen 
der  ^1,  ^2,  ^3  absehen: 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  2.  8 
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^,  =  2, 

^2  =  2, 

^3  =   ^ 

9,  =  ^, 

^.  =  4, 

.^3  =  4, 

^,  =  2, 

//2  =  ^; 

^3  =  ^  ^ 

Ö'i  =  3 ,     ^,  --  3 ,     ^3  =  3, 
wir  erhalten  also  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art: 

^lä^'  T'  T'  ^/' 
^Iy'  ¥'  T'  V' 

^  1 3 '  y '  Y '  "/ 

und  die  aus  denselben  durch  Permutation  der  d^,  b„,  d^  hervorgehen- 
den. Von  diesen  Permutationen  können  wir  aber  absehen,  da  dieselben 
nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  73  (Bd.  I,  S.  264)  auf  den  Uebergang 
von  z  zu  einer  linear  gebrochenen  Function  dieser  Grösse  hinaus- 
kommen. 

In  diesen  vier  Fällen  ist  z  eine  in  der  ganzen  tj- Ebene  existirende 
eindeutige  Function  von  jy,  die  nur  in  dem  Punkte  ?;  =  t^^,  auf  den  der 
Orthogonalkreis  zusammengeschrumpft  ist,  eine  Unbestimmtheitsstelle 
besitzt.  Wenn  wir  den  Integi'alquotienten  n]  so  wählen,  dass  der  Punkt 
7/y  in's  Unendliche  fällt,  so  sind  die  Seiten  der  Dreieckstheilung  gerade 
Linien  in  der  7^- Ebene,  die  Substitutionen  der  Gruppe  -9-  sind  wirk- 
liche Verschiebungen  der  ?/- Ebene,  und  wir  können  uns  nun  auch  mit 
Leichtigkeit  die  entsprechenden  Ausgaugsdreiecke  und  Fundamental - 
bereiche  construiren. 

Für  die  erste  Function 

ist  die  dem  Umlaufe  um  z  =  oo  entsprechende  Substitution  eine  para- 
bolische, ihr  Doppelpunkt,  d.  h.  die  Ecke  Ag  des  Ausgangsdreieckes, 
befindet  sich  folglich  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  i]^  der  >j- Ebene. 
Die  beiden  anderen  Ecken  A^,  A.,  können  wir  noch  nach  Belieben  wählen 
und  dadurch  den  Integralquotienten  >;  völlig  bestimmen.     Sei  z.  B. 

A^  =  0,      A,  =  l, 

dann  lauten  also   die  Substitutionen  J.^,  A^  in  der  canonischen  Form 

^1  ^  =  —  f? ,      ^,  '^  —  1  =  —  (>/  —  1) , 

da  ja  die  Multiplicatoren 
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2ndi 


e      '  =  —  1 


sind.     Die  Substitution  A.^  lautet  demgemäss 

A  );  =  ./- 2, 

und  der  Fuudameutalbereicli  F^  bat  die  in  der  Fig.  25  daro-estellte 
Form.  Die  Function  z  von  ?/ 
I  ist  demnach  eine  einfach-perio- 
dische Function  mit  der  Periode  2, 
die  aber  innerhalb  des  Perioden 
Streifens^  der  von  den  Parallelen 
zur  lateralen  Axe  in  den  Punkten 
—  1  und  -f-  1  begrenzt  wird, 
jeden  Werth  zweimal  annimmt, 
nämlich  in  zwei  Punkten  )]  und 
A^ )].  Wir  können  diese  Function 
in  einfachster  Weise  finden,  wenn 
wir  beachten,  dass  nach  den  Glei- 
chungen (1)  der  Nr.  2()S  ^S.  82) 
in  unserem  Falle 


-*; 

K 

,"? 

////, 

-/ 

■^  1 

^^, 

0 

*o 

1 

,v^ 

K 

K 

> 

^ 

" 

, 

cc  =  ß^'O, 


Fig. 


genommen  werden  kann.     Es  ist  folglich  z.  B. 


2-1^(1         1         'S         \ 

Nun  ist  aber,  wie  Gauss  bemerkt  hat, 

t  =  smt-F{-l-,   |,    |,    sin-/) 

Wqo  =  arc  sin  Y^, 

2  ==  Sin    I  —  I , 

V'oi  / ' 

also,  da  für  ^  =  0,  ->;  =  0  und  für  z  =  1,  i]  =  1  sein  sollte, 


und  demnach 
d.  h.  wir  haben 


sm 


2  Ttri 


Für  die  Function 


'^  =  4-2  '  T'  T'   ^) 


IIG 
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ist  das  Ausgaugsdreieck  ein  rechtwinkelig  gleichsah enkeliges,  der  Funda- 
mentalbereich  i^^,  hat  also  die  in  der  Fig.  26  dargestellte  Form.  Die 
Abbildung  von  F^^  mittelst  der  Substitution  Ä^ 
liefert  den  Bereich  F^^,  der  mit  7''^  zusammen 
ein  Quadrat  bildet.  Innerhalb  dieses  Quadrates 
(A^,  Ag',  Ag',  Ag)  nimmt  die  eindeutige  Function 
12  von  rj  jeden  Werth  zweimal  au  und  zwar 
immer  in  Punkten,  die  der  Gleichung 

V  —  ^i  =  —  (v  —  K) 

Genüge  leisten.    Insbesondere  hat  also  ß  auf  je 
zwei  gegenüberliegenden  Seiten  jenes  Quadrates 
denselben  Werth,   es    ist   demnach  z  eine  ein- 
deutige doppeltperiodische  Function  von  j;  mit  den  Perioden 

Ac,  —  A., ,      Q.,  =  A.j       A^ , 


03. 


"3' 


die    innerhalb    des  Periodenparallelogramms  jeden  Werth   zweimal   an- 
nimmt.    Da  der  Quotient  der  Perioden 


^3         ^2 


ist,  so  haben  wir  in  s  eine  lemniscatische  Function  von  ?/. 
Für  die  Function 

ist  das  Ausgangsdreieck  ebenfalls  rechtwinkelig,  der  Fundamental- 
bereich i^Q  ist  in  der  Fig.  27  dargestellt.  Auch  hier  ist  0  eine  doppelt- 
periodische eindeutige  Function  von  r;  mit  den  Perioden 


A„-A„ 


h      '^2' 


die     in      zwei     Punkten     des 
Periodenparallelogramms 

'■■'    (A^,  A3',  A^',  A,^),  die  durch  die 
Gleichung 

V  —  ^i  =  —  (V  —  '^i) 

mit    einander    verknüpft   sind, 
denselben     Werth     annimmt. 


Der  Periodenquotient  hat  den  Werth 
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Für  die  Functiun 


^"  \  3  '    3  '    3  '   ^7 


dlich   ist  das  Ausgangsdreieck  ein  gleichseitiges;   die  Fig.  28   veran- 


Die  Substitutionen  Ä^,  Ä^,  Ä. 


schauliclit  den  Fundamentalbereich  F^ 
lauten 

(y.  =  1,  2,  3). 

Spiegeln  wir  das  Ausgangsdreieck  (A, ,  A^,  A^)  in  Bezug  auf  die  Seite  s^', 
das  so  entstehende  Dreieck  (A., ,  k, ,  A^')  in  Bezug  auf  die  Seite  (A^',  l.^ 
das  entstandene  Spiegel- 
bild (a;,  a;,  A3)  in  Bezug         '^ :^ ^ ^ ^      '      ^'' 

auf    die    Seite    (A^',  A,'),      /  \   F    ^k  >.''''' ^m\  /  \ 

das     neue    Dreieck 
(A/,  A,',   A3")    weiter    in  A-  ,  v/-""    '  .     V 

Bezug  auf  (A^',  A3"),  das 
neue  Dreieck  (A,',  A3",  A^") 
in  Bezug  auf  (A^",  A3"),  so  erhalten  wir  drei  schraffirte  und  drei  un- 
schraffirte  Dreiecke.  Innerhalb  des  Parallelogramms  (A^ ,  A/,  A.,",  A/) 
nimmt  dann  die  Function  z  von  »^  jeden  Werth  zweimal  an,  und  die 
gegenüberliegenden  Seiten  dieses  Parallelogramms  bestehen  aus  corre- 
spondirenden  Punkten. 

Es  ist  folglich  z  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  von  >;, 
die  innerhalb  des  Periodenparallelogramms  (A^ ,  A/,  A,,",  A,/)  jeden  Werth 
zweimal  annimmt,  und  die  Perioden  haben  die  Werthe 


Fig.  28. 


Wj^A,'— A^, 
während  der  Quotient  derselben 


K- 


"1? 


1/3 


rti 


gefunden  wird. 

Die  Darstellung  der  drei  so  gefundenen  doppcltperiodischen  Func- 
tionen bietet  hiernach  keine  Schwierigkeiten,  wenn  man  sich  der  aus 
den  Elementen  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannten 
Formeln  bedient. 


Drittes  Kapitel. 

290.    Die  möglichen  Fälle  von  Dreiecksfunctionen  dritter  Art. 
Allgemeine  Festsetzungen. 

Durcli  die  Betrachtungen  der  beiden  letzten  Nummern  sind  alle 
Fälle  erschöpft,  in  denen  für  eine  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  die 
unabhängige  Variable  z  eine  transcendente  eindeutige  Function  des 
Integralquotienten  7;  darstellt.  Wir  haben  nun  noch  die  Dreiecks- 
functionen dritter  Art  zu  studiren,  für  welche 

ist,  und  die  ganzen  positiven  Zahlen  g^,  r/^,  ^.,  der  Ungleichung 
(&)  J_  _f.  1  _|_  1  >  1 

Genüge  leisten. 

Wir  wissen,  dass  in  diesen  Fällen  die  Gi-uppe  ■O'  eine  endliche, 
aus  lauter  elliptischen  Substitutionen  zusammengesetzte  sein  muss,  dass 
also  7j  eine  algebraische  Function  von  .*•,  und  folglich,  da  die  Gruppe 
discontinuirlich  und  demnach  z  eindeutig  in  tj  ist,  z  eine  rationale 
Function  von  7/  darstellen  muss. 

Da  jede  der  Zahlen  g^ ,  g^ ,  g„  grösser  wie  Eins  ist,  ergeben  sich, 
von  Permutationen  abgesehen,  für  diese  Zahlen  gemäss  der  Un- 
gleichung f/3)  nur  die  folgenden  Möglichkeiten: 


L 

^:  =  -^ 

^2  =  2, 

g.^  =  beliebig  =  n , 

IL 

^1  =  2, 

i'2  =  ^^ 

^3  =  3> 

III. 

^.  =  2, 

^2  =  '^. 

i/3  =  4. 

IV. 

^x-2, 

^2  =  ^' 

9,  =  5. 

Dieselben  stellen  alle  Fälle  dar,  in  denen  für  eine  Gauss 'sehe  Differen- 
tialgleichung die  unabhängige  Variable  z  eine  rationale  Function  des 
Integralquotienten  ist.    Der  bereits  früher  aufgetretene  Fall  der  Dreiecks- 

function 

1       1 


il 
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I  vergi.  Nr.  277,  S.  73),  ordnet  sich  nach  Vertauschung  von  d^^  mit  d„ 
in  den  Fall  I  ein.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  in  allen  vier 
angegebenen  Fällen  die  rationale  Function  z  von  r]  wirklich 
aufzufinden  und  die  Integration  der  entsj^rechenden  Gauss- 
schen  Differentialgleichung,  beziehungsweise  der  entsprechen- 
den Differentialgleichung  (2)  der  Nr.  268,  S.  32 

durch  explicite  Formeln  zu  vollziehen. 

Wir  nehmen  den  Integralquotienten  y]  so,  dass  der  Mittelpunkt  y]^^ 
des  imaginären  Orthogonalkreises  0  in  den  Nullpunkt  fällt,  und  dass 
das  Quadrat  c  des  imaginären  Radius  von  0  den  Werth  —  1  erhält. 
Die  Gleichung  von   0  lautet  dann 

vv  =  —  '^, 

und  die  Verschiebungen  der  Fläche,  deren  Linienelement  durch 

2\dri\ 

7J7]    +    1 

dargestellt  wird,  sind  nach  dem  Satze  3  der  Nr.  282  (S.  93)  von  der  Form 

(2)  V=^V,       i~  =  K'^^, 
woselbst 

(3)  \K\  =  1,       A,a  =  A.a  =  —  1 
ist.     Wenn 

gesetzt  wird,  so  besteht  nach  Nr.  284  (S.  98)  zwischen  p,  q  und  den 
geodätischen  Polarcoordinaten  r,  q)  auf  der  Fläche  vom  constanten 
Krümmungsmaasse 

die  Beziehung  (vergl.  a.  a.  0.  Glgn.  (9),  (12)) 

{  2>  =  Q  cos  q) ,      q  ^  Q  sinq) , 

(4) 

[  P  =  tg  .,  • 

Wir  können  jetzt  die  Fläche  vom  constanten  Krümmungsmaasse  1 
speciell  als  eine  Kugel  S  vom  Radius  1  wählen,  dann  sind  also  auf 
dieser  Kugel  die  Grössen  r,  cp  nichts  anderes,  wie  die  Polhöhe  und 
die  geographische  Länge,  und  wenn  wir  demgemäss  durch  die  Formeln 

1^  =  sin  r  cos  cp , 

Ig  =  sin  r  sing), 

Ig  =  cos  r 
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die  rechtwinkeligen  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Kugel  darstellen, 
so  erscheint  dieselbe  durch  Vermittelung  der  Gleichungen 

^^iTls'     '^  =  1+1:'     ''  =  ^^Y-' 

auf  die  ■j^-Ebene  durch  stereographische  Projection  abgebildet. 
Sei  Ärj  eine  Verschiebung,  und  möge  der  eine  Doppelpunkt 

A  =  tg  y  e 
sein,  so  hat  der  andere  Doppelpunkt  den  Werth 

X 


^  =  -  T  =  l^g       2 


d.  h.  die  beiden  Doppelpunkte  entsprechen  den  beiden  Endpunkten 
eines  Durchmessers  auf  der  Kugel  S.  Die  Verschiebung  selbst  ist 
nichts  anderes,  wie  eine  Drehung  der  Kugel  *S'  um  diesen  Durchmesser 
als  Axe,  und  zwar  eine  Drehung  um  den  Winkel 

Arff  K 
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Körpern. 

Denken  wir  uns  die  der  projectiven  Gruppe  d-  entsprechende 
Theilung  der  7^- Ebene,  insbesondere  den  Fundamentalbereich  J^^,  auf 
die  Kugel  S  übertragen,  so  entspricht  dem  F^^  ein  von  geodätischen 
Linien,  d.  h.  also  von  grössten  Kreisen  gebildetes  Viereck,  welches 
durch  die  Diagonale  in  zwei  Dreiecke  zerlegt  wird,  die  jetzt  in  Bezug 
auf  den  diese  Diagonale  bildenden  grössten  Kreis  im  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  symmetrisch  sind.  Wir  bezeichnen  die  Ecken 
imd  Seiten  dieser  sphärischen  Dreiecke  durch  dieselben  Buchstaben, 
wie  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  und  Kreise  der  tj- Ebene  und 
denken  uns  auch,  wie  in  der  -»^-Ebene,  das  der  unteren  ^-Halbebene 
entsprechende  Dreieck  (das  Ausgangsdreieck)  schraffirt.  Die  den  übrigen 
Bereichen  der  ij  Ebene  entsprechenden  Bereiche  auf  der  Kugel  sind 
dann  mit  dem  dem  Fundamentalbereiche  jP^  entsprechenden  sphärischen 
Vierecke  im  gewöhnlichen  Sinne  congruent  und  bestehen  auch  wie  dieses 
aus  je  zwei  symmetrischen  sphärischen  Dreiecken,  die  wir  uns  ebenfalls 
abwechselnd  schraffirt  und  unschraffirt  denken  wollen. 

Die  Kugel  S  erscheint  auf  diese  Weise  mit  einem  Netze  theils 
schraffirter,  theils  unschraffirter  Dreiecke  überzogen,  von  denen  je  zwei 
längs  einer  Seite  benachbarte  in  Bezug  auf  den  diese  Seite  bildenden 
grössten  Kreis  symmetrisch  sind.    Diese  Dreiecke  erfüllen  die  Oberfläche 
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der  Kugel  vollständig  und  lückenlos  und  lagern  sieh  schlicht  neben 
einander.  Die  Winkel  eines  solchen  sphärischen  Dreiecks  werden  durch 
die  Zahlen 

Tt  1t  7f 

o-eo-eben,  die  sämmtlichen  Dreiecke  haben  demnach  gleichen  Flächen- 
inhalt, nämlich 

J= 7t. 

9i         9-2         9z 

Dividiren  wir  also  die  Oberfläche  4ji;  der  gesammten  Kugel  durch 
diesen  Flächeninhalt  J,  so  erhalten  wir  die  Anzahl  der  Dreiecke  unserer 
Theilung,  d.  h.  die  doppelte  Anzahl  der  aus  F^^  durch  die  Substitutionen 
der  Gruppe  ^  hervorgehenden  Bereiche,  also  die  doppelte  Anzahl  der 
Substitutionen  von  Q^. 

Wenn  wir  die  Anzahl  der  Substitutionen  von  %■  durch  v  bezeichnen, 

so  ist  demnach 

4«  4 


2v  = 


Tt     .     n     ,     11  1      ,      1      1      1         ^ 

9i        9-2    ^    9i  9i        92        9ä 


wir  finden  also  in  den  vier  möglichen  Fällen 

I.      v  =  2n, 
IL      v  =  12, 

III.  i/  =  24, 

IV.  V  =  60. 

Die  Zahl  v  giebt  allemal  zugleich  die  Anzahl  der  Zweige 
der  algebraischen  Function  >/  von  2  an. 

Von  der  geometrischen  Gestalt  der  auf  der  Kugel  entstehenden 
Dreieckstheilung  können  wir  uns  nun  leicht  eine  klare  Vorstellung 
bilden. 

Im  Falle  I  stehen  die  Seiten  (A^ ,  A^)  und  (A^ ,  A3)  des  Ausgaugs- 
dreiecks  auf  der  Seite  (A^,  A,)  senkrecht  und  schneiden  sich  im  Punkte  A3 

unter  dem  Winkel  ^  ;  der  Punkt  A,  ist  also  der  Pol  des  die  Seite 
(Aj^,  A^)  bildenden  grössten  Kreises,  den  wir  als  den  Aequator  der 
Kugel  auffassen  wollen,  Durch  symmetrische  Abbildung  in  Bezug  auf 
den  Aequator  entsteht  dann  das  Dreieck  (A^ ,  A^ ,  A3'),  welches  mit  dem 
Ausgangsdreiecke  zusammen  den  Fundamentalbereich  F^  bildet.  Die 
Ecke  A3'  liegt  der  Ecke  A3  diametral  gegenüber  und  ist  folglich  der 
zweite  Pol  des  Aequatorkreises.  Wir  erhalten  also  die  Kugeltheilung 
in  diesem  Falle,  wenn  wir  von  A^  ausgehend  den  Aequator  in  2n  gleiche 
Theile  theilen  und  die  Theilpunkte  mit  den  beiden  Polen  A^,  A^'  durch 
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grösste  Kreise  verbinden.  Die  Ecken  dieser  Theilung  sind  nichts 
anderes  wie  die  Eckpunkte  einer  der  Kugel  eingescliriebenen  Doppel- 
pyramide. 

Denken  wir  uns  mit  Herrn  Klein  in  der  Aequatorebene  ein  dem 
Aequatorkreise  eingeschriebenes  regelmässiges  w-Eck,  dessen  eine  Ecke 
in  Aj  liegt,  doppelt  genommen  und  diese  Doppelfl'ache  als  die  Begren- 
zung eines  Körpers  (vom  Rauminhalte  Null),  des  sogenannten  Dieders, 
aufgefasst,  so  können  wir  kurz  sagen:  Die  Ebenen  der  die  Seiten  unserer 
Kugeltheilung  bildenden  grössten  Kreise  sind  die  Symmetrieebenen 
dieses  Dieders,  und  die  Substitutionen  der  Gruppe  d-  sind  nichts 
anderes  als  Drehungen  der  Kugel,  bei  welchen  die  durch  die  Dieder- 
ecken  gebildete  Punktgruppe  in  sich  selbst  übergeht.  Bei  denselben 
Drehungen  bleibt  dann  auch  die  Polarfigur  des  Dieders,  d.  h.  die 
Gruppe  der  beiden  Punkte  A^,  A^'  und  ebenso  die  Gruppe  der  mit  A 
correspondirenden  Punkte,  die  als  Centralprojectionen  der  Kanten- 
halbirungsp unkte  des  Dieders  vom  Kugelmittelpunkte  aus  auf  die 
Kugel  aufgefasst  werden  können,  ungeändert. 

Im  Falle  11  bilden  die  —  =  4  mit  A,  correspondirenden  Eckpunkte 
der  Dreieckstheilung  die  Eckpunkte  eines  der  Kugel  eingeschriebenen 
regelmässigen  Tetraeders,  die  —  =  4  mit  Ag  correspondirenden  Eck- 
punkte    die    Ecken    des   Polar-    oder    Gegentetraeders,    die  —  ^6 

mit  Aj  correspondirenden  Eckpunkte  die  Centralprojectionen  der  Kanten - 
halbirungsp unkte  beider  Tetraeder  auf  die  Kugel.  Die  Ebenen  der 
die  Seiten  der  Dreieckstheilung  bildenden  grössten  Kreise  sind  die 
Symmetrieebenen  der  beiden  Tetraeder,  und  den  Substitutionen  der 
Gnippe  ■0'  entsprechen  diejenigen  Drehungen  der  Kugel,  bei  denen  die 
beiden  Eckenquadrupel  der  beiden  Tetraeder  und  die  Gruppe  der  sechs 
Projectionen  der  Kantenhalbirungspunkte  in  sich  selbst  übergehen. 

Im  Falle  III  bilden  die  ==6  mit  A^  correspondirenden  Ecken 
der  Dreieckstheilung  die  Eckpunkte  eines  regelmässigen  Oktaeders, 
die  —  =  8  mit  Ag  correspondirenden  Ecken  die  Eckpunkte  seiner  Polar- 
figur,   d.  i.  eines  Hexaeders,    die  —  =  12  mit  A^  correspondirenden 

die  Centralprojectionen  der  Kantenhalbirungspunkte  des  Oktaeders 
auf  die  Kugel.  Die  Ebenen  der  die  Dreiecksseiten  bildenden  grössten 
Kreise  sind  die  Symmetrieebenen  des  Oktaeders,  und  den  Substitutionen 
der  Gruppe  d-  entsprechen  diejenigen  Drehungen  der  Kugel,  die  die 
Oktaederecken,  die  Hexaederecken  und  die  Projectionen  der  Kanten- 
halbirungspunkte in  sich  selbst  überführen. 


J 
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Im  Falle  IV  endlich  bilden  die  —  =  12  mit  Ag  correspondirenden 
Ecken  der  Dreieckstheilung  die  Ecken  eines  regelmässigen  Ikosaeders, 
die  =  20  mit  A^  correspondirenden  Eckpunkte  die  Ecken  seiner  Polar- 
tigur,    d.  i.   eines    regelmässigen    Dodekaeders,    die    ^  =  30   mit    A 

correspondirenden  Eckpunkte  die  Centralprojectionen  der  Kanten - 
lialbirungs punkte  des  Ikosaeders  auf  die  Kugel.  Die  Ebenen  der 
die  Seiten  der  Dreieckstheilung  bildenden  grössten  Kreise  sind  die 
Symmetrieebenen  des  Ikosaeders,  und  die  den  Substitutionen  der 
Gruppe  d-  entsprechenden  Kugeldrehungen  sind  genau  diejenigen,  bei 
denen  die  Ikosaederecken,  die  Dodekaederecken  und  die  Gruppe  der 
Projectionen  der  Kantenhalbirungspunkte  in  sich  selbst  übergeführt 
werden. 

Entsprechend  dieser  von  den  Herren  Schwarz  und  Klein  ge- 
gebenen Deutung  der  den  vier  Fällen  der  Dreiecksfunctionen  dritter 
Art  mit  eindeutiger  Umkekrungsfunction  entsprechenden  Kugeltheilungen 
charakterisirt  man  diese  Fälle  wohl  auch  kurz  als  die  des  Dieders, 
Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosaeders  und  nennt  die  zugehörige 
Gruppe  -9-  die  Dieder-,  Tetraeder-,  Oktaeder-  beziehungsweise  Ikosaeder- 
Gruppe. 

292.      Analytische    Discussion    der    Dreiecksfunctionen    dritter    Art. 
Homogene  Formen  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems. 

Wir  wenden  ims  nun  zur  analytischen  Untersuchung  der  eben 
geometrisch  charakterisirten  Dreiecksfunctionen. 

Da  fj  eine  v- deutige  algebraische  Function  von  ^  ist,  so  wird, 
wenn  wir  uns  die  rationale  Function  2  von  rj  in  der  Form 

(^)  ^=M 

dargestellt  denken,  wo  g(r^),  h(rj)  ganze  rationale  Functionen  ohne  ge- 
meinsamen Theiler  sind,  der  Grad  dieser  ganzen  Functionen  gleich 
V  sein. 

Die  einzigen  Verzweigungspunkte  der  algebraischen  Function  rj 
von  z  sind  die  singulären  Stellen 

2  =  0,  1,  oü 
der  Differentialgleichung  (1);    in    der  Umgebung    derselben    ist  ij   be- 
ziehungsweise nach  ganzen  Potenzen  von 


'\  (^-1)%  (ir 


-    *^3 
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entwickelbar.     Bezeichnen  wir  durch 

Ä^  =  l,    A.^,    Ä^,  •••.4,, 

die  sämmtlichen  Substitutionen    der   Gruppe  &,    so  gehören  zu   einem 
regulären  ^-Werthe  die  v  von  einander  verschiedenen  Werthe 

7^,    Ä,r],    Ä^r,,  ■■■  A^,  1] 
von  ij;  dagegen  fallen  von  diesen  v  Werthen  für  s  =  0  je  f/^,  für  2=1 
je  ^2  ui^tl  für  ^  =  oü  je  g^  zusammen. 
Nun  ist  aber 

für   ^  =  0,      g(n)  =  ^, 

für     S  =  l,         g{ri)  —  h{ri)  =  0, 

für     z  =  oo ,       A  (tj)  =  0 , 
es  muss  folglich 

(6)     (J(v)-\f\(v)f,     g(:ri)-h{v)  =  [fMf'^     m  =  Wr,)Y' 
sein,  wo  /[(t]),  f^ijt),  fjv)  ganze  rationale  Functionen  von  t]  sind,  die 
lauter  einfache  lineare  Factoren  enthalten.    Zwischen  diesen  drei  ganzen 
Functionen  besteht  die  Beziehung 

0)  K(^)]"'"-[/2(^)]''-[/;(^)]''=o- 

Bezeichnen    wir    mit    q^  ,   q.^  ,  q^    die    Grade    der    ganzen    Functionen 

/i  >  f-> ,  t'i ,  so  ist 

V  V  V  V 

^i  =  ^  =  y'     ?2  =  ^.     ^3  =  ^' 

wir  haben  also  in  unseren  vier  Fällen  für  diese  drei  Zahlen  die  Werthe: 

I.     Q^  =  n,       Q.^  =  n,       ^3  =  2, 

IL     ?,  =  6,       ()2  =  4,       ()3  =  4, 

III.  9,  =  12,     9,  =  8,       ^3  =  6, 

IV.  (),  =  30,     92  =  20,     ?3  =  12. 

Da  für  Ä'  =  ()^  1^  oo  der  Ausgaugszweig  rj  die  Werthe  A^,  A^,  A^  an 
nimmt,  ist 

V  V 

>:  =  1  x  =  l 

V 

x  =  l 

wo  die  c^,  Cg,  c^  Constanten  bedeuten. 

In  der  Umgebung  von  2  ^^  0  ist  i;  —  A^  in  der  Form 
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dargestellt-,  durcli  Umkelirung  dieser  Entwickelung  ergiebt  sieb 

und  bieraus  folgt 

(■^)  %  -  ßjly  {n  -  A,)'^~  +  /3J//,  +  1  )  (v  -  Kf+  .  •  •  . 

Analog  ist  iu  der  Umgebung  von  ij  =  A,, 

und  in  der  Umgebung  von  7;  =  l^ 

(10)      ~  7  s|  =  ^.«'»(v - -1,)""'+  hih  +  1) ('/  - Kf  +■■■■■ 

Aelinlicbe  Entwickelungen  gelten  in  der  Umgebung  der  mit  l^ ,  A., ,  A. 
correspondirenden  i^-Wertbe. 

Hieraus  scbliessen  wir,  dass  die  ganze  Function  (2v —  1)'""  Grades 

für  die   mit  A^   correspondirenden  Punkte,    d.  b.  für  die  Wurzeln   der 
Gleichung 

von    der  Ordnung  g^  —  1 ,    für  die   mit   A^   correspondirenden  Punkte, 
d.  b.  für  die  Wurzeln  der  Gleicbung 

von   der  Ordnung  g^  —  1 ,    für  die  mit  A^   correspondirenden  Punkte, 
d.  b.  für  die  Wurzeln  der  Gleicbung 

von  der  Ordnung  g^  — -  1  verschwinden  muss.    Bei  geeigneter  Wabl  der 
Constanten  c^,  c^,  c^  ist  demnach 

(11)         Kv)9{ri)-9{V)  /''(>/)  =  [fMf~\fMf~\fsm''~'- 

Für  die  folgenden  Untersuchungen  ist  es  zweckmässig,  die  hier 
auftretenden  ganzen  rationalen  Functionen  von  r]  durch  Multiplicatiou 
mit  geeigneten  Facto ren  in  homogene  Functionen  von  zwei  Grössen 
umzuwandeln.     Zu  dem  Ende  führen  wir  die  beiden  Lösungen 

(12^  ».  =  1/1'       «'3  =  ^V'| 

der  Differentialgleichung  (1)  ein,  als  deren  Quotient 

unser  Integralquotient  )/  erscheint. 
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Setzen  wir  dann 
(13)  zv^"  g(ri)  =  G(iv^ ,  tv^) ,      w^'h  {i])  =  H(tv^ ,  iv,) , 

?1  J-    /       >  TT-    /  V  ^2 

f'i: 

('3 


(14; 


^t'i'   fx  ( '/ )  =  ^1  («'i ;  «^2)  ^         ^^'1  '  /'s  (^)  =  ^'2  (*^i  ^  «^'2)  ^ 


so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (üj  und  (7) 

(lo; 

(IG)  F^'iw^ ,  w.;)  -  F^'(iv^ ,  w'^)  -  F^\n-^ ,  u;^ )  =  0. 

Die  Discussiou  der  Gleichung  (16),  die  eine  identische  Beziehung 
zwischen  drei  binären  Formen  der  zv^,  iv,  darstellt,  reicht,  wie 
Halphen  gezeigt  hat,  zur  vollständigen  Bestimmung  der  möglichen 
Gestalten  dieser  Formen  aus.  Wir  wollen  aber  zur  Herstellung  der 
-F^ ,  -F,,,  i^3  den  Weg  einschlagen,  den  Herr  Fuchs  ursprünglich  bei 
analogen  Fragen  von  grösserer  Allgemeinheit  angegeben  hat  und  der 
zu  mannis"fachen  Eigenschaften  dieser  Formen  führen  wird. 

293.    Reducirtes  "Werthesystem   eines   Integrals.     Begriff  der 

Primformen. 

Sei  u  ein  beliebiger  regulärer  Werth  von  z,  und  betrachten  wir 
die  Form 

(17)  G{w^ ,  w^)  —  uH{w^ ,  w^  =  F{iv^ ,  w^) , 

so  lässt  sich  dieselbe  in  der  Gestalt 

schreiben.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

g(ri)  —  uh{ri)  =  0 

sind  offenbar  nichts  anderes,  wie  die  T^-Werthe,  die  dem  Werthe  ."  =  n 
entsprechen,  d.  h.  also  die  Ausdrücke 

ri  (u)  ,     Ä^ rj (u) ,     Ä^rj(u)  ,  ■  ■  •  Ä^, 7/  (u). 

Wir  haben  folglich 

r 
y.=l  I 

wo  c  eine  Constante  bedeutet.  *■ 
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Setzen  wir 

(lyTl  -f-  (iy_ 
A  V  =  ~ — , — ~ ,  ad  —  h  c   ^=  1 , 

SO  verwandelt  der  Umlauf  von  z,    durch   welchen  >;  in  A^i]   übergeht, 
die  Integrale  w^,  u\^  in 

0^  w,  =  +  (c^  u\  +  (1^  n\X 
AVir  erhalten  demnach 

V 

Nnn  ist  aber 

^   y.  y.  \  X  x' 

und  da  die  Gesammtheit  der  Substitutionen  A~     mit  der  Gesammtheit 
der  Substitutionen  A,    identisch  ist,  so  können  wir  auch  schreiben 

z  =  l 

Da  u  ein  willkürlicher  fester  Werth  von  z  sein  sollte,  so  können 
wir  auch  y]{u)  als  eine  willkürliche  Coustante,  also  auch  die  Werthe 
der  Integrale  tv^,  iv^  im  Punkte  u 

als  willkürliche  Constanten  ansehen.     Setzen  wir  ferner 
_£ .  =  C, 

y.  =  \ 

SO  ist  auch  C  eine  Constante,  und  wir  erhalten 

V 

(18)       F[^LV^,  iü^  =  cY[[yMJ'\  +  ^.''^'2)  +  V.2{g.J^\  +  <K.^v.^]. 

y.=l 

Der  Ausdruck 

y^iv^  +  72 ^^2  "^  '^ 

ist  nichts  anderes  wie  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (1); 
die  Gesammtheit  aller  Zweige  von  ir,  die  durch  alle  möglichen  Umläufe 
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der  unabhängigen  Variabein  z  zum  Vorschein  kommen  können,   ist  in 
der  Formel 

enthalten.     Für  unbestimmtes  u  kann  es  sich  nicht  ereignen,   dass  der 
Quotient 

7i(«/«*''i  +  ^■«'2)  +  y2(^i^*'i+  ^;^'2) 
einen  von  s;  unabhängigen  Werth  erhält,  da  sonst  zwei  lineare  Factoren 
der  ganzen  Function 

identisch  sein  müssten,  was  wegen  der  Irrednctibilität  der  Gleichung 

(jiyi)  —  Zllh])  =  y) 
nicht  möglich  ist. 

Dagegen  ist  für  u  =  0 

d.  h.  wenn  wir 

w'j(0)  =  o,,      ^vJO)  =  —  a^ 

setzen,  so  erhalten  wir  in 

ein  Integral  von  (1),  welches  so  beschaffen  ist,  dass  von  den  v  Zweigen 

^1  (^'-J^'l  +  ^-^^'2)  +  "2 fe^'"l   +  ^h'^^'2)  (X  =  1,  2,  •  •  ■  r) 

je  fj^  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 
Setzen  wir  analog 

u-^(l)  =  h,,     tvjl)  =  —  h^, 

«;^(oü)  =  C2,      «•2(00)=  —  C,, 

SO  hat  das  Integral 

113,  =  bjWj  -\-Kw, 

nur  Q,^  Zweige,  die  nicht  durch  Multiplication  mit  constanten  Factoren 
aus  einander  hervorgehen,  und  das  Integi-al 

tt}3  =  qw-^  +  h^^2 

nur  Q^  Zweige  von  dieser  Beschaffenheit. 

Wir  bezeichnen  mit  Herrn  Fuchs  ein  System  von  Zweigen  eines 
Integrals  w,  in  welchem  keine  zwei  Zweige  enthalten  sind,  die  einen 
von  z  unabhängigen  Quotienten  haben,  als  ein  reducirtes  Werthe- 
system  dieses  Integrals.  Die  eben  angestellten  Betrachtungen  liefern 
dann  den  Satz: 

Für  unbestimmte  y^,  y,^  besteht  ein  reducirtes  Werthe- 
system  des  Integrals 
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aus  V  Zweigen,  und  es  giebt  (abgesehen  von  constanten 
Factoren)  nur  drei  Integrale,  deren  reducirte  Werthesysteme 
weniger  wie  v  Zweige  enthalten.  Es  sind  dies  nämlich  die 
Integrale 

njj,    w,,    «3, 

deren  reducirte  Werthesysteme  beziehungsweise  aus  q^,  p.^,  ^ 
Zweigen  bestehen. 

Bezeichnen  wir  durch 

w^'\    n)'^  •  •  •  iD^'"^ 

ein  reducirtes  Werthesystem  des  Integrals 

so  ist  das  Product 

const.  1D<''  n)^"  •  •  ■  tü^"'  =  5(m;,  ,  w;) 

eine  homogene  ganze  Function  jt - ten  Grades  von  w^,w^.  Diese  Form  ^ 
hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich  nur  mit  einem  constanten  Factor 
multiplicirfc,  wenn  z  irgend  welche  geschlossene  Wege  beschreibt.  Die 
logarithmische  Ableitung  von  ^  ist  demnach  eine  eindeutige  Function, 
und  zwar,  da  die  Differentialgleichung  (1)  zur  Fuchs'schen  Classe  ge- 
hört, eine  rationale  Function  von  z.  Da  aber  ^  eine  algebraische 
Function  von  z  sein  muss,  so  schliessen  wir: 

Die  Form  ^  ist  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Function  von  z. 

Nun  ist  F(iv^,  w,^)  das  Product  der  Elemente  eines  reducirten 
Werthesystems  des  allgemeinen  Integrals  w,  die  Formen 

sind  beziehungsweise  die  Producte  der  Elemente  je  eines  reducirten 
Werthesystems  der  Integrale  W^,  tü^,  lüg;  wir  können  also  sagen: 

Die  Formen 
(19)        F(w^,w.^),      F^{w^,zv.;),      F^{iv^,w^),      F^{w^,  w.^) 

sind  Wurzeln  aus  rationalen  Functionen  von  z. 

Eine  Form  %(ii\,  w^),  die  gleich  dem  Producte  der  Elemente  eines 
reducirten  Werthesystems  eines  Integrals  der  Differentialgleichung  (1)  ist, 
nennen  wir  nach  Herrn  Fuchs  eine  Primform  Abgesehen  von  einem 
constanten  Factor  stellen  uns  die  Formen  (19)  alle  möglichen  Prim- 
formen dar,  und  zwar  enthält  die  Primform  v-ten  Grades  F{w^,  tv^ 
noch  den  willkürlichen  Parameter  u,  während  die  Primformen  niedrigeren 
als  v-ten  Grades  F^,  F^,  F^  vollkommen  bestimmt  sind. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  2.  Ö 
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294.    Invariante  Formen.     Neue  Definition  der  Primformen. 
Sätze  von  Fuchs. 

Betrachten  wir  allgemeiner  eine  homogene  ganze  Function  von 
w^,  w^,  die  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  s  ist, 
so  nennen  wir  eine  solche  Function  (vergl.  Nr.  195,  Bd.  11,  1,  S.  250), 
eine  invariante  Form  der  w^,  w^.     Sei 

(20)  M{w^ ,  w^)  =  w{m{ri)  =  R(z) 

eine  so  beschaffene  Form  vom  Grade  r,  also  m(r})  eine  ganze  Function 
r-ten  Grades  von  t],  -R(^)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function 
von  3.  Da  m(rj)  für  keinen  endlichen  Werth  von  rj  unendlich  wird, 
kann  i?(^)  nur  so  unendlich  werden,  wie  tv^'^.  Nun  ist  aber  bei  ge- 
eigneter Wahl  von  r]  das  Integral  w^  für  jeden  regulären  Werth  von  .z 
endlich  und  von  Null  verschieden.     Da  ferner 


H'-t)'  ^o+t) 


für  X  =  1,  2   die  Wurzeln  der  zu  5?  =  0  und  ^  ^  1  gehörigen  deter- 
minirenden  Fundamentalgleichungen, 


^C+.7)'  -H^-i) 


die  Wurzeln  der  zu  ^  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung sind,  so  verschwindet  ic^ 

für     ^  =  0     von  der  Ordnung  (— ) , 

für     ^  =^  1     von  der  Ordnung  (~ 1 

und  wird 

für     z  ==  oo  von  der  Ordnung  ( v  ~f"  "5 1 

unendlich  gross.  Wenn  wir  also,  wie  üblich,  die  Unendlichkeitsstelle 
z  =  oo  als  Nullstelle  von  negativer  Ordnung  auffassen,  so  ist  die  Ge- 
sammtzahl  der  Nullstellen  erster  Ordnung  von  ir^   bleich 

O  1     Ö 

(2\\  i_        11.1         11         1         11^—1 

^      ^  2  2    g^'^    2  2    g,  2  2    g^  v    ' 

Die  Function  R{z)  hat  demnach  die  Gestalt 

(22)  R(z)  =  J'^^'~^>  (z  -  d'  ''^'~^V(^), 

wo  r  die  Wurzel  aus  einer  ganzen  Function   von  z  bedeutet,   deren 


I 
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Dimension  in  z  gleich  —  sein  muss,  damit  'R{z)   für  ^r  =  oo  von  der- 
selben  Ordnung  unendlich  werde,   wie  iv^.     Setzen  wir 

i 


■  \ 


wo    die    c^,  c,^y  ■  ■  ■  c^    sämmtlich    von    einander    verschieden    und    die 


,"i  >  ^y}  '  '  '  t^x  positive  rationale  Zahlen  sind,  so  ist  also 

;. 


;. 

V 


Sei  y^  derjenige  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F^  gelegene 
»/-Werth,  für  welchen  z  den  Werth  c    annimmt,  dann  wird  die  Function 

m('rj)  =  iv~'^  R(z) 

für  y^  und  die  aus  y^  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  ■§•  hervor- 
gehenden Werthe 

Ä..y  ,     Ä^y  ,  ■  ■  ■  Ä  y 

■2  •  y.'  3  '  X'  V  '  y. 

verschwinden,  und  zwar  wenn  c  ein  reü'ulärer  Punkt  ist,  von  der  Ord- 
nung  ^  ,  wenn  c  =  0  ist,  von  der  Ordnung  ^  g^ ,  und  wenn  c  =  1 
ist,  von  der  Ordnung  ^.^y^-  -^^  aber  »/(i;)  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  ri  sein  sollte,  so  folgt  hieraus: 

Für  einen  regulären  Werth  c^  ist  ji^  eine  ganze  Zahl,  für 
c  =  0    beziehungsweise   c=  \    ist   u     ein   ganzzahliges  Viel- 

X  O  X  ^y.  *^  O 

fach es  von 

—  beziehungsweise  — 
Hl  ^  92 

Wenn  umgekehrt  diese  Bedingungen  für  die  Exponenten  ^^  eines 
Ausdmckes  von  der  Form  (23)  erfüUt  sind,  so  ist  das  Product 

w~''R{z), 

wo  R{z)  durch  die  Gleichung  (22)  und  r  als  ganze  Zahl  durch  die 
Gleichung  (24)  bestimmt  ist,  eine  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  i] 
eindeutige,  also  un verzweigte  Function  von  ij;  dieses  Product  ist 
folglich  eine  ganze  Function  von  ij,  und  der  Ausdruck  B{z)  stellt  dem- 
nach eine  invariante  Form  von  iv^,  w^  vom  Grade  r  dar. 

Hierdurch  ist  die  allgemeine  Gestalt  einer  invarianten 
Form  als  Function  von  z  vollkommen  bestimmt. 

Wenn  eine  invariante  Form  nur  an  einer  Stelle  des  Fundamental- 
bereiches F^  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet,  so  ist  dieselbe 
offenbar  eine  Primform.     Wir  können  also  für  die  Primformen  auch 

die  folgende  Definition  aufstellen: 

9* 
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Eine  invariante  Form  M(u\,  w^  ist  eine  Primform,  wenn 
das  zu  derselben  gehörige  m{ri)  nur  an  einer  Stelle  des  Fun- 
damentalbereiches und  an  den  sämmtlichen  correspondiren- 
den  Stellen  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet. 

Eine  Primform  ist  demnach  durch  Angabe  ihrer  Nullstelle  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  F^^,  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor,  vollkommen  bestimmt.  Wenn  diese  Nullstelle  ri  ^  y  keine 
Ecke  von  F^^  ist,  so  ist  die  betreffende  Primform 

wo  u  den  zu  rj  =  y  gehörigen  Werth  von  z  bedeutet;  sie  ist  also  vom 
v-ten  Grade  und  hat  als  Function  von  z  die  Gestalt: 

(25)  F  K,  «g  =  (.-u)ß~''  ^\.  -  1)'^^~^^\ 

Die  für  ^  =  Aj  verschwindende  Primform  F^  ist  vom  Grade  g^  und  hat 
die  Gestalt: 

(26)  F/,w^,w.^^/'        ^  'H^-1)    ^  , 
ebenso  lautet  die  für  7]  =  A^  verschwindende  Primform 

«,"'"^2  1 2       2  92  /    ^2(2       2  .7,  ) 
und  die  für  1]  =  A3  verschwindende  Primform  ist 

(28)  F^{w^,u;)  =  0    ^  ^^^-1)    ^  '^ 

Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  invariante  Form  ist  als  ein  Product  von  Primformen 
darstellbar. 

Dieser  Satz  ist  aber  auch  eine  unmittelbare  Folge  aus  der  Defini- 
tion einer  invarianten  Form.  Wenn  nämlich  die  invariante  Form 
M{w^,  IV ^  einen  linearen  Factor 

Vi  «*"i  +  Y2  «<^2 
enthält,  so  muss  sie,  da  sie  sich  als  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Function  bei  jedem  Umlaufe  von  z  nur  mit  einer  Constanten  multi- 
pliciren  kann,  die  sämmtlichen  Elemente  eines  reducirten  Werthe- 
systems  des  Integrals  y^  tv^  -j-  7.,  u\,  ebenfalls  als  Factoren  enthalten. 
Da  ferner  auch  alle  Elemente  eines  reducirten  Werthesystems  eines 
Integrals  in  M  zur  selben  Potenz  erhoben  auftreten  müssen,  so  folgt 
hieraus  in  der  That,  dass  M  nur  ein  Product  von  Primformen  sein  kann. 
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Aus  diesem  von  Herrn  Fuchs  herrührenden  Satze  ergeben  sich 
die  folgenden  Consequenzen. 

1)  Wenn  eine  invariante  Form  von  niedrigerem  als  dem 
t/-ten  Grade  ist,  so  kann  ihr  Grad  nicht  kleiner  sein  als  die 
kleinste  der  Zahlen  q^,  q„,  q.^,  d.  h.  nicht  kleiner  als  q.^.  Ist 
derselbe  gleich  q^,    so  ist  die   invariante  Form   die  Primform 

2)  Ergiebt  sich  für  eine  invariante  Form,  dass  ihr  Grad 
kleiner  ist  wie  q^,  so  verschwindet  diese  Form  identisch. 

Wenn  eine  Form  M(iV^,  tv^)  eine  invariante  Form  ist,  so  gilt, 
wie  Herr  Fuchs  bemerkt  hat,  das  Gleiche  für  jede  Covariante 
dieser  Form. 

In  der  That  multiplicirt  sich  M(n\,  tv^)  als  invariante  Form 
mit  einem  constanten  Factor,  wenn  wir  auf  iv^ ,  iv^  eine  Substitution 
der  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (1)  anwenden. 
Eine  Covariante  von  3I(ti\,  w^)  wird  also  (vergl.  Nr.  191,  Bd.  II,  1, 
S.  228)  bei  Anwendung  einer  solchen  Substitution  auf  die  iv^,  tv^ 
ebenfalls  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  übergehen. 
Also  ist  die  logarithmische  Ableitung  einer  solchen  Covariante  nach  z 
eine  bei  den  Substitutionen  der  Transformationsgruppe  unveränderliche 
rationale  Differentialfunction  von  tv^,  u\^  und  demnach  eine  rationale 
Function  von  z.  Da  ferner  die  Wurzeln  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen von  (1)  rationale  Zahlen  sind,  so  ergiebt  sich  ohne 
Weiteres,  dass  die  Covariante  nur  eine  Potenz  mit  rationalem  Expo- 
nenten von  einer  rationalen  Function  von  z  sein  kann. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  2)  der  Satz: 

3)  Für  die  Primform  niedrigsten  Grades  F^  muss  jede 
Covariante,  die  von  niedrigerem  Grade  ist  wie  die  Form 
selbst,  identisch  verschwinden. 

295.    Gestalt  der  Primformen.     Covarianten  von  Primformen. 
Hülfssatz  von  Fuchs. 

Auf  Grund  der  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten  Sätze  können 
wir  nun  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Fuchs  die  Gestalt  der  Prim- 
formen F^,  F^,  F^  wirklich  angeben. 

Wir  entwickeln  zunächst  einige  einfache  Beziehungen,  die  zwischen 
diesen   drei  Primformen  und   der  Primform  i/-ten  Grades  F    bestehen. 

Setzt  man  die  Werthe 

h  '3 


,134  XIV.    Theorie  der  Dreiecksfimctionen.    Kapitel  3. 

in  die  Gleichung  (28)  ein  und  beachtet,  dass 

V 

ist,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (21) 
(30) 


dz  /l  /2 


dl] 


n 


!?3+l 


Andererseits  folgen  durch  directe  Differentiation   der  Gleichungen  (29) 
und  der  Gleichung 


z  —  t<  = 


die  Gleichungen 


(31) 


dz 
dr] 

dz 
du] 


Ol 


32- 


fi       ioJzh'-dzAh')       W     {HhU'-HUU) 


J?3  +  l 


hfy'—Hfyiz 


93+1 


U 


J/S+l 


Berücksichtigt  man  die  Homogenitätsgleichungen 

V 

—  rTi'  f'V 

Q  F  (tV,  ,    tvS)  =  —  W\    "  f(rj)  =  IV,  ^   -\-  tV^  ö-^  (X  =  1,  2,  3), 


cF„ 


vF  (w,,  IV  J  =  VlV.^'f  (ri)  =  IV.  7^^  +  «^9  5 


cF„ 


so  erhält  man  durch  Vergleichung  von  (30)  und  (31)  die  Relationen 
(32) 


'^-l£i(F3,fJ  =  F/-' 


wo  durch  das  Symbol  (cp,  tp)  die  Functionaldeterminante 

C  q)        dcp 


{%  ^) 


dij)       dili 


der  beiden  Formen  cp,  il^  bezeichnet  wurde. 

Im  Falle    des  Dieders    ist  ^^  =  2,   in   den  drei   anderen  Fällen 
dagegen  haben  wir 

(,3  =  4,  6,  12  >  2. 
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Bilden  wir  also  die  Hesse 'sehe  Covariante 


H(tVj^,  iv^) 


o'F,  d'^F, 


dw^dw^         ^^ 


der  Form  F^ ,  so  ist  diese  vom  Grade  2q^  —  4,  also  keine  Constante, 
wenn  wir  jetzt  den  Fall  des  Dieders  bei  Seite  lassen. 

Wenn  die  Hesse 'sehe  Covariante  einer  binären  Form  identisch 
verschwindet,  so  ist  die  Form  eine  Potenz  eines  linearen  Factors,  also 
ist  die  Form  JK^iv^ ,  u\^)  nicht  identisch  Null,  sie  ist  folglich  gleich 
der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  z.  Die  Form  H(u\,  tv^) 
ist  aber  auch  eine  Primform;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müsste 
H{ii\,  iv^  das  Product  von  mindestens  zwei  Primformen  sein,  von 
denen  also  die  eine  von  niedrigerem  als  dem  q.^'^'^  Grade  sein  müsste, 
was  nicht  möglich  ist.     Nun  haben  wir 

für  das  Tetraeder  2  ^^  —  4  =  4, 
für  das  Oktaeder  2q^  —  4  =  8, 
für  das  Ikosaeder     ^q^  —  4  =  20 , 

d.  h.  der  Grad  von  II(tv^ ,  iv^  stimmt  mit  p,  überein,  also  kann  sich 
H  von  der  Primform  F.^  nur  durch  einen  constanten  Factor  unter- 
scheiden. 

Wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  der  Gleichungen  (32) 
den  Satz: 

4)  Für  die  Fälle  des  Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosa- 
eders  stimmt  die  Primform  F^  mit  der  Hesse'schen  Co- 
variante von  F^  und  die  Primform  F^  mit  der  Functional- 
determinante  von  F^  und  dessen  Hesse'scher  Covariante,  ab- 
gesehen von  einem  constanten  Factor,  überein. 

Betrachten  wir  nun  ein  Integral  \v  der  Differentialgleichung  (1), 
dessen  reducirtes  Werthesystem  aus  weniger  wie  v  Gliedern  besteht.  Sei 

dieses  reducirte  Werthesystem,  dann  ist  die  Anzahl  q  seiner  Elemente 
offenbar  ein  Theiler  von  v;  wir  setzen 

V 

Das  Integral  It)  genügt  einer  irreductiblen  algebraischen  Gleichung 
vom  Grade  2v  und  mit  in  z  rationalen  Coefficienten;  sei  diese  Gleichung 
(33)  $(n))  =  0. 
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Bedeutet  dann 

irgend  eine  primitive  (2^)*^  Einheitswurzel,  so  ist  nach  einfachen  alge- 
braischen Sätzen  die  Gesammtheit  der  Wurzeln  der  Gleichung  (33) 
durch  die  Grössen 

tt«,   in,'",   /»'",.../'- m« 

(z  =  1,  2,  •  •  ■  p) 

dargestellt.  Herr  Fuchs  nennt  demgemäss  die  Zahl  2g  den  Index 
des  reducirten  Werthesystems  oder  reducirten  Wurzelsystems 

VO     ,     XO     ,  ■  •  •  tü^  . 

Hieraus  folgt,  dass  die  symmetrischen  Functionen  der  Grössen 

rationale  Functionen  von  z  sind;  die  Gleichung  (33)  hat  demnach  die 
Gestalt 

(33a)  $(n,)  =  (»^7  +  9)/^)(n)^7'-^  +  ...  +  9,^_,(^)tü^^  +  9),X^)  =  0, 

wo  (p^{2),  ■  •  '  (p„_i{2),  'PfX^)  i'ationale  Functionen  von  z  bedeuten. 

Sei  iü  irgend  ein  Element  des  reducirten  Werthesystems  von  fti, 
dann  giebt  es  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (33)  und  zufolge 
des  Puiseux 'sehen  Satzes  einen  Umlauf  U  von  s,  durch  welchen  ra  in 
die  Wurzel  j  ra  übergeht.  Zufolge  unserer  Voraussetzung  q  <Cv  ist 
^  >  1,  also  ist  j  nicht  gleich  +  1-  Wir  beweisen  nun  mit  Herrn 
Fuchs,  dass  es  nothwendig  auch  ein  Integral  w  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  geben  muss,  welches  durch  den  Umlauf  U 
von  2  in  j~  w  verwandelt  wird. 

Sei  IV  ein  willkürliches  Integral  der  Differentialgleichung  (1),  und 

setzen  wir 

w 

so  ist 

rö  =  1/— : 
also  haben  wir 

Nun  ist  lü  eine  algebraische  Function  von  z,  ebenso  ist  auch  2;  eine 
algebraische  Function  von  ^;  wenn  aber  das  Integral  einer  algebraischen 
Function  selbst  algebraisch  ist,  so  muss  nach  einem  bekannten  Satze 
von  Abel  das  Integral  gleich  einer  rationalen  Function  des  Integranden 
und  der  Integrationsvariabein  sein.     Es    ist   folglich  w  eine  rationale 


e, 

1, 

/57 

=  v 

5?' 

w 

ndz 

W 

/i^ 
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Function  von  rö  und  z,  die  wir,  da  iö  der  Gleichung  (2v)'®°  Grades  (33) 
Genüge  leistet,  in  der  Form 

darstellen  können,  wo  die  c^,  c^,  •  •  •  c^^,_^   rationale  Functionen  von  z 
bedeuten. 

Bei  dem  Umlaufe  U  von  0,    der  tu    in   jrä    überführt,    wird    das 
Integral  iv  in 

(p(irö)    ■ 

verwandelt.     Da  dieser  Ausdruck    selbst  wieder    ein   Integral  von   (1) 
sein  muss,  ist  derselbe  in  der  Form 

qpQrö)  ^o:iü  +  /3 95(10) 
darstellbar,    wo    «,  /3    Constanten    bedeuten.      Das    Fundamen talsystem 
?(7,  iö  erleidet  also  beim  Umlaufe  11  von  z  die  Substitution 


V  z^)' 


die  zufolge   der  Form    der   Differentialgleichung  (1)   eine  unimodulare 
sein  muss.     Wir  haben  also 

d.  h.  es  ist 

g,(jrö)-=«tü+j~V(rö). 

Diese  Gleichung   muss  wegen   der   Irreductibilität    der   Gleichung  (33) 
eine  in  lü  identische  sein;  wir  erhalten  also  die  Gleichungen 

fc^=j~^C^  (/  =  0,  2,3,  •• -2^-1). 

Da  j  nicht  gleich  +  1  ist,  so  folgt  hieraus  zunächst 

a 

\  =  -. :=!> 

3  —  3 

d.  h.  c^   ist   eine   Constante,    und    ferner    ergiebt   sich,    dass  c     für 

X  =  0,  2,  •  •  •  2  V  —  1  nur  dann  von  Null  verschieden  sein  kann,  wenn 

sc  =  (—  1)  (mod  2^) 

ist.     Der  Ausdruck  9)(iü)  hat  demnach  die  Gestalt 

wo  die  c„ ,  c, ,  •  •  •  c      ,  rationale  Functionen  von  z  bedeuten. 
Da  c^  eine  Constante  ist,  so  haben  wir  in 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1),  und   dieses  verwandelt  sich, 
wenn  z  den  Umlauf  U  vollzieht,  offenbar  in  j~  XD. 
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296.     Die  Primformen  im  Falle  des  Dieders. 

Es  sei  nun  w^  ein  linearer  Factor  der  Primform  niedrigsten 
Grades  J^g*,  nehmen  wir  ein  reducirtes  Werthesystem  dieses  Integrals, 
so  enthält  dasselbe  q^  Elemente,  die  entsprechende  Einheitswurzel  j  ist 
folglich 

2  7?» 

j  =  e      . 

Sei  U  derjenige  Umlauf  von  js,  der  tv^  in  jw^  verwandelt,  und  be- 
zeichnen wir  durch  ic^  dasjenige  Integral,  welches  durch  denselben 
Umlauf  U  in  j~  ic,-,  übergeführt  wird.  Dann  können  wir  uns  die 
sämmtlichen  Primformen  F  ,  f\,  F^,  F^  durch  das  Funda- 
mentalsystem ic^,  tv^  dargestellt  denken;  wir  nehmen  also  der 
Einfachheit  wegen  an,  es  sei  dieses  Fundamentalsystem  dasjenige, 
welches  wir  von  vorneherein  zu  Grunde  gelegt  hatten. 

Betrachten  wir  nun  zuvörderst  den  Fall  des  Dieders. 

Es  ist,  da  v  ^  2n  angenommen  wurde: 

F^  =  iv^{ttiv^-{-  ßw^), 

n 


'2  > 


WO   «,  ^,  «^,  h^   Constanten   bedeuten.     Durch    den  Umlauf  U  von  z 
verwandelt  sich  F   in 

da  aber  nach  (28) 

i^3  =  y^(7=i) 

ist,  so  muss 

jtv^iajw^  4-  ßj~^tv^)  =  EW^iaw^  +  ßw^ 

sein,  wo  £  =  +  ^  ist.     Wir  haben  demnach 
j\=sa,       ß  =  eß. 
Wäre  £  =  —  1,  so  müsste  ß  verschwinden;  dann  hätte  F^  die  Gestalt 
atv^  ,  dies  ist   aber,    da  F^   eine  Primform    sein  soU,    nicht  möglich. 
Also  muss  £  =  1 ,  und  folglich,  da  j  nicht  +  1  sein  kann,  «  =  0  sein; 
d.  h.  wir  haben 
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Die  Primform  F^  multiplicirt  sich,    wenn  z   den  Umlauf  U   voll- 
zieht, mit  einem  constanten  Factor  c;  es  ist  also 


■X ' 7      "  1 — '^  y-        '"'  —  x        y  "X'7  n  —  y.        y. 


und  hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 
cl)  =  &  e"  (x==c 

y.  y. 

Wenn  h.   von  Null  verschieden  ist,  so  muss 


sein,    es  können   also    dann    nur    diejenigen  h^    von   Null    verschiedene 
Werthe  haben,  für  welche 

l  ^  X  (modw) 
ist.     Da  F^   als  Primform   keinen  mehrfachen  Factor   enthalten  kann, 
muss  &JJ  von  Null  verschieden  sein,  wir  haben  also 

und  ebenso  ergiebt  sich 

F^=^a^w;'  -\-a^iv^\ 

Nun  ist  aber  nach  der  zweiten  Gleichung  des  Systems  (32)  (S.  134) 

wir  haben  demnach 

F^  =  —  nß(b^tv^'  —  b^w^''), 

so  dass  wir,    wenn  wir  uns  die  Integrale  w^,  tv^  von  vornherein  mit 
geeigneten  constanten  Factoren  multiplicirt  denken, 

2üi"  —  Wo" 
JP„  =  — 


F^  =  —nß 


F^  =  ctv^w^ 


2  ' 


setzen  können,  wo  c  eine  Constante  bedeutet.    Beachten  wir  noch,  dass 
dann  nach  Gleichung  (16)  der  Nr.  292  (S.  126) 

2  o2 
**   P     /       2n    I    o        n        «I         2n\  1/       2?!         o^-,  ".„'*    I    /..,2n\         /."^y,  "^i?  " O 


sein  muss,  so  finden  wir 


n 
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Bei    geeigneter  Wahl    der    constanten  Factoren    in    den   iv^,  ti\^   haben 
wir  also 

Die  Gleichung,  welche  rj  als  Function  von  s  definirt,  ergiebt  sich 
demnach  in  der  Form 

1   ?V"  +  2m;/w2"  +  tü2^"  1   1  4-  2  7]"  +  7j2» 


Z  = 


4  w^"w^''  ^  n' 


oder  etwas  anders  geschrieben 

(D)  ri"'-\-2ri\l -2,) +1=0, 

und  die  allgemeine  Primform  lautet 

1  2 

Tn/  \  ^    /       n      I  n\  n        n 

F{w^,  w^)  =  ^{w^   +  Wg  )    —  mv^  tv^  . 
In  den  drei  übrigen  Fällen  setzen  wir 

J  3 

Durch  den  Umlauf  U  multiplicirt  sich  F^  mit  einer   Constanten   c,    es 
ist  demnach 

p  —  i  (j„  —  1 

^3  ^3 

Wenn  also  a    von  Null  verschieden  ist,  so  haben  wir 

^(o   -2x) 
•o  — 2>!  90  ^^3  ' 

c  =j^3       =  e^  , 

es  können  folglich  nur  diejenigen  a^  von  Null  verschieden  sein,  für  welche 

l  ^  X  (mod^fg) 
ist. 

297.  Die  Primformen  in  den  Fällen  des  Tetraeders  und  Oktaeders. 

Betrachten  wir  den  Fall  des  Tetraeders.  Dann  ist  q^  =  4, 
g^  =  3.  Wäre  a^==  0,  so  würde  F^  den  Factor  iv^  enthalten,  was 
nicht  möglich  ist,  es  sind  also  nur  a^  und  a^  von  Null  verschieden, 
d.  h.  F3  hat  die  Gestalt 


^3  =  «0«^'  +  «3^1  «^2 


L 
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oder  bei  geeigneter  Wahl  der  constanten  Factoren  in  w^,  iv^ 

-^3K^«^2)  =  V  +  ^^'1^^2'. 

Der  Satz  4)   der  Nr.  295  (S.  135)    liefert    nun    sofort   -für  F^,  F.,  die 
Ausdrücke 

F^  =  c^{Sw^^w^  —  w^), 

und  durch  Berücksichtigung  der  Relation  (IG)  finden  wir  für  die  con- 
stanten Factoren  c^,  c,  die  Werthe 

2 1  ^ 2 1 

'^'2    ~~  04  '  ^1    "~  ^2    ~  64  ' 

wir  können  folglich 

(t)  F^iw^,  w^)  =  |(8m^;  -  20tv;tv^'  -  zv^), 


4 


4      ,  3 

2 


nehmen. 

Die  Gleichung  für  rj  als  F'unction  von  z  lautet  demgemäss 

^  _  J_  (8  -  207]^  -  rj^f 


16         (1  +  n')' 
oder 

(T)  16  ^  (rj'  +  l)-^'  -  (7?^  +  20.?'  -  8)^  =  0 , 

und  die  allgemeine  Primform  hat  die  Gestalt 

-n/  \  1    /,-,        C  or\        3         3  G\2  /        4      i  3\3 

F{iv^,  «<;,)  = —(8m- j   —  20 ?r^  w^  —  «<^2  )  —  «K   +^i^<^2)  • 

Durch  Einführung  anderer  Integrale  an  die  Stelle  von  tv^,  w., 
können  wir  den  Formen  F^,  F,^,  F.^  eine  etwas  andere  Gestalt  geben, 
wodurch  dieselben  mit  den  in  der  Invariantentheorie  der  binären  Formen 
üblichen  Bezeichnungen  in  unmittelbaren  Zusammenhang  treten. 

Betrachten  wir  nämlich  die  biquadratische  Form 

so  erkennen  wir,  dass  für  dieselbe  die  in  der  Nr.  276  (S.  70)  mit  g,^ 
bezeichnete  Invariante  vom  Grade  2  und  vom  Gewichte  4  verschwindet. 
Denken  wir  uns  die  Form  F^  duixh  Einführang  neuer  Unbestimmter 
v^,  v^,  die  mit  u\,  w^  durch  lineare  homogene  Beziehungen  mit  con- 
stanten Coefficienten  verknüpft  sind,  auf  die  sogenannte  canonische 
Form  gebracht: 

4,  3  4,,i  22,  4, 

w^   -\-  u\w.,   =  i\   -{-  bmi\  v.^   +  ?\,  , 
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SO  ist  für  diese  canonische  Form  offenbar 

^2  ==  1  +  3m  , 
also,  da  g^  verschwindet, 

w  =  Y  y  —  3 . 

Wir  haben  demnach 

F,iw^,  ^,)  -  V  +  2  V^=^  vi  vi  +  vi  =  ^{v^,  vi) . 

Bilden  wir  die  Hesse'sche  Covariante  von  0 

wo  der  numerische  Factor  vor  der  Parenthese  hinzugefügt  wurde,  um 
H{v^,  vi)  direct  als  die  sogenannte  zweite  Ueberschiebuug  der 
Form  0  über  sich  selbst  erscheinen  zu  lassen  (vergl.  Nr.  298,  S.  146), 
so  ergiebt  sich 

^K'  ^'2)  =  ,"7^(V—  2  V^^vlvl  +  vi). 


/— 3 

Ferner  finden  wir  die  Functionaldeterminante    von  H  und  O,   die   wir 
als  die  erste  Ueberschiebung  dieser  beiden  Formen  in  der  Gestalt 

schreiben,  den  Ausdnick 

T{v„  v^)  =  4:v^v,{vl  —  vl). 

Die  beiden  Covarianteu  H  und  T  von  0  müssen  dann  bis  auf  con- 
stante  Factoreu  mit  den  beiden  Primformen  F^  und  F^  übereinstimmen. 
Die  zwischen  den  Primformen  F^,F^,  F .^  bestehende  Relation  (16) 
ergiebt  sich  als  unmittelbare  Folge  der  Cayley 'sehen  Relation,  die 
zwischen  einer  biquadratischen  Form  (D,  deren  beiden  Covarianten  H, 
T  und  den  beiden  Invarianten  y^,  g,^  besteht.  Diese  Relation  lautet  näm- 
lich allgemein 

T"  +  g^^'  -  g,0'H+  4H'  =  0. 
Da  für  unsere  Form  0  die  Invariante  g,^  versehwindet  und  g.^  den  Werth 

besitzt,  so  nimmt  die  Cayley 'sehe  Relation  die  Form  an 

(34)  T2^i.|/Zr3o'-|-4^  =  0.  I 

i. 
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Bezeichnen  wir  den  Quotienten  der  beiden  Integrale  v^^,  v^  durch 

so  ergieht  sich  aus  der  Gleichung 

Fi 

die  Beziehung  zwischen  z  und  ^  in  der  Form 


(T,) 


1  = 


(i-2|/— 3  g^  +  ^y 

(1  +  2  Y^^  f-  +  ^^Y 


aus  welcher  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  die  Gleichung  zwölften 
Grades,  die  im  Falle  des  Tetraeders  den  Integralquotienteu 
als  Function  von  z  definirt,  algebraisch,  d.  h.  durch  Wurzel- 
ausziehungen aufgelöst  werden  kann. 

Wir  wenden  uns  zum  Falle  des  Oktaeders,  wo  93  =  6,  g.^=^  ist. 

Da  in  F„(w\,  wj  der  Coefficieut  a,  von  Null  verschieden  sein 
muss,   ist  nur  noch  a^  von  Null  verschieden,   d.  h.  F^  hat  die  Gestalt 

oder,  wenn  wir  die  constanteu  Factoren  in  w^,  w,^  passend  wählen, 

F„{w^,  IV, ^  =  IV ^  tv.J^w^  —  IV ^) . 

Bilden  wir  die  Hesse 'sehe  Co  Variante  dieser  Form  und  dann  die  Func- 
tionaldeterminante  zwischen  dieser  Covariante  und  der  Form  selbst,  so 
erhalten  wir  nach  dem  Satze  4)  der  Nr.  295  (S.  135)  die  Primformen 
F^  und  F^,  abgesehen  von  constanten  Factoren.     Es  ergiebt  sich 

F^  =  c^K"  +  Uiv'iv^^-i-tv.^), 

F^  =  Cj^{w^'  —  33?t'j  ^2  —  33 «(/'^  tv,^  -\-  ii\^ "). 

Die  Relation  (16)  liefert  für  die  Constanten  f,,  <".,  die  Bestimmung 

2  _     3 l_ 

^1    ~~  ^2    —         108 ' 

so  dass  also  die  Primformen  in  der  Gestalt 
,-,  1 


(0) 


>/— 108 


/       12  00        «        4  00        4        8      I  12\ 

/        8      ,      ^  ^         4        4      ,  8^ 

{iv^   +  14  w^  w.^  +««^2)' 


.  JFg       =       W^    W^     {W^       —       IV. ^) 

angenommen  werden  können. 
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Die  Gleichung  zwischen  z  und  iy  lautet 

108  Tj^rj^-l)* 

oder  auch 

1      (^8+147,^  +  lf 


Die  Form,  welche  im  Falle  des  Oktaeders  F^iiv^^  w^)  darstellt,  ist 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor  nichts  anderes,  wie  die  Form 
T{w^,  w,^),  die  im  Falle  des  Tetraeders  für  das  Fundamentalsystem 
v^^  v,  die  Primform  F^^  war.  Nun  ist  T{iv^,  zv,,)  eine  Covariante  der 
bi  quadratischen  Form 

und  da  Covarianten  von  Covarianten  einer  Form  selbst  wieder  Cova- 
rianten  der  ursprünglichen  Form  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  auch  die 
Covarianten 

der  Fonn  F.^(w^,  w,^,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  (0)  dargestellt 
werden,  Covarianten  von  ^{w^,  w^  sein  müssen. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  wir  tj  als  den  Integralquotienteu 
einer  Tetraederdifferentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  z^ 
auffassen,  d.  h.  wenn  wir 

'^^^(y'  Y'   T'  V 
setzen,  so  dass  also  nach  Gleichung  (Tj) 


4\3 


ist,  die  durch  die  Gleichungen  (o)  definirten  Formen  F^,  F^  invariante 
Formen  dieser  Tetraederdifferentialgleichuncr  sein  müssen.  Dieselben 
sind  folglich  als  Producte  der  Primformen 

O,    H,     T 
darstellbar.     Nun  ist  F,,(w^,  w^)  vom  8*®"*  Grade;  da  es  eine  Primform 
des  Oktaeders  ist,  kann  es  weder  gleich  0    noch   gleich  H^  sein,    wir 
haben  also  nothwendig 

(36)  -^gK;  ^2)  =  c-0(w^,  w^H{iv^,  w.^). 
Ferner  ist  nach  Gleichung  (34)  (S.  142) 

(37)  T\tv^,tv_^)=  IQF^Xzv^,  iv^)  =  -\y^^d0\w^,  w^J  -  4H\w^,  w^, 


9 
wir  erhalten  demnach  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 


L 
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aus  (30)  und  (37)  die  Gleichung 
(38)  0  —  1  =  c 


wo  c  einen  constanten  Factor  bedeutet. 

Die  Gleichung  (0)  ist  somit  auf  die  Kette  der  beiden  Gleichungen 
(38)  und  (35j  zurückgeführt;  wir  erkennen  hieraus,  dass  auch 
die  Gleichung  vierundzwanzigsten  Grades  (0)  durch  Wurzel- 
zeichen auflösbar  ist. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  allgemeine  Primform  für  den  Fall 
des  Oktaeders  die  Gestalt: 

771/  \  —  1/12  oo        8        4  oo        l        8      ■  12\2 

4        4/4  ^„  4U 

besitzt. 


298.     Die  Primformen  im  Falle  des  Ikosaeders. 

Im  Falle  des  Ikosaeders,  wo  q.^  =  12,  g.^  =  5  ist,  haben  wir  in 
der  Primform  F^{ic^,  w^)  noth wendig  ein  von  Null  verschiedenes  a^^, 
da  flj2  verschwindet  und  F^  nicht  den  Factor  iv^"  enthalten  darf.  Es 
sind  also  nur  noch  a.  und  a^  von  Null  verschieden,  d.  h.  F.^  hat  die 
Gestalt 

F.^  =  «i^t'/^t's  +  o^tv^%i\^  +  a^^tv^w^\ 
oder,  wenn  wir  die  constanten  Factoren  in  den  n\ ,  tv^  geeignet  wählen, 

Ti  11  I  6        C  11 

F.^  =  w^    IV ^  -\-  aw^w^   —  iv^iv,^    , 

wo  jetzt  a  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bedeutet.  In  diesem  Falle 
reicht  also  der  Satz  von  der  Existenz  zweier  Integrale  iv^,  n\^,  die  sich 
bei  einem  und  demselben  Umlaufe  beziehungsweise  mit  j  und  j  mul- 
tipliciren,  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Primform  F^  nicht  hin. 
Wir  bedienen  uns  zur  Auffindung  der  Constanten  a  des  Satzes  3)  der 
Nr.  294  (S.  133). 

Hat  man  zwei  binäre  Formen 

n 

y.  =  l 

m 

z  =  l 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  2.  1" 
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so  bezeiclinet  man  bekanntlich  den  Ausdruck 

.  '{y.)  {n  —  m)!  (»?.  —  m)!    (  c'''(f     d'''rp  d"' cp  d^'ip 

I  3,      ^"'"p         ^""^- 4-  r—  lY^^  ^  \ 

als  die  x-te  Ueberschiebung  der  Form  ip  über  die  Form  (p.    So     I 
ist  also  die  erste  Ueberschiebung  (cp,  ip)  ^  nichts   anderes    wie   die  mit 
dem  Factor  1 


multiplicirte  Functionaldeterminante  von  qp  und  t^;  dieselbe  ist  offenbar 
eine  simultane  Covariante  des  Formensystems 

Allgemein  ist  auch  die  x-te  Überschiebung 

eine    simultane    Covariante    des    Formensystems    tp,  i/;    und   zwar  eine 
Covariante  vom  Grade 

n  —  X  -{-  m  —  X  =  n  -\-  m  —  2x 
in   den  Variabein  iv^,  ii\^ . 

Bedeutet  insbesondere  ^(w^,  iv^  eine  Covariante  der  Form  (p(ii\,  ii\^, 
so  ist  jede  Ueberschiebung  von  ^  über  (p  selbst  wieder  eine  Covariante 
von  9?;  wir  erhalten  also  jedenfalls  Covarianten  von  (p,  wenn  wir  die 
Ueberschiebungen  dieser  Form  über  sich  selbst 

{cp,    (pf^  (x  =  2,  4,  6,  •  ■•) 

bilden.    So  ist  z.  B.  die  zweite  Ueberschiebung  der  Form  (p  über  sich 
selbst  nichts  anderes,  wie  die  mit  dem  Factor 

1 
tT^  {n  —  1)^ 
multiplicirte  Hesse 'sehe  Covariante. 

Die  Form  F^(w^,  w^  ist  vom  Grade  12,  ihre  achte  Ueberschiebung 
über  sich  selbst  wäre  demnach  eine  Covariante  vom  Grade  8.  Diese 
muss  folglich,  da  sie  von  niedrigerem  Grade  ist  wie  F^,  zufolge  des 
Satzes  3)  identisch  verschwinden.     Berechnen  wir 

(12!)      \Clü^      CW^  C%CyCti\    Cll\ClV^  ) 

so  finden  wir 
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es  muss  folglich  f^^  =:=  ü^ 

sein.  Nehmen  wir  a  =  11  (die  Wahl  a  =  —  11  würde  einer  Vertau- 
schung von  w^  mit  u\^  entsprechen),  so  haben  wir  also  für  die  Prim- 
form F.,  die  Gestalt 

F,  (tü^ ,  «•  J  =  n-^  w.,  ( f (•/"  +  1 1  iv-' «(;/  -  «<;/") . 

Bilden  wir  für  diese  Form  die  Hesse 'sehe  Covariante,  sowie  die  Func- 
tionaldeterminante  dieser  Covariante  und  der  Form  selbst,  so  erhalten 
wir  im  Sinne  des  Satzes  4)  die  Primformen  F^^  und  F^,  abgesehen  von 
Constanten  Factoren.  Die  Beziehung  (16)  liefert  dann,  ähnlich  wie  in 
früheren  Fällen,  eine  Bestimmung  dieser  Constanten,  und  wir  finden  auf 
diese  Weise  für  das  Ikosaeder  das  folgende  Formensystem: 

■^lO'V  <^  =  7^  {<  +  <  +  522 (..;^./  -  w^'w^'') 

(i)|  F.^(n-^,  .g  =  ^  {iv^''  +  w^''  -  22S0v^' w:-w;w^') 

F^{iv^,  ?t'.,)  =  u'^ w^ {tv^^^  -\-  lliv^iü^  —  tv,^^^) . 
Die  Gleichung  zwischen  s  und  ii]  ergiebt  sich  als 

^^  1728  ^5(1  _^  11^5  _  ^10)5 

und  die  allgemeine  Primform  hat  die  Gestalt 

F{iv^,u'^=-:^^ \ tv^    +  u\,    +  o22 {tv^    u\_  —w^  ^2    )  — 10005 (w^  w^ 

■            10        20 ,  >  2                    5        5/       10     ,      1  ^         5       5  10,5 

+  lü^     IV ^     )\     —  Uli\   iV^   (iV^       4"  11^1  ^2     ^''2    )    • 

Die  Gleichung  sechzigsten  Grades  ( J),  der  1]  als  Function  von  z  genügt, 
unterscheidet  sich  dadurch  wesentlich  von  den  bei  den  früheren  Fällen 
gefundenen  Gleichungen,  dass  dieselbe  durch  Wurzelzeichen  nicht  auf- 
lösbar ist.  Eine  ausführliche  Theorie  dieser  „Ikosaedergleichung" 
hat  Herr  Klein  in  seinen  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  ent- 
wickelt; wir  begnügen  uns  damit,  als  wesentlichstes  Resultat  dieser 
Theorie  hervorzuheben,  dass  die  durch  die  Gleichung  (J)  definirte 
algebraische  Irrationalität  zur  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 
fünften  Grades  ausreicht,  und  dass  sich  nach  den  Methoden,  die  von 
Herrn  Hermite,  Kronecker  u.  A.  für  die  Lösung  einer  allgemeinen 
Gleichung  fünften  Grades  durch  Reihen,  die  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  entstammen,  ausgebildet  worden  sind,  auch  eine  Dar- 
stellung der  durch  die  Gleichung  (J)  definirten  algebraischen  Function  o] 
durch  solche  Reihen  angeben  lässt. 

10* 


Viertes  Kapitel. 

299.    Der  Kl  ein 'sehe  Satz.     Der   Satz   von   Fuchs   über   die  Grade 
der  Primformen  niedrigsten  Grades. 

Wir  haben  jetzt  die  am  Schlüsse  der  Nr.  267  (S.  31)  formulii-te 
Aufgabe  vollständig  gelöst,  indem  wir  uns  eine  Uebersicht  über  alle 
möglichen  Fälle  verschafft  haben ^  in  denen  die  unabhängige  Variable 
einer  Gauss'schen  Differentialgleichung  eine  eindeutige  Function  des 
Integralquotienten  ist.  Wii-  werden  nun  die  gefundenen  Ergebnisse 
nach  den  verschiedenartigsten  Richtungen  hin  zu  verallgemeinern  suchen 
und  beginnen  mit  einer  Ueberlegung,  die  sich  an  die  in  den  letzten 
Nummern  behandelten  algebraisch  integrirbaren  Fälle  der  Gauss'schen 
Differentialgleichung  anknüpfen  lässt. 

In  diesen  Fällen  erwies  sich  z  als  eine  rationale  Function  des 
Integralquotienten  ■>;•,  wir  fragen  nun  allgemein  nach  denjenigen 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten,  deren  unabhängige  Variable  eine  ratio- 
nale Function  des  Integralquotienten  ist. 

Die  Bedeutung  dieser  Frage  erhellt  aus  dem  in  der  Nr.  195  (Bd. 
II,  1,  S.  248)  bewiesenen  Satze  von  Herrn  Fuchs.  Gelingt  es  uns  näm- 
lich, alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

(1)  -^  =  q{z)w 

dz 

aufzustellen,  deren  unabhängige  Variable  b  eine  rationale  Function  des 
Integralquotienten  ist,  so  gehen  durch  die  Transformation 

(2)  %j  =  iw,        z  =  (p(x), 

wo  <p(oc)  eine  rationale  Function,  A  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Func- 
tion ist,  alle  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  aus  den  Differentialgleichungen  (1)  hervor. 

In  Bezug  auf  die  Differentialgleichungen  von  der  für  (1)  gefor- 
derten Beschaffenheit  hat  nun  Herr  Klein  einen  interessanten  und 
wichtigen  Satz  aufgestellt,  den  wir  zunächst  entwickeln  wollen. 
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Die  singiüären  Punkte  der  Differentialgleichung  (1)  seien 

dann  folgt  aus  der  Forderung,  dass  s  eine  rationale  Function  des  In- 
tegralquotienten ^]  sein  soll,  zunächst,  dass  die  Differenz  d  der  Wur- 
zeln der  zu  dem  singulären  Funkte  a^  gehörigen  determinirenden  Fun- 
damentalgleichung gleich  einer  reciproken  ganzen  Zahl 

d    =  —  (y=i,  2,  •••  ^  +  1) 

sein  muss.  Sei  v  die  Anzahl  der  Substitutionen  der  projectiven  Mono- 
dromiegruppe  d',  die  zu  dem  Integralquotienten  r]  gehört,  dann  ist 
also  die  irreductible  algebraische  Gleichung,  die  tj  als  Function  von 
Z  definirt,  vom  v-ten  Grade-,  wir  schreiben  dieselbe  gleich  in  der  Form 

h(7j)2  —  g(r])  =  0, 

wo  g(j}),  Ji'iv)  ga^nze  rationale  Functionen  v-teu  Grades  ohne  gemein- 
samen Theiler  bedeuten.     Die  Discriminantengleichung 

der  die  t;-Werthe,  welche  den  Verzweigungspunkten  a  entsprechen. 
Genüge  leisten,  ist  vom  Grade  2v  —  2.  In  der  Umgebung  von  «^  sind 
alle  Zweige  von  rj  nach  ganzen  Potenzen  von 

1 

entwickelbar,  es  fallen  folglich  für  0  =  «^  je  (/^  der  v  sonst  verschie- 
denen 7j-Werthe  zusammen.     Also  sind  in  a_^  genau 

V 

g  -fache  Windungspunkte  oder  (g^  —  l)-fach  zu  zählende  Verzweigungs- 
punkte vereinigt.     Wir  haben  demnach  die  Gleichung 

(3)  2'ffe-i)  =  2^-^- 

Da  wir  v  grösser  als  Eins  voraussetzen  müssen,  ist 
2>2(l-i)äl, 
aus  (3)  folgt  demnach 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  q  nur  die  Werthe  1  und  2  haben  kann. 
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Für  ()  =  2  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  durch  Einführung  von 

_  z  —  «j 

Z  = 

«2  —  «1 

als  neuer  unabhängiger  Variabein   in   eine  Gauss 'sehe  Differentialglei- 
chung;   diese  Annahme  führt  also  auf  die  bereits  discutirten  Fälle  des 
Dieders,  Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosaeders. 
Für  ^  =  1  ist 

1  +  1  =  A 

also,  da  keines  der  g    grösser  wie  v  sein  kann, 

1  1  J_ 

Die  diesem  Falle  entsprechende  Differentialgleichung  lautet  folglich, 
wenn  wir  a^  =  0  nehmen: 

/.x  cl^to  1   V  —  1   1 

dz  *       V      z 

und  die  Gleichung  für  ?;  als  Function  von  s  hat  die  einfache  Form 

wo  a,  ß,  y,  d  noch  willkürliche  Constanten  sind,   die  der  Ungleichung 

ad  —  ßy=^0 

genügen.  Wählen  wir  yj  so,  dass  dieser  Integralquotient  für  z  ==  0 
verschwindet,  für  g  =  oo  unendlich  gi*oss  wird  und  für  s  =  1  den 
Werth  Eins  erhält,  so  ist 

und  die  Integrale  n\,  «•.,,  deren  Quotient  t]  ist,  lauten 

1 — 1  v  +  l 

(5)  w^  =  z^  ,  u\^  =  ^  2r  ^ 

Die  projective  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (4)  be- 
steht aus  den  Potenzen  der  elliptischen  Substitution 

in! 

sie  ist  also  eine  sogenannte  cyklische  Gruppe;  wir  wollen  daram 
den  Fall  der  Differentialgleichung  (4)  als  den  cyklischen  bezeichnen. 
Nebst  diesen  cyklischen  Fällen  sind  also  die  für  die  Gauss 'sehe 
Differentialgleichung  gefundenen  Fälle  die  einzigen,  in  denen  die  unab- 
hängige Variable  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  als 
rationale  Function  des  Integralquotienten  erscheint.    Wir  haben  also  mit 
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Rücksicht  auf  den  zu  Anfang  dieser  Nummer  erwähnten  Satz  des  Herrn 
Fuchs  (Nr.  195,  Bd.  II,  1,  S.  248)  den  Klein'schen  Satz: 

Jede  algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  geht  durch  Anwendung  einer  Trans- 
formation von  der  Form  (2)  entweder  aus  der  Differential- 
gleichung (4)  oder  aus  der  Differentialgleichung  des  Dieders, 
Tetraeders,  Oktaeders  oder  Ikosaeders  hervor. 

Umgekehrt  kann  in  (2)  für  g?  (x')  eine  beliebige  rationale 
Function,  für  A  eine  beliebige  Wurzel  aus  einer  beliebigen 
rationalen  Function  genommen  werden;  es  wird  dann  stets  y 
einer  algebraisch  integrirbaren,  linearen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten 
Genüge  leisten. 

Soll  diese  Differentialgleichung  gleich  die  canonische  Form  haben, 
d.  h.  soll  der  Coefficient  der  ersten  Ableitung  verschwinden,  so  muss 
(vergl.  Nr.  181,  Bd.  II,  1,  S.  189)      

genommen  werden.     D.  h.  wenn  die  Differentialgleichung 

(6)  ^  -p{^)y, 

wo  p(x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  algebraisch  integrirbar  sein 
soll,  so  muss  dieselbe  durch  die  Transformation 

wo  <p{oc)  eine  rationale  Function  darstellt,  in  eine  Differentialgleichung (1) 
übergeführt  werden  können,  die  entweder  die  Form  (4)  hat  oder  mit 
einer  Gauss'schen  Differentialgleichung  mit  rational  umkehrbarem 
Integralquotienten  übereinstimmt. 

Betrachten  wir  eine  invariante  Form 

M{u\,  IV ^)  =  iv\  m.(rf)  ==  Fi{2) 

der  aus  (6)  durch  die  Transformation  (7)  hervorgehenden  Differential- 
gleichung (1),  wo  also  r  eine  positive  ganze  Zahl,  R(J)  die  Wurzel  aus 
einer  rationalen  Function  von  z  bedeutet,  setzen  wir  ferner 


so  ist  die  Form 

r  r 

(9)^^(2/,,2/;)  =  (^)    ''M(iv^,w,)  =  y;m{ri)  =  i^^)    'r{z)  =  F{x), 
also  auch  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x. 
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Wenn  die  Differentialgleicliung  (1)  von  der  Form  (4)  ist,  so  haben 
wir  nach  (5)  und  (8) 

(10)         j'.=y^)[9'«F,  y.=V^>^'p'^)i'^' 

in    diesem  Falle  besitzt  also   die  Differentialgleichung  (6)   ein  Funda-      , 

mentalsystem  von  Integralen,   die  selbst  Wurzeln  aus  rationalen  Func-  I: 

tionen    sind.     D.  h.    mit    anderen  Worten,    es    ist    eine    Form    ersten  i 

Grades,   gebildet  aus    den  Elementen    eines    beliebigen  Fundamental-  , 

Systems  von  (6),  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function.  j 
Ist  (1)  nicht  von  der  Form  (4),  so  ist  nach  (9)  die  Form 

gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x,  wir  finden  also 
mit  Rücksicht  auf  die  für  die  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  er- 
langten Resultate  den  folgenden  von  Herrn  Fuchs  herrührenden  Satz: 
Wenn  dieDifferentialgleichung(6)  algebraisch  integrirbar 
ist  so  ist  entweder  ein  Integral  selbst  oder  eine  aus  den  Ele- 
menten eines  Fundamentalsystems  gebildete  Form  vom  Grade 

2      4      6      12 

W,  1,  VJ,  J-iJ 

gleich  der  Wurzel  atis  einer  rationalen  Function  von  x. 

Die  Bedeutung  dieses  Satzes  liegt  darin,  dass  sich,  wie  Herr  Fuchs 
gezeigt  hat,  auf  Grund  desselben  ein  Verfahren  angeben  lässt,  welches 
durch  Anwendung  rein  rationaler  Processe  zu  entscheiden  gestattet,  ob 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  von  der  Form  (6)  algebraisch  in- 
tegrirbar ist  oder  nicht.  Um  dieses  Verfahren  darlegen  zu  können, 
müssen  wir  noch  einige  Eigenschaften  der  algebraisch  integrirbaren 
Differentialgleichungen  von  der  Form  (6)  entwickeln. 

300.    Notliwendige  Bedingung  für  die  algebraische  Integrabilität 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (6)  durch  die  Transformation  (7) 
in  (1)  übergeht,  so  könnte  es  sich  ereignen,  dass  die  projective  Mono- 
dromiegruppe  ^  von  (6)  mit  der  projectiven  Monodromiegnippe  O'' 
von  (1)  nicht  übereinstimmt.  Da  aber  jedem  geschlossenen  Umlaufe 
von  X  ein  geschlossener  Weg  von  z  entspricht,  so  muss  jedenfalls  %■ 
in  %•'  als  Untergruppe  enthalten  sein.  Wenn  wir  uns  die  Differential- 
gleichung (1)  nach  dem  in  der  Nr.  194  beschriebenen  Verfahren  ge- 
bildet denken,  so  ist  der  Grad  der  rationalen  Function  q){x)  genau 
gleich  der  Anzahl  der  rc-Wei-the,  für  welche  auf  geeigneten  Wegen 
fortgesetzt  der  Integralquotient  ?;  von  (6)  denselben  Werth  anzunehmen 
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vermag,  in  diesem  Falle  stimmt  also  die  projective  Monodromiegruppe  d-' 
von  (1)  mit  O-  genau  überein. 

Wir  wollen  uns  die  Differentialgleichung  (1)  so  eingerichtet 
denken,  dass  ihre  projective  Monodromiegruppe  mit  der  von  (6)  iden- 
tisch ist  und  sagen  dann,  die  Differentialgleichung  (6)  gehöre  in  den 
cyklischen,  beziehungsweise  den  Dieder-,  Tetraeder-,  Oktaeder-,  Ikosaeder- 
Typus,  jenachdem  die  Differentialgleichung  (1)  dem  einen  oder  dem 
anderen  dieser  Typen  angehört.    Dann  gilt  offenbar  der  folgende  Satz: 

Wenn  M{y^,  y^)  eine  homogene  ganze  Function  der  Ele- 
mente y^,  ^„  eines  Fundamentalsystems  von  (6)  bedeutet,  die 
gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x  ist, 
so  ist  die  aus  den  entsprechenden  Integralen  w^,  «r.,  von  (1) 
gebildete  Form  M{w^,  iv\^)  eine  invariante  Form  von  (1),  d.  h, 
gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  2. 

Daraus  folgt,  dass  die  über  die  invarianten  Formen  einer  Gauss'- 
schen  Differentialgleichung  aufgestellten  Sätze  ohne  Weiteres  für  die 
aus  den  Integi-alen  einer  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichung 
(6)  gebildeten  Formen  gültig  bleiben. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Differentialgleichung  (6)  vorgelegt.  Be- 
sitzt dieselbe  ein  particulares  Integral  y^,  welches  eine  algebi'aische 
Function  von  x  ist,  ohne  dass  ihr  allgemeines  Integral  algebraisch 
wäre,  so  muss  dieses  Integral  y^  nothwendig  die  Wurzel  aus 
einer  rationalen  Function  von  x  sein.  Denn  wäre  y^  nicht 
Wurzel  aus  einer  rationalen  Function,  so  würde  dieses  Integral  einer 
algebraischen  irreductiblen  Gleichung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten 
Genüge  leisten,  für  welche  mindestens  zwei  Zweige  der  durch  dieselbe 
definirten  algebraischen  Function  vorhanden  wären,  deren  Quotient 
nicht  constant  ist.  Da  aber  jeder  Zweig  dieser  algebraischen  Function 
eine  Lösung  von  (6)  sein  muss,  so  besässe  die  Differentialgleichung  (6) 
zwei  linear  unabhängige  Integrale,  die  algebraische  Functionen  sind. 

Besitzt  die  Differentialgleichung  (6)  ein  Integral  y^,  welches  die 
Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  ist,  und  ist  dieselbe  algebraisch 
integrirbar,  so  muss  die  zu  (6)  gehörige  Differentialgleichung  (1)  von 
der  Form  (4)  sein,  da  sonst  keine  homogene  Function  ersten  Grades 
ihrer  Integrale  eine  invariante  Form  sein  könnte.  Dann  giebt  es  aber 
zufolge  der  Gleichungen  (10)  noch  ein  von  y^  linear  unabhängiges 
Integi'al  der  Differentialgleichung  (6),  welches  Wurzel  aus  einer  ratio- 
nalen Function  ist. 

Mit  Hülfe  des  in  der  Nr.  178  (Bd.  II,  1,  S.  171  ff.)  entwickelten 
Verfahrens  können  wir  für  die  Differentialgleichung  (6)  stets  ent- 
scheiden,   ob   sie   durch   die  Wurzel  aus   einer  rationalen  Function  be- 
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friedigt  werden  kann,  und  finden  zugleich,  wenn  die  Entscheidung  im 
bejahenden  Sinne  erfolgt,  die  sämmtlichen  Lösungen  von  der  gedachten 
Beschaffenheit. 

Ergiebt  sich,  dass,  abgesehen  Yon  einem  constanten  Factor,  nur 
ein  Integral  existirt,  welches  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Function  ist,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von  (6)  nicht  algebraisch; 
allgemein  können  wir  sagen: 

Durch  Anwendung  der  Methode  der  Nr.  178  auf  die  Differential- 
gleichung (6)  können  wir  feststellen 

1)  ob  ein  einziges  pai-ticuläres  Integral  algebraisch  ist, 

2)  ob    die    Differentialgleichung    (G)    dem    cjklischen    Falle    an- 
gehört. 

Wenn  also  die  Anwendung  dieser  Methode  ein  negatives  Resultat 
ergiebt,  so  hat  die  Differentialgleichung  entweder  kein  algebraisches 
Integral,  oder  sie  gehört  dem  Dieder-,  Tetraeder-,  Oktaeder-  oder  Iko- 
saeder-Typus  an. 

Soll  die  Differentialgleichung  dem  Dieder-Tjpus  angehören,  so 
muss  eine  quadratische  Form  ihrer  Integrale  gleich  der  Wurzel  aus 
einer  rationalen  Function  sein.  Denken  wir  uns  nach  der  Methode 
der  Nr.  185  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  aufgestellt,  der 
die  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  der  Integrale  y^,  y,  von  (6) 
genügen,  so  können  wir  diese  Differentialgleichung  mit  Hülfe  des  Ver- 
fahrens der  Nr.  178  daraufhin  untersuchen,  ob  eine  Lösung  derselben 
die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  ist. 

Wenn  sich  das  Vorhandensein  einer  solchen  Lösung  er- 
giebt, so  liefert  das  angewandte  Verfahren  zugleich  den  expliciten 
Ausdruck  cp(x)  dieser  Lösung;  es  ist  also  in  diesem  Falle 

(11)  %yi  +  «1  Vi  y.  +  «2  y^  =  "p  (^)> 

wo  die  a^^,  a^,  a„  Constanten  bedeuten,  für  welche 

(12)  a^'  —  Aa^a^  =f=  0 

ist,   da  sonst  schon  eine  homogene  Function   ersten  Grades  der  y  .  y 
gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  wäre. 
Nun  ist  offenbar 

(13)  ,  =  ^  =  G/"i?|, 

wo  C  eine  Constante  bedeutet,  setzen  wir  also 
%  +  «1  ^J  +  «2  ^'  =  fin)  ^ 


i 


300.    Notbwendigc  Bedingungen. 
so  erhalten  wir  durch  Diflferentiation  der  Gleichung 
(14)  f{ri) 

die  Gleichung 

/J5N  ^  fnog/-(7i)       __id\ogcp{x)      „..^2/1 


155 


Q  dlogfird    _      2  cUogcpix)  _  2     ^1. 
dl]  -^1  dx  ^^  dx 


Differentiiren  wir  diese  Gleichung  noch  einmal,  ersetzen  die  zweite  Ab- 
leitung von  y^  durch  den  aus  (6)  folgenden  Werth 


rf- 


2/1 


dx 


j=p(^)yi 


und  eliminiren  dann  aus  der  so  entstehenden  Gleichung  und  den  Glei- 
chungen (13),  (14),  (15)  die  Grössen 


dri  fhh 

dx'  ^1'  dx' 


so  erhalten  wir 


L  dt]  \  drj  /  J  L\       dx      y  dx"  J 

oder  einfach 

(16)  C*(4a„  a,  -  «,')  =  ^Uf  [('IM^V  ^  3  "Ü"«^'  -  4j,(^)' 

Den  Werth  der  Constanten 

c  =  (f{4:a^a.^  —  a^") 

können  wir  z.  B.  dadurch  bestimmen,   dass  wir  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (16)  für  x  einen  besonderen  Werth  einsetzen.     Wir  er- 
kennen zugleich  aus  dieser  Gleichung,  dass  cp(x)  die  Quadratwurzel 
aus  einer  rationalen  Function  sein  muss. 
Setzen  wir 

7^  =  ^(4 
4  qp  {x) 

SO  ergiebt  sich  aus  (16) 


.  .  5   /d\ogip(x)\^  1       d^ipix)    ,     ,^  V 

■^^  ^        ^^\       dx       J         4i/)(a;)     dx^  ^  ^ 

Die  Differentialgleichung  (6)  besitzt  demgemäss   die  beiden  Lösungen; 

Diese  Integrale  sind  dann  und  nur  dann  algebraisch,  wenn 

Jyf{x)dx 
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der  Logarithmus  einer  algebraischen  Function  ist^  die  Entscheidung 
darüber  erfolgt  (vergl.  Nr.  1 90,  Bd.  II,  1,  S.  226)  durch  Untersuchung 
eines  Systems  linearer  Gleichungen. 

Wenn  keine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  y^ ,  y^  (und  auch 
keine  ersten  Grades)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  ist,  so 
muss,  wenn  die  Differentialgleichung  (ß)  algebraisch  integrirbar  sein 
soll,  eine  Form  vierten,  sechsten  oder  zwölften  Grades  der  y^,  y^,  die 
keine  Potenz  eine  Form  niedrigeren  Grades  ist,  gleich  der  Wurzel  aus 
einer  rationalen  Function  sein. 

Wir  werden  also  nach  der  Methode  der  Nr.  Is5  die  Differential- 
gleichungen fünfter,  siebenter  und  dreizehnter  Ordnung  aufstellen,  der 
die  vierten,  sechsten,  zwölften  Potenzen  der  Integrale  von  (6)  genügen, 
und  diese  nach  dem  in  der  Nr.  178  gelehrten  Verfahren  daraufhin 
imtersuchen,  ob  sie  durch  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function 
befriedigt  werden  können. 

Erfolgt  die  Entscheidung  für  alle  drei  Differentialgleichungen  in 
verneinendem  Sinne,  so  ist  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (0)  nicht 
algebraisch  integi-irbar.  Es  gilt  aber  auch  das  Umgekehrte,  d.  h.  wenn  eine 
der  erwähnten  drei  Differentialgleichungen  durch  die  Wurzel  aus  einer 
rationalen  Function  befriedigt  wird,  so  ist  die  Differentialgleichung  (6) 
algebraisch  integrirbar. 

Die  Richtigkeit  dieser  letzteren  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus 
einem  Satze  von  Herrn  Fuchs,  den  wir  jetzt  darzulegen  haben. 


301.    Satz  von  Fuchs  zur  Entscheidung  über  die  algebraische 
Integrirbarkeit  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Wenn  für  eine  Differentialgleichung  (6)  eine  aus  dem 
Fundamentalsysteme  y^,  y^  gebildete  Form  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade,  die  nicht  eine  Potenz  einer  Form  nie- 
drigeren Grades  ist,  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Function  gefunden  wird,  so  ist  die  Differentialgleichung  (6) 
algebraisch  integrirbar. 

In  der  That  sei 

(17)    31{y^,  y^)  =  a^y^  +  ay^~\  -\ f-  ajl  =  y\m{ii)  =  (p(x), 

wo  jf  >  2  ist  und  (p(x)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  be- 
deutet, so  folgt  durch  logarithmische  Differentiation  dieser  Gleichung 
mit  Rücksicht  auf  (13) 

(18)  c'~^:^-yr^^^-''y.'^-  i 
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Differentiirt  man  noch  einmal ,  beachtet  abermals  die  Gleichung  (13), 
und  ersetzt  die  zweite  Ableitung  von  ^^  durch  ihren  aus  (6)  folgenden 
Werth 

clx 
so  ergiebt  sich 

wo 

I  L^U)  (Z(rr)  =  • ff^  —  xj)  {x) 

dx 

gesetzt  wurde.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (17),  (18),  (19) 
die  Grössen 

^1'      dx  ' 
so  erhält  man 

(21 ,  C'^{.'''M  +  ('^-^«)'}[„K,,j]'=(^^^ 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  i]  als  algebraische  Function  von 
3C,  und  die  Gleichungen 

n  fdx  -\  /dx 

yi=K^'      y-^-'iVdn 

liefern  demnach  y^,  y^-,  als  algebraische  Functionen  von  x,  wenn  die 
Gleichung  (21)  keine  Identität  ist.  Es  soll  nun  gezeigt  werden, 
dass  das  letztere  nicht  der  Fall  sein  kann. 

Sollte  (21)  eine  Identität  sein,  so  müsste  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  von  i;  unabhängig  sein.  Nun  ist  zunächst  m{ri)  nicht  iden- 
tisch Null,  ebenso  wenig  kann  aber 


n 


d^\ogm{ri)     ,     id\ogm{i])\    ^^  ^ 


di] 
sein,  da  sonst 


'^  \        dn]       / 


wäre,  wo  c^,  c.,  Constanten  bedeuten.     Es  könnte  also  nur  noch 


r 


(22)  X fV^  _|_  / — ^_^j     [m(r))]  = 

L  rfjj-  \       dl]       /  J 

sein,  wo  r  eine  von  Null  verschiedene  und  von  r^  unabhängige  Grösse 
bedeutet. 

Der   erste    Factor    der   linken    Seite    von  (22)    ist    eine    rationale 
Function  von  7],  also  müsste,  wenn  die  Gleichung  (22)  bestünde, 
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eine  rationale  Function  von  t]  sein.     Daraus  folgte  aber 

(23)  m(v)=9\v)- 

Sei  nun  in  lineare  Factoren  zerlegt 

V 

/.  =  i 
wo  also 

V 


/.  =  1 


«.   =  X 


ist,  dann  können  die  Zahlen  a^,  a,^,  •  •  ■  a^  keinen  gemeinsamen  Theiler 
besitzen,  da  sonst  -M(«/j,  y^  die  Potenz  einer  Form  niediigeren  Grades 
wäre.     Aus  (23)  folgt  aber 


TIi<^zi  +  (^x2vy'''  =  /'(v), 


es  müsste  also  x  ein  gemeinsamer  Theiler  der  Zahlen 

4ßj,  4a,,  •  •  •  4ß^ 

sein,  d.  h.  es  wäre,  da  die  a^,  a,,  •  ■  ■  a^  theilerfremd  sind, 

%  =  A. 
In  diesem  Falle  ist  die  linke  Seite  von  (22') 
/24)  4  <^^^»(^j) ^  /<Zm(7j)Y  _ 

da    aber   iniif)    mindestens    zwei    ungleiche    lineare    Factoren    enthält 
kann  nicht 

durch  m{yi)   theilbar  sein,    darum  kann  sich    der  Ausdruck  (24)  nicht 
auf  eine  Constante  r  reduciren. 

Man  kann  also   in   der  That    durch    rein    rationale   Processe 
für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  (6)  entscheiden 

1)  ob  dieselbe  kein  algebraisches  Integi-al  besitzt, 

2)  ob  sie  ein  und  nur  ein  algebraisches  Integral  zulässt, 
3j  ob  sie  algebraisch  integrirbar  ist. 
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Für  die  algebraisch  integrirbaren  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  haben  wir  durch  den 
Klein'schen  Satz  der  Nr.  299  (S.  151)  so  zu  sagen  eine  explicite 
Form  gefunden-  wir  sind  nämlich  im  Stande,  fünf  Typen  von  Difte- 
tiiitialgleichungen  hinzuschreiben,  die  noch  eine  willkürliche  rationale 
i'unction  q)(x)  und  eine  beliebige  Wurzel  aus  einer  rationalen  Func- 
tion /l  enthalten,  und  aus  denen  jede  algebraisch  integrirbare  lineare 
Dilforentialgleichung  durch  Specialisirung  hervorgehen  muss. 

Offenbar  ist  dadurch  zugleich  die  Aufgabe  gelöst,  alle  endlichen 
Gruppen  homogener  linearer  Substitutionen  in  zwei  Variabein  y^,  y^^, 
beziehungsweise  projectiver  Substitutionen  in  einer  Variabein  7]  zu 
finden.  In  der  That  ist  klar,  dass,  wenn  0-  irgend  eine  endliche  Gruppe 
projectiver  Substitutionen  von  rj  bedeutet,  und  wir  durch 

V,  %,  Vi,  ■  ■  ■  '^..-1 

die   Werthe    l)ezeichnen,    die    aus  i]    durch    die    Substitutionen    von    0- 
hervorgehen,  der  Ausdruck 

in  —  «)  (^1  —  «)  •  •  ■  (^r_i  —  «) 


(,j_?,)  ^rj,-h).-.{rj^,_^-h) 


=  ^, 


wo   a,   h   zwei   unbestimmte   Constanten   sind,    eine   Grösse  Z  definirt, 
für  welche  die  Schwarzsehe  Ableitung 

^  ^  -^  R{z) 


Z 

wird,  wo  JR{Z)  eine  rationale  Function  von  Z  bedeutet.  Wir  haben 
also  unmittelbar  i]  als  den  Integralquotienten  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  deren  projective  Monodromiegruppe  mit  d- 
übereinstimmt,  und  deren  unabhängige  Variable  Z  als  rationale  Func- 
tion von  rj  erscheint.  Diese  Differentialgleichung  muss  dann,  indem  wir 
Z  gleich  einer  linear  gebrochenen  Function  von  s  setzen,  in  einen  der 
fünf  Typen,  die  wir  aufgestellt  hatten,  übergehen.  Im  cyklischen  Falle 
besteht  die  Gruppe,  wie  bereits  erwähnt,  aus  den  Potenzen  einer  perio- 
dischen elliptischen  Substitution,  in  den  übrigen  vier  Fällen  erhalten 
wir  die  Substitutionen  der  entsprechenden  Gruppe,  indem  wir  z.  B.  die 
allgemeine  Primform    in    ihre   linearen    Factoren  zerlegen. 

Auf  diese  Weise  sind  also  alle  endlichen  algebraischen  Unter- 
gruppen der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  L  für  den  Fall 
zweier  Variabein  gefunden. 
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302.     Differentialgleicliungen   zweiter  Ordnung,    die   durch  "Wurzeln 
aus  rationalen  Functionen  befriedigt  werden. 

Verweilen  wir  noch  einen  Augenblick  bei  der  Betrachtung  der 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung^  die  durch  die  Wurzel 
aus  einer  rationalen  Function  befriedigt  werden  können,  ohne  algebraisch 
integrirbar  zu  sein. 

Nehmen  wir  gleich  allgemein  eine  lineare  Differentialgleichung 

(A,)  f|  +  2i.f,^  +  2J,  =  0, 

dx  "■^ 

die  ein  Integral  y^  besitzt,  dessen  logarithmische  Ableitung  dem  Ra- 
tionalitätsbereiche  angehört.  Sind  dann  die  Coefficienten  p,  q  rationale 
Functionen  von  x,  gehört  femer  (A,)  zur  Fuchs'schen  Classe,  und  sind 
die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  rationah' 
Zahlen,  so  ist  y^  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function. 

Sei  y.^  ein  zweites,  von  ?/^  wesentlich  verschiedenes  Integral  von 
(A.,),  so  müssen  die  Substitutionen  der  Transformationsgruppe  G  von 
(A.,)  offenbar  die  Form  haben 

(25)  1"'  =  "^" 

Diese  Substitutionen  (25)  bilden  aber  bei  willkürlicher  Wahl  der 
a,  ß,  y  eine  Gruppe,  und  zwar  offenbar  eine  algebraische  Untergruppe 
der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  L.  Diese  Gruppe  G  ist 
also  die  Transformationsgruppe  einer  Differentialgleichung  (A,),  die 
eine  Lösung  mit  rationaler  logarithmischer  Ableitung  besitzt. 

Betrachten  wir  eine  beliebige  Differentialgleichung  (A.-,),  deren 
Transfoi-mationsgruppe  also  L  selbst  ist.  Die  rationale  Diff'erential- 
function  i   dy. 

y^   dx 

ist    dann    eine    charakteristische    Invariante    der   Unterginippe    G\    wir 

fragen  nach  der  Resolvente,  der  diese  Function  Genüge  leistet.  ' 

Nehmen  wir  an  Stelle  der   logarithmischen  Ableitung  von  y^  den 

Ausdi'uck  j   j 

^N  "= T^  -\-  Pj 

i         1/j   dx     '    -*  ' 

so  bleibt  derselbe  nicht  nur  bei  den  Transformationen  von  G,  sondern 
auch  dann  ungeändert,  wenn  wir  von  der  Differentialgleichung  ( A J  durch 
die  Substitution 

7/  =  At) 


302.    Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Iß] 

/u   einer    äquivalenten   Differentialgleicliung    übergehen.      Wählen    wir 
also  l  so,  dass  die  Differentialgleichung  für  l)  die  canonische  Form 

erhält,  so  ergiebt  sich   unmittelbar 

d.  h.  u^  genügt  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

die  filso  die  gesuchte  liesolvente  darstellt. 

Man  bezeichnet  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (2Q)  ge- 
v^öhnlich  als  eine  Riccati'sche  Differentialgleichung.  Wir  können 
dann  sagen: 

Damit  die  Differentialgleichung  (A^)  ein  Integral  mit 
rationaler  logarithmischer  Ableitung  besitze,  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  die  Riccati'sche  Differentialo-leichuner 
(2ö)  durch  eine  rationale  Function  befriedigt  werde. 

Sei  R(x)  diese  rationale  Lösung  von  (2G),  so  ist  also 
2    ,    dp       dB         -,,-> 

d.  h.    eine   Differentialgleichung    (A^),    die   ein   Integral   mit    rationaler 
logarithmischer  Ableitung  besitzt,  hat  die  Form 

d^y     I     rt     ^'v     r     /  2    ,    dp         dR  -rß\ 

ax~  da;         \  dx         dx  / 

wo  It  eine  beliebige  rationale  Function  bedeutet. 

Eine  solche  Differentialgleichung  ist  stets  durch  Quadraturen 
integrirbar:  man  erhält  nämlich 


Vi 


J{R,.)-,)ä.^     ^^,  =  y^   fe-'f'^^^'''' dx. 


Die  Gruppe   G  ist  eine   continuirliche,    sie   wird  nämlich   aus   den 
drei  infinitesimalen  Transformationen 

d£  c£  df_ 

erzeugt.  In  derselben  sind  alle  continuirlichen  algebraischen  Unter- 
gruppen von  L  als  Untergruppen  enthalten^  wenn  man  von  der  spe- 
ciellen  linearen  Gruppe  L  absieht.  Man  findet  nämlich  durch  einfache 
Discussion,  dass  ausser  L  und  G  nur  folgende  continuirliche  alge- 
braische Untergruppen  von  L  möglich  sind: 

Schlesinger,  Differeutialgleichungen.    11,2.  11 
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df  df     ,  df 

^        U^  \      IL 

dl  df_ 

df    .  cf 

df 
^1 Ü2/2' 

y^cy^'^'^J'^cy.^ 

Wir  haben  die  Gruppen  durch  die  infinitesimalen  Transformationen 
charakterisirt,  aus  denen  dieselben  erzeugt  sind;  «^  «^  bedeuten  zwei 
beliebige  von  einander  verschiedene  Constanten,  deren  Verhältniss 
rational  sein  muss,  damit  die  betreffende  Untergruppe  eine  algebraische 
sei.  Eine  weitere  Discussion  dieser  Gruppen  führt  zu  keinem  be 
merkenswerthen  Ei'gebnisse. 

Von  einer  Differentialgleichung,  die  ein  Integral  mit  rationaler 
logarithmischer  Ableitung  besitzt,  kann  man  durch  eine  Substitution 

zu  einer  Differentialgleichung  übergehen,  die  durch  eine  ganze  ratio- 
nale Function  befriedigt  wird  (vergl.  Nr.  178,  Bd.  II,  1,  S.  172 ),  sofern  man 
voraussetzt,  dass  die  Differentialgleichung  etwa  rationale  Coefficienten 
besitzt  und  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört.  Die  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  deren  eine  Lösung  eine  ganze  rationale  Function  ist, 
sind  in  der  Potentialtheorie  von  hervorragender  Bedeutung.  Sie  be- 
sitzen aber  auch  ein  hervorragendes  analytisches  Interesse,  besonders 
durch  die  ausgezeichneten  Eigenschaften,  die  für  die  Nullstellen  jener 
ganzen  rationalen  Integrale  bestehen.  In  der  neueren  Zeit  haben  sich 
besonders  die  Herren  Hurwitz  und  Klein  mit  darauf  bezüglichen 
Untersuchungen  beschäftigt;  wir  begnügen  uns  damit,  auf  diese  Fragen 
hinzuweisen. 

303.    Das  Peine are 'sehe  Prineip  für  den  Fall  von  drei  singulären 

Punkten. 

Wir  wollen  nunmehr  eine  Verallgemeinerung  der  für  die  Differen- 
tialgleichung der  Gauss'schen  Reihe  entwickelten  Resultate  darlegen, 
die  nach  der  Richtung  des  in  dem  elften  Abschnitte  verfolgten  Ge- 
dankenganges liegt  und  von  Herrn  Poincare  herrührt.    Dif  Bedeutung 
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dieser  Verallgemeinerung  wird  am  klarsten  hervortreten^  wenn  wir 
für  die  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  das  Princip  zur  Anwendung 
bringen,  vermöge  dessen  Herr  Poincare  aus  der  in  Rede  stehenden 
Verallgemeinerung  das  Resultat  erzielt  hat,  dass  sich  für  jede  lineare 
Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coefficienten  abhängige  und 
unabhängige  Variable  als  eindeutige  Functionen  eines  Parameters  dar- 
stellen lassen. 

Wir  hatten  gezeigt,  dass  die  Function,  die  aus  der  Dreiecksfunction 

durch  Umkehrung  hervorgeht,  wenn  die  ö^,  d,,  d.^  die  Form 

d     =  —  (z  =  l,  2,3) 

besitzen,  wo  g^,  g.,,  g.^  positive  ganze  Zahlen  oder  unendlich  gross  sind, 
eine  eindeutige  Function  ist,  die  innerhalb  eines  einfach  zusammen- 
hängenden von  den  Unbestimmtheitsstellen  begrenzten  Bereiches  exi- 
stirt  und  bei  Anwendung  einer  gewissen  discontinuirlichen  Gruppe  d- 
projectiver  Substitutionen  ungeändert  bleibt.  Innerhalb  des  Funda- 
mentalbereiches dieser  Gruppe  nimmt  die  Function  2  von  rj  jeden 
Werth  mit  Ausnahme  von  0,  1,  00  einmal  und  nur  einmal  an. 
Sei  nun  eine  Function 

y  =  f{x) 
vorgelegt,  die  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  der  ic- Ebene,  mit 
Ausnahme  der  Stellen  0,  1,  00,  eindeutig  verhält.  Wenn  die  Function 
f'{a!)  die  Eigenschaft  hat,  dass  jeder  ihrer  Zweige  nach  einer  endlichen 
Anzahl  von  Umkreisungen  der  Punkte  0,  1,  00  zu  seinem  Ausgangs- 
werthe  zurückkehrt,  so  bezeichnen  wir  mit  h^  die  kleinste  positive 
ganze  Zahl,  die  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Zweig  von  y  nach 
Ä -maliger  Umkreisunsr  des  Punktes  x  =  0  zu  seinem  Auso^angswerthe 
zurückkehrt,  und  mit  h^,  h^  die  analogen  Zahlen  für  x=l  und  x=(X). 
Falls  es  für  einen  der  Verzweigungspunkte  0,  1,  00  keine  endliche  ganze 
Zahl  giebt,  die  die  Anzahl  der  erforderlichen  Umläufe  liefert,  nach 
deren  Ausführung  jeder  Zweig  von  f(x)  zu  seinem  Anfangswerthe  zu- 
rückkehrt, so  nehmen  wir  das  entsprechende  h^  unendlich  gross.  Setzen 
wir  dann 

<^i)  "^^'{h  k'  h  "")' 

so  ist  y  eine  eindeutige  Function  von  7^\ 

In  der  That  ist  y  als  Function  von  1]  in  der  Umgebung  jeder 
Stelle  des  Existenzbereiches  der  durch  die  Gleichung  (1)  definirten 
Function  x  von   yj  eindeutig,    also    unverzweigt,    und   da  der  Existenz- 

11* 
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bereich  der  Umkehrungsfunction  der  Dreiecksfunction  rj  ein  einfach  zu- 
sammenhängender ist,  so  y  eine  allenthalben  eindeutige  Function  von  rj. 
Da  X  ebenfalls  eindeutig  in  r}  ist,  so  haben  wir  also  die  functio- 
nale  Beziehung  zwischen  y  und  x  dadurch  dargestellt,  dass 
wir  beide  Variable  als  eindeutige  Functionen  der  durch  die 
Gleichung  (1)  definirten  dritten  Variabein  rj  ausdrücken. 

Wenn  die  Function  y  von  x  nicht  die  Vei-zweigungs^junkte  0,  1,  oc, 
sondera  drei  beliebige  Verzweigungsstellen  a,  h,  c  besitzt,  so  haben  wir  i 
an  Stelle  der  Gleichung  (Ij  die  Gleichung 


/  1       1       1      X  —  ab  —  c\ 


zur  Definition  von  tj  anzuwenden. 

Wir  sind  also  auf  Grund  des  angewandten  Princips,  welches  wir 
als  das  Poincare'sche  Princip  bezeichnen  wollen,  in  der  Lage,  für 
jede  Function  y  von  x,  die  nur  drei  Verzweigungspunkte  besitzt,  einen 
als  Dreiecksfunction  definirten  Parameter  r]  anzugeben,  als  dessen  ein- 
deutige Functionen  die  beiden  Variabein  y  und  x  darstellbar  sind. 

Diese  Darstellung  ist  also  stets  anwendbar,  wenn  y  als  Function 
von  X  durch  eine  algebraische  Gleichung  mit  nur  drei  Verzweigungs- 
punkten, oder  als  das  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  mit 
drei  wesentlichen  singulären  Punkten  definirt  ist.  Insbesondere  werden 
wir  also,  wenn  eine  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  vorgelegt  ist, 

(2)  xil  _  ^)  ^  +  [j.  -  (a  +  ß+l)x]  fl  -  aßy  =  0, 

den  Parameter  i]  in  folgender  Weise  bestimmen  können. 
Falls  die  Zahlen 

(3)  1-y,         r-a-ß,         cc-ß 

rational  sind,  so  nehmen  wir  Ji^,  h,^,  h^  der  Reihe  nach  gleich  den 
Nennern  dieser  als  reducirte  Brüche  geschriebenen  Zahlen;  falls  eine 
der  Zahlen  (3)  gleich  Null  oder  nicht  rational  ist,  so  haben  wir  das 
entsprechende  h^  unendlich  gross  zu  wählen.  Der  Parameter  i]  ist 
dann  durch  die  Gleichung  (1)  definirt. 

Seien  nun  insbesondere  die  Zahlen  (3)  selbst  reciproke 
ganze  Zahlen  oder  Null,  und  bezeichne  ^  einen  lutegralquotienten; 

t  =  si\l-y\,     \r-a-ß\,      a-ß\,x) 

von  (2),  so  ist  x  eine  eindeutige  Function  von  ^.  Seien  ferner 
\,  \,  \  drei  ganze  Zahlen,  die  der  Reihe  nach  durch  die  Nenner 
der  Zahlen  (3)  theilbar  sind;  sollte  einer  dieser  Nenner  unendlich  gi'oss 
sein,    so  wäre  auch   das   entsprechende  h_  unendlich  gross  zu  nehmen) 
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andererseits  ist,  wenn  ein  h^  unendlich  gross  genommen  wird,  die  Be- 
dingung der  Theilbarkeit  durch  jede  ganze  Zahl  als  erfüllt  anzusehen. 
Auf  Grund  des  Poincare'schen  Princips  ist  dann  ^  ebensowohl 
wie  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  (2)  eine  eindeutige  Fun- 
tion  von 

^^^(■^'    K'  T^'  ^)' 

und  wir  sagen  von  der  Dreiecksfunction  rj,  beziehungsweise  von  der 
zugehörigen  Gauss 'sehen  Differentialgleichung,  sie  sei  der  Dreiecks- 
function ^,  beziehungsweise  der  Differentialgleichung (1)  untergeordnet 
oder  subordinirt. 

Es  ist  evident,  dass,  wenn  für  eine  Function  y  von  x  die  Dreiecks- 
function ^  den  Parameter  der  eindeutigen  Darstellung  liefert,  auch  jede 
der  Function  ^  untergeordnete  Dreiecksfunction  7]  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  y  und  x  als  eindeutige  Functionen  derselben  erscheinen. 

Nun  ist  offenbar  die  inverse  Function  der  Modulfunction 
(4)  r  =  s(0,  0,  0,  x) 

jeder  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecksfunction  untergeordnet,  wir 
schliessen  also,  dass  für  jede  Function 

y  =  /'(«); 
die   nur   die    drei  Verzweigungspunkte   0,  1,  oo    besitzt,    die 
Grösse  t  einen  Parameter  liefert,  durch  welchen  sich  y  und  x 
eindeutig  darstellen  lassen. 

Diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  Modulfunction  beruht  auf  dem 
Umstände,  dass  x  als  Function  von  t  die  drei  Werthe  0,  1,  oo  inner- 
halb des  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  der  t- Ebene,  wo  sich 
x  wie  eine  rationale  Function  verhält,  überhaupt  nicht  annimmt,  d.  h. 
wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  darauf,  dass  die  Modulfunction 
die  drei  Werthe  0,  l,oo  auslässt,  ähnlich  wie  die  Exponeutialfunctiou 

u 

e 

die  Werthe  0  und  oo  auslässt.  Die  letztere  Eigenschaft  der  Exponen- 
tialfunction  bewirkt,  dass  eine  Function 

y  =  f{x) , 
die  nur  die  beiden  Verzweigungspunkte  0  und  oo  besitzt,  eine  eindeu- 
tige Function  von  u  wird,  wenn  wir 

u 

X  =  e 
setzen;  ähnlich  wird  eine  Function  mit  den  drei  Verzweigungspunkten 
0,  1,  oo  eine  eindeutige  Function  von  r,  wenn  wir  x  gleich  der  Modul- 
function von  T  nehmen. 
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Diese  Eigenschaft  der  Modiüfunction  ist  in  einzelnen  besonderen 
Fällen  schon  vor  längerer  Zeit  bemerkt  worden.  So  fallen  z.  B.  unter 
dieselbe  die  Formeln,  durch  welche  Jacob i  in  den  „Fundamenta 
nova  etc."  die  Grössen  K,  K',  v.',  log  ;t^,  log  tc'^  als  eindeutige  Functionen 
von  T  darstellt.     Bezeichnet  man  ferner  durch 

8  2  s  ,2 

U    =  %  ,         V    =  l 

die  Quadrate  der  Moduln  zweier  elliptischer  Integrale  erster  Gattung, 
die  durch  eine  Transformation  vom  Primzahlgrade  n  auseinander  hervor- 
gehen, so  besitzt  die  zwischen  u  und  v  bestehende  algebraische  Gleichung 

die  sogenannte  Modul argleichung,  wie  Herr  Hermite  gezeigt  hat, 
die  Eigenschaft,  dass  v  als  Function  von  u  sich  nur  an  den  Stellen 

U  =  0,  U     1=0,  tl  =    IX)  m 

verzweigt.  Hieraus  folgt  sofort  die  Möglichkeit  der  von  Herrn  Her- 
mite gegebenen  Darstellung  von  u  und  r  als  eindeutiger  Functionen  des 
zum  Modul  a"  gehörigen  Periodenquotienten  t,  die  für  n  =  b  die  Auf- 
lösbarkeit der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  durch  elliptische 
Functionen  nach  sich  zieht.  Endlich  hat  Herr  Klein  die  eindeutige 
Darstellbarkeit  einer  beliebigen  Dreiecksfunction  von  x  durch  die 
Grösse  r  bemerkt. 

Wenn  es  gelänge,  eine  eindeutige  Function 

herzustellen,  für  welche  der  Bereich,  wo  sich  diese  Function  wie  eine 
rationale  Function  verhält,  ein  einfach  zusammenhängender  ist,  und  die 
6  beliebig  vorgeschriebene  complexe  Werthe 

auslässt,  so  würde  jede  Function  y  von  x,  die  keine  anderen  Verzweigungs- 
punkte wie  a^,  «2,  •  •  •  a  besitzt,  vermöge  des  Poincare'schen  Prin- 
cips  als  eindeutige  Function  von  ri  darstellbar  sein;  man  könnte  also 
mit  Hülfe  einer  solchen  Function  die  allgemeine  Lösung  einer  linearen 
Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  x,  deren  sämmt- 
liche  wesentliche  singulare  Stellen  unter  den  a^,  a^,  •  •  •  «^  enthalten 
sind,  simultan  mit  x  als  eindeutige  Function  des  Parameters  ?;  dar- 
stellen, ähnlich  wie  man  die  durch  eine  algebraische  Gleichung  vom 
Range  Null  verknüpften  Variabein  als  rationale,  die  durch  eine  Glei- 
chung vom  Range  Eins  verknüpften  als  elliptische  Functionen  eines 
Parameters  darstellt. 
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Die  Untersuchungen  von  Herrn  Poincare  haben  gelehrt,  dass  eine 
solche  Function  in  der  That  stets  angegeben  werden  kann  und  zwar 
erscheint  dieselbe  als  die  Umkehrungsfunction  des  Integralquotienten 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten.  Wir  werden  im  Folgenden  diese  Untersuchungen  darzu- 
legen haben,  und  beschränken  uns  dabei  auf  diejenigen  Fälle,  die  für 
die  Erreichung  unseres  Zieles,  d.  h.  für  die  Darstellung  der  abhängigen 
und  unabhängigen  Variabein  einer  linearen  Differentialgleichung  als 
(Mudeutige  Functionen  eines  Parameters  ausreichend  sind. 


Fünfzehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  Fuchs' sehen  Functionen. 

Erstes  Kapitel. 

304.    Fachs'sclie    Gruppen.     Zwei  Beispiele.     Bedingungen   für   die 

Diseontinuität. 

Wir  hatten  am  Schlüsse  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  346)  die  Frage 
aufgeworfen,  ob  sich  in  der  Differentialgleichung 

(1)  ff  =  3(%, 

uz 

wo  q  iß)  durch  die  Formel 


XJiz-a,) 
;.=i 


/  =  l 


gegeben  ist,  und  wo  die  Grössen 

als  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  vorausgesetzt  werden,  die  Coeffi- 
cienten  der  ganzen  Function  vom  Grade  6  —  2  E  ,Az)  so  bestimmen 
lassen,  dass  die  unabhängige  Variable  s  eine  eindeutige  Function  des 
Integralquotienten  ri  wird.  Wir  werden  diese  Frage  nicht  in  ihrer 
vollen  Allgemeinheit  behandeln,  sondern  die  Existenz  von  Differential- 
gleichungen von  der  gewünschten  Beschaffenheit  zu  erweisen  suchen, 
die  als  die  unmittelbare  Verallgemeinerung  derjenigen  Gauss 'sehen 
Differentialgleichungen  erscheinen,  die  zu  eindeutig  umkehrbaren  Drei- 
ecksfunctionen  erster  Art  führen. 

Wir  behandeln  zunächst  die  projective  Monodromiegruppe  Q^,  indem 
wir  voraussetzen,  dass  die  Substitutionen  derselben  Verschiebungen 
in  dem  in  der  Nr.  285  (S.  101)  fixirten  Sinne  sind,  und  zwar  möge 
der  Orthogonalkreis  0  ein  realer  Kreis  mit  nicht  verschwinden- 
dem Radius  sein. 
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Eine  discontinuirliche  projective  Gruppe  d;  deren  Substitutionen 
(inen  realen  Kreis  mit  nicht  verschwindendem  Radius  ungeändert  lassen, 
nennt  man  nach  Herrn  Poincare  eine  Fuchs'sche  Gruppe. 

Die  zu  den  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecksfunctionen  erster  Art 
urhörigen  Gruppen  d-  sind  also  Fuchs'sche  Gruppen. 

Für  diese  war  der  Fundamentalbereich  F^^  ein  innerhalb  des  Ortho- 
o-onalkreises  gelegenes  Kreisbogenriereck,  dessen  Seiten  den  Ortho- 
uonalkreis  unter  rechtem  Winkel  schneiden.  Entsprechend  den  drei  sin- 
gulären  Punkten 

hatten  wir  in  F^  drei  Cykeln  von  Ecken  mit  den  Winkelsummen 
27cd^,       27tö„       27cd^. 

Wir  wollen  nun  allgemeine  Gruppen  ■O-  betrachten,  deren  Funda- 
mentalbereich F^^  die  folgende  Beschaffenheit  besitzt. 

1.  In  Bezug  auf  die  Anordnung  der  Ecken  und  Seiten  möge  F^^ 
von  der  Art  sein,  wie  der  in  der  Nr.  211  (Bd.  II,  1,  S.  320)  betrachtete 
Bereich  F^^,  d.  h.  F^^  sei  begrenzt  von  26  einen  zusammenhängenden 
Curvenzug  bildenden  Seiten 

^D    ^i}    ^%'    "'^2'    ■  ■  ■    ^a!    ^a- 

Diese  6  Seitenpaare  mögen  durch  gewisse  gegebene  Substitutionen 
Ä^,  Ä^,  ■  ■  ■  Ä^,  die  wir  als  elliptische  oder  parabolische  voraussetzen, 
in  einander  transformirt  werden,  und  der  Schnittpunkt  X^  der  Seiten 
s    und 

S'  =  A    S  (z  =  l,2,---  er) 

y.  ■/.■/. 

sei  ein  Doppelpunkt  von  A,_^  und  zwar,  wenn  die  Substitution  A^  eine 
elliptische  ist,  derjenige,  der  bei  der  canonischen  Form 

An  —i^y.  v—f^y. 

im  Zähler  auftritt,  falls 

0<d   <1 

ist.    Ebenso  sei  der  Schnittpunkt  A^  ,  ^  von  s^  und  s'^  ein  Doppelpunkt 
der  Substitution 

^„+1  =  ^r'^r  •  •  •  ^7S 

dann   sind   die    Schnittpunkte  ?}^'].^  von  s^    und  s^  aus  /l^_^j  durch  die 
Substitutionen  A,A„  •  •  ■  A    transformirt, 

l      2  y.  ' 

d  =  AA    ■■■KK^X  (.  =  1,2,...  (.-!)), 
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und  nach  dem  Satze  II  der  Nr.  210  (Bd.  II,  1,  S.  310j  sind  die  Winkel 
in  den  je  einen  Cyklus  bildenden  Ecken  A.  gleich  2jtd  ,  während  die 
Winkelsumme  in  den  Ecken 


die  zusammen  einen  Cyklus  bilden,  2:n:d^  ,  ^  beträgt. 

2.  Die  Substitutionen 

seien  Verschiebungen  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Orthogonalkreis  0, 
und  wenn  Ä_  rj  eine  elliptische  Substitution  ist,  so  sei  A^  der  innerhalb 
0  gelegene  Doppelpunkt  derselben.  Für  eine  parabolische  Substitution 
wissen  wir,  dass  ihr  Doppelpunkt  auf  der  Peripherie  von   0  liegt. 

3.  Die  Winkelsummen 

bei  den  ((?  -f~  1)  "^on  den  Ecken  des  Bereiches  F^^  gebildeten  Cykeln 
seien  aliquote  Theile  von  2jt  oder  Null. 

4.  Die  Seiten  von  F^^  seien  Kreisbogen,  die  den  Orthogonalkreis  0 
unter  rechtem  Winkel  schneiden. 

Um  eine  Vorstellung  davon  zu  erlangen,  welche  Beschränkungen 
für  die  Fundamentalsubstitutionen  Ä^,  A^,  •  •  ■  A^  die  gemachten  Vor- 
aussetzungen über  die  Beschaffenheit  von  F^^  mit  sich  bringen,  be- 
trachten wir  zwei  einfache  Beispiele. 

Wir  nehmen  ri  so,  dass  der  Orthogonalkreis  0  die  reale  ?;-Axe 
wird  und  betrachten  die  obere  ?j -Halbebene  als  das  Innere  des  Ortho- 
gonalkreises. Die  Verschiebungen  sind  dann  einfach  dadurch  charak- 
terisirt,  dass  dieselben  projective  unimodulare  Substitutionen 

mit  realen  Coefficienten  sind. 

Sei  dann  6  =  3,  und  nehmen  wir  vier  elliptische  Substitutionen 

A^,     A^,     A^,     A^^ 
so  haben  dieselben  zunächst  der  Bedingung 

(2)  A-^A^A  =  1 

zu  genügen.  Denken  wir  uns  ferner  die  Substitution  A  in  der  cano- 
nischen  Form 

=r     =  e  '^   :=r-  {x  =  l,  2,  3,  4) 
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o-eschrieben,  wo  A  einen  Punkt  der  oberen  Halbebene,  A  seinen  con- 
iugirten  Punkt,  8  eine  reale  positive  Grösse  bedeutet,  so  müssen  die 
Zahlen 


K^^. 


^,^ 


reciproke  ganze  Zahlen  sein.  Diese  beiden  Beschränkungen  sind  aber 
noch  nicht  hinreichend.  Es  müssen  die  drei  Punkte  X^,  A,,  A^  noch 
so  beschaffen  sein,  dass  sie  mit  den  Punkten 

a! 


Aj    ^]  ^4  7 


jß-^A,,    ■^•t       ^i 


ein  Sechseck  bilden  können,  dessen  Seiten  Kreisbogen  sind,  deren 
(Zentren  auf  der  realen  Axe  liegen  und  in  welchem  die  Winkel  bei 
Aj,  Ag,  Xl  beziehungsweise  gleich  ^tcö^,  27cd^,  ^Ttd^  sind,  und  die 
Summe  der  Winkel  bei  A^,  A^,  A^'  genau  27id^  beträgt. 

Denken  wir  uns  also  die 
Punkte  A^,  A.,,  A^  durch  Kreis- 
bogen verbunden,  deren  Centren 
auf  der  realen  Axe  liegen,  so 
muss  das  so  entstehende  Kreis- 
bogendreieck bei  A^,  Ag,  A3  Win- 
kel besitzen,  die  beziehungsweise 
kleiner  sind  als  27iö^,  2nd.„  27cö.,.  In  Formeln  lauten  diese  Be- 
dingungen 

Jo  —  l, 


Fig.  29. 


(3) 


arg 


^3       ^2 
arsf =- 


l.  —  l. 


1        2 


<27td„ 


arg 


h       h 


^ — ^-^<2nd.^. 


Diese  sind  in  Verbindung  mit  den  beiden  oben  angegebenen  Bedingungen 

noth wendig  und  hinreichend  dafür,  dass  der  Fundamentalbereich  F^^  der 

aus  der  Basis 

Ä^,  A^,  ^3,  Ä^ 

erzeugten  Gruppe  d-  die  verlangte  Beschaffenheit  habe  (vergl.  Fig.  29). 
Wenn  für  ö  =  3  die  vier  Substitutionen  A^,  A^,  A^,  A^  parabolische 
sein  sollen,  so  müssen  die  Doppelpunkte  A^,  A^,  A3,  A^  reale  Grössen 
sein.  Die  Bedingung  (2)  muss  erfüllt  sein,  und  überdies  müssen  die 
Punkte 

K}    ^V    ^3'    '''4'    ^2'    K 
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in    dieser   Reihenfolge    aufeinander   folgen,    wenn   man    sich    die    reale 
r]-Axe  in  der  einen  oder  der  anderen  Richtung  durchlaufen  denkt.    Die 
Substitutionen  Ä^,  Ä^,  Ä^,  die  beziehungsweise  die  Seiten  s^  in  s[,  s 
in  s^,  Sg  in  s'^  verwandeln  (vergl.  Fig.  30),  lauten,  da 


^3^4  > 


h      -^2^4:'  K     ^1    ^4: 


sein  muss 


A^i]  - 

h 

1 

Äc,T]   — 

h 

1 

(4) 

An  -h 
und  die  Bedingung,  dass 

eine  parabolische  Substitution  sein  soll,  lässt  sich  in  der  Form 

(5)     (A,  -  xj  K  -  ^-.f  (K  -  ^^f  =  (K  -  ^if  (h  -  ^sf  (K  -  ^2/ 

darstellen,  wo  nach  Ausziehen  der  Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten 
die  Vorzeichen  so  zu  bestimmen  sind,  dass  dieselben  bei  der  jeweils 
stattfindenden  Lage  der  Punkte  A  beiderseits  übereinstimmen.  Sind 
fünf  von  den  Punkten  A  bekannt,  so  ergiebt  sich  der  sechste  gemäss  der 
Gleichung  (5)  durch  einfache  lineare  Construction  (vergl.  Fig.  30),  und 


Fig.  30. 

die   Substitutionen  A^,  A^,  A.^    sind   dann    durch    die  Formeln  (4)   be- 
stimmt. 

Wir  behaupten  nun:  Wenn  der  die  Gruppe  ^  bestimmende 
Fundamen  talb  er  eich  F^  den  Bedingungen  l.bis4.  Genüge  leistet, 
so  ist  die  Gruppe  %■  eine  discontinuirliche,  d.  h.  es  kann  sich 
niemals  ereignen,  dass  die  aus  F^  durch  die  Substitutionen 
von  0-  entstehenden  Bereiche 


304.     DiscontinuitätsLedingungen.  11?) 

F 

±xi,  +  ^2 ,  ■  ■•  ±y.^, 

einander  überdecken. 

Zufolge  der  in  der  Nr.  2Sr)  (S.  101,  102)  für  die  als  Verschiebungen 
cliarakterisirten  projectiven  Substitutionen  zusammengestellten  Sätze 
sind  die  Seiten  s'  von  F^  schon  von  selbst  Kreise,  die  den  Orthoo-onal- 
kreis  0  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  sofern  die  Seiten  s  als 
solche  Kreise  angenommen  werden.  Ferner  liegt  der  Bereich  F  ganz 
innerhalb  von  0,  es  werden  folglich  auch  alle  mit  demselben  con- 
gruenten  Bereiche 

innerhalb  0  liegen  und  von  Kreisen,  die  den  Orthogonalkreis  senkrecht 
schneiden,  begrenzt  werden. 

Hiernach  lässt  sich  der  Discontinuitätsbeweis  für  die  Gruppe  o)-  in 
dem  Falle,  wo  alle  Substitutionen 

parabolische  und  demnach  alle  Winkel  von  F^  gleich  Null  sind,  in 
genau  derselben  Weise  führen,  wie  im  Falle  der  Modulfunction  (Nr.  272, 
S.  50). 

In  der  That  theilen  die  Seiten  von  F^  das  Innere  von  0  in 
2^-f-l  Bereiche,  nämlich  7^^^  selbst  und  die  26  sichelförmigen  Gebiete 
zwischen  0  und  den  26  Seiten  von  F„.  Der  Bereich  F,  ,  der  mit 
-Fy  längs  der  Seite  s  ,  beziehungsweise  s  zusammenhängt,  befindet  sich 
dann  ganz  innerhalb  der  von  dieser  Seite  und  der  Peripherie  von 
0  begrenzten  Sichel.  Gehen  wir  von  F_^^  zu  einem  benachbarten 
Bereiche 

F 

±z,  ±i 

über  und  fahren  so  fort,  so  werden  wir,  wenn  auf  diese  Weise  eine 
gewisse  Anzahl  von  Bereichen 

construirt  worden  ist,  das  Innere  von  0  in  eine  Anzahl  von  Par- 
zellen zerlegt  haben,  nämlich  in  die  construirten  Bereiche  einerseits 
und  die  von  den  freien  Seiten  derselben  und  der  Peripherie  von  0  be- 
grenzten Sicheln  ß^,  6.,,  •  •  •  andererseits. 

Construiren  wir  nun  weiter  den  mit  einem  der  äussersten  Be- 
reiche (G)  längs  einer  freien  Seite  zusammenhängenden  Bereich,  so  liegt 
derselbe  ganz  innerhalb  der  von  jener  freien  Seite  begrenzten  Sichel, 
es  ist  folglich  nicht  möglich,  dass  von  den  mit  F^^  congruenten  Be- 
reichen zwei  sich  gegenseitig  überdecken. 
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In  dem  allgemeinen  FaUe,  wo  einige  der  Substitutionen 

A>  A^  ■■•  Ay  A+i 

oder  auch  alle  diese  Substitutionen  elliptiscbe  sind,  hat  man  das  für 
die  Dreiecksfunctionen  in  den  Nummern  286,  287  benutzte  Beweisver- 
fahren anzuwenden.  In  der  That  wurde  dasselbe  a.  a.  0.  so  gefasst, 
dass  es  ohne  weiteres  auf  den  jetzt  vorliegenden  allgemeinen  FaU  an- 
wendbar bleibt,  man  hat  nur  auf  S.  109  (Zeile  10  v.  u.)  an  die  Stelle  der 
doi-t  in  Betracht  kommenden  drei  Substitutionen  A^,  Ä.^,  A^  die  6  -]^  l 
Substitutionen 

A>  A>  '  '  '  A+i 
zu  setzen. 

Dieses  Beweisverfahren  lehrt  uns  zugleich,    dass  die  von   der  Ge- 

sammtheit  der  Bereiche 

F 

o-ebildete  Fläche  F  das  Innere  des  Orthogonalkreises  nicht  nur  einfach 
sondern  auch  lückenlos  bedeckt  und  ferner,  das.s  wenn  wir  statt  von 
F  von  dem  ausserhalb  0  liegenden  Spiegelbilde  von  F^  ausgegangen 
wären,  die  Bereiche,  die  aus  diesem  Spiegelbilde  durch  die  Substitutionen 
von  &  hervorgehen,  das  Äussere  von  0  einfach  und  lückenlos  bedeckt 
haben  würden. 

Die  durch  F^  bestimmte  Gruppe  d-  ist  also  für  zwei  Continua  von 
Punkten,  nämlich  für  alle  Punkte  innerhalb  und  für  aUe  Punkte  ausser- 
halb von  0  eigentlich  discontinuirlich,  die  Peripherie  von  0  da- 
gegen ist  überall  dicht  besetzt  von  den  Doppelpunkten  der  parabo- 
lischen und  hyperbolischen  Substitutionen  der  Gruppe  &. 


305.     Fuchs 'sehe  Functionen.     Die   Fuchs 'sehen   Thetareihen    von 
Poincare.     Erster  Ansatz  zum  Convergenzbe weise. 

Der  in  den  Xummeru  213,  214  (Bd.  U,  1,  S.  327 J  gelieferte  Exi- 
stenzbeweis lehrt  nun  sofort,  dass  es  Functionen  ^  von  rj  giebt,  die 
sich  innerhalb  F^^  wie  rationale  Functionen  verhalten  und  bei  den  Sub- 
stitutionen der  Fuchs 'sehen  Gruppe  Q-  ungeändert  bleiben.  Wir  nennen 
diese  Functionen  nach  Herrn  Poincare  Fuchs'sche  Functionen 
von  7j.  Dieselben  sind  (Nr.  216,  Bd.  II,  1,  S.  345)  eindeutige  Func- 
tionen von  Tj,  die  nur  innerhalb  der  Fläche  F,  d.  h.  im  Innern  des 
Orthogonalkreises  0  existiren;  sie  lassen  sich  durch  eine  derselben,  0, 
die  innerhalb  F^^  jeden  Werth  nur  einmal  annimmt,  rational  darstellen, 
und  7]  ist  als  Function  von  z  betrachtet  der  Integralquotient  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von   der  Form  (1). 
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Wenn  wir  die  Function  s  dadurch  fixiren,  dass  sie  für 

lieziehungsweise  die  Werthe 

3  =  0,    1,    OO 

annehmen   soll,    so   sind   die   übriü^en   sinojulären  Stellen   «„,  «, ,  •  •  •  a 
vun  (1),  die  den  Punkten 

entsprechen,  ebenso  wie  die  übrigen  in  q^z)  enthaltenen  Parameter  ein- 
deutig bestimmt. 

Wir  wollen  nun  eine  Darstellung  der  Fuchs 'sehen  Functionen 
kennen  lernen,  die  uns  zugleich  einen  neuen  Beweis  für  die  Existenz 
solcher  Functionen,  die  zu  einer  Fuchs 'sehen  Gruppe  d-  gehören,  lie- 
fern wird.  Diese  Darstellung  wird  uns  die  Fuchs'schen  Functionen 
als  Quotienten  zweier  nach  demselben  Gesetze  gebildeter  unendlicher 
Reihen  liefern,  ähnlich  wie  man  z.  B.  in  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  die  eindeutigen  doppeltperiodischen  Functionen  als 
Quotienten  von  Thetareihen  darstellt.  Die  elliptischen  ebensowohl,  wie 
die  in  der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  auftretenden  Abel'schen 
Thetareihen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihr  Verhalten  bei  Ver- 
mehrung ihrer  Argumente  um  Perioden  aus  ihrem  Bildungsgesetze  un- 
mittelbar ersichtlich  ist.  Einer  analogen  Eigenschaft  erfreuen  sich  die 
zur  Darstellung  der  Fuchs'schen  P\^nctionen  dienenden  Reihenent Wicke- 
lungen, die  deshalb  von  ihrem  Entdecker,  Herrn  Poincare,  als 
Fuchs 'sehe  Thetareihen  (series  theta-fuchsiennes)  bezeichnet  wor- 
den sind. 

Diese  Thetareihen  sind  einfache  Bildungen,  die  symmetrisch  sind 
in  Bezug  auf  alle  Substitutionen  der  Fuchs'schen  Gruppe  d-. 

Bedeute  H(rj)  irgend  eine  rationale  Function  von  rj,  die  an  keiner 
auf  der  Peripherie  des  Orthogonalkreises  gelegenen  Stelle  unendlich 
wird,  und  sei  m  irgend  eine  ganze  Zahl,  die  grösser  ist  als  Eins.  Be- 
zeichnen wir  ferner  durch 

die  in  irgend  einer  Reihenfolge  genommenen  Substitutionen  dei- 
Fuchs'schen  Gruppe  -9",  so  ist 

die  allgemeine  Fonn  einer  Fuchs'schen  Thetareihe. 
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Das  Verhalten  dieser  Reihe  hei  Anwendung  einer  Suhstitution  S^ 
auf  tj  ergiebt  sich  unmittelbar.     In  der  That  haben  wir 

Wenn  S    für  v  =  0,  1,  2,  •  •  •  die  Gesammtlieit  aller  Substitutionen  der 

(■777 

Gruppe  d-  darstellt,  so  gilt  zufolge  der  Gruppeneigenschaft  das  Gleiche 
von  den  Substitutionen 

es  ist  folglich 

V  =0  r  =  0 

d.  h.  wir  haben  die  wichtige  Gleichung 

(9)  0  (Ä,  V)  =  (dl; ,)"  ®  ("i)  =  (y.  ^  +  ^  J'™  ®  C'?)- 

Die  Convergenz  der  Thetareihen  vorausgesetzt,  lassen  sich  auch 
leicht    eindeutige    Functionen    herstellen,    die    zur  Gnippe  ^   gehören. 

Bilden  wir  nämlich  zwei  Thetareihen  ^^^(ry),  &.>(v)j  ^^^  ^^  dem- 
selben Werthe  von  m  gehören,  so  ist  der  Quotient 

&2  in) 

zufolge  der  Gleichung  (9)  eine  eindeutige  Function  von  ?/ ,  die  bei  den   1 1 
Substitutionen  der  Gruppe  ^  ungeändert  bleibt. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Convergenz  der  Reihe  (8)  zu  er-      ' 
weisen;   hierfür  hat  Herr  Poincare   zAvei   verschiedene  Methoden   an- 
gegeben,   deren  jede    ihre    eigenthümlichen    Vorzüge    darbietet.      Wir 
wollen  darum  beide  hier  darlegen. 

Beiden  Methoden  gemeinsam  ist  der  Nachweis,  dass  die  Conver- 
genz der  Reihe  (8j  aus  der  Convergenz  der  Reihe 

J°     1  ,7  c.   ^  im  j- ,  -,  2?« 

...  'ST'         "^      N^  ^ 

folgt.     Dieser  Nachweis  lässt  sich  sofort  erbringen. 

In  der  That,  bedeute  1]  einen  Werth,  der  weder  eine  Unendlich- 
keitsstelle der  rationalen  Function  S(jji)  ist,  noch  mit  einem  solchen 
Werthe  correspondirt,  dann  ist  für  dieses  rj 

H(S^r}')  (>=o,  1,  2,  •••; 

stets  endlich.    Wir  können  also  eine  positive  Grösse  31  so  angeben,  dass 

lH{S^,ri)\<3I,         (v  =  ü,i,2,...); 
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dann  ist  aber 


<  ^ 


v.n-^sj'"'' 


dn 

d.  h.  der  absolute  Betrag  jedes  Gliedes  der  Reihe  (8)  ist  kleiner,   als 
das  entsprechende  Glied  der  Reihe 

M 


also  convergirt  in  der  That  für  diejenigen  Werthe  ry,  die  nicht  zu  den 
ausgeschlossenen  gehören  und  für  welche  die  Reihe  (10)  convergent  ist, 
die  Reihe  (8)  ebenfalls,  und  zwar  unbedingt. 


306.    Der  erste  Poincare'sehe  Convergenzbeweis, 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  Convergenz  der 
Reihe  (10)  und  befolgen  zuvörderst  die  erste  Poincare'sehe  Methode. 

Es  möge,  •  wie  auch  zumeist  im  Folgenden,  der  Orthogonalkreis 
als  der  Einheitskreis  der  ?^-Ebene 

riYi  =  l 

angenommen  werden.  Zwei  Punkte  a  und  a  ,  die  Spiegelbilder  von 
einander  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  sind,  wollen  wir  schlechthin 
als  harmonische  Werthe  bezeichnen;  es  ist  dann 

"  =  -1. 
ä 

Wenn  ein  Punkt  t,  durch  eine  Verschiebung  A  in 

übergeht,  so  verwandelt  sich  der  zu  t,  harmonische  Punkt  t,  offenbar 
durch  dieselbe  Substitution  in  den  harmonischen  Punkt  von  ^^ 

Wir  können,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  voraussetzen, 
dass  der  Nullpunkt  ij  =  0  der  t^- Ebene  innerhalb  des  Fundamental- 
bereiches der  Fuchs'schen  Gruppe  Q-  gelegen  sei.  Beschreiben  wir 
dann  um  den  Punkt  ■»;  =  0  einen  Kreis,  der  ganz  innerhalb  von  F^ 
liegt,  so  ist  der  Radius  q  dieses  Kreises  ein  endlicher,  von  Null  ver- 
schiedener Werth.  Für  jeden  mit  iq  =^  0  correspondirenden  Punkt,  der 
aus  ?;  =  0  durch  eine  Substitution  Ä,  der  Gruppe  0;  hervorgeht,  ist 
dann  offenbar,  wenn  wir  S^^  i]  =  i]  nehmen, 

Schlesinger,  DiErerentialgleichungen.    IT,  3.  12 
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(11) 


1>\S..(0)\  = 


>Q,  (v  =  l,  2,  3  ..), 


da  diese  Punkte  sämmtlich  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen  müssen. 
Der  zu  1^  =  0  harmonische  Wei-th  ist  r^  =  oo ;  die  demselben  ent- 
sprechenden Werthe  sind  folglich  harmonisch  zu  den  Punkten 

—  (r=l,  2,3,4,  ■•), 

d.  h.  es  ist 

ö  a 

(12)  =^  =  -^. 

Da   die   Gesammtheit  der  Substitutionen  ä    mit   der   Gesammtheit   der 
inversen  Substitutionen 


V  7„    —  V 


identisch  ist,    so  können   wir    die   dem  i]  =  oaj  entsprechenden  Punkte 
auch  in  der  Form 

(v  =  l,  2,  3,  4,  ■  •  •) 

darstellen.     Es  ist  dann  nach  (11)  und  (12) 


(13) 

1< 

- 

<7       ' 

Nun  ist  aber 

(14) 

drj 

= 

1       ;' 

Y,r}-\-S,, 

vA' 


^^  +  77 


2  > 


und  der  Ausdruck 


v-\ — 


ist  offenbar  nichts  anderes,  wie  der  Abstand  des  Punktes  t]  vom  Punkte 


Yv 


wir  haben  folglich,  wenn  tj  innerhalb  des  Einheitskreises  liegt, 


—  \v\<\v  + 


<hl  + 


(v=l,2,3,    ••), 


also  nach  (14)  und  (13) 


(15) 


,> 


dS^n 


Y,  r'  (1  - 1  r,  I)-      !  dn 


> 


'.■i  (1+1,1) 


(v=l,2,3,4,  ■•  •)• 


_F„ 

=  s 

1 

^„ 

c„, 

c, 

'C., 

^3- 

30G.    Der  erste  Convergenzbeweis.  179 

Sei  7]  ein  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F^  gelegener  Punkt, 
und  denken  wir  uns  nun  um  diesen  Punkt  herum  einen  kleinen,  ganz 
innerhalb  F^  befindlichen  Bereich  C^  abgegrenzt.  Der  aus  C  durch 
die  Substitution  S^  hervorgehende  Bereich  0  liegt  dann  innerhalb  des 
Bereiches 

und  umgiebt  den  Punkt 

Da  die  Bereiche 


sämmtlich  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen  und  überdies  zufolge 
der  Discontinuität  der  Gruppe  d-  sich  nicht  gegenseitig  überdecken 
können,  ist  die  Summe  ihrer  Flächeninhalte 

X 

r  =  0 

eine  endliche  Grösse,    nämlich  kleiner  wie  der  Flächeninhalt  n  des 

Einheitskreises. 

Setzen  wir  nun,  wie  in  der  Nr.  283  (S.  95) 

so  ist  der  Flächeninhalt  von  C^  in  der  Form 

darstellbar.     Ebenso  ist,  wenn 

S,  V  "=  P, -\r  ^Q, 
gesetzt  wird, 

(^r=fßPj%^ 

also,  wenn  wir  j;,  q  als  neue  lutegrationsvariablen  einführen. 


'■       J  J  \(^p  ^a         cq    dp/  ^    ^' 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (X)  der  Nr.  285  (S.  100) 


dri 


dp  dq. 


(16)  C,=//| 

Sei  nun,  wenn  t]  innerhalb  des  Bereiches  (2,  verbleibt, 

^>\v\, 

dann  ist  nach  (15)  innerhalb   C'^j 

12* 
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|y.r(i-^f 


> 


— ^     >  

dn    ^       \Yv 


Hl +4 


Bezeichnen    wir    also    mit    M^    den    grössten,    mit    m^,    den    kleinsten 
Werth,  den 

dr]     I 

anzunehmen  vermag,  wenn  t]  innerhalb   C^^  verbleibt,  so  ist 

1  1 


M< 
m  > 


I  y.  r  (1  -  ^i 
1  1 

in7 


•2f 


nnd  folglich 


e+-r 


"'r  (1  —  Af 


M. 


=  K  (»■  =  !,  2,  3,  ••■), 


WO  K  eine  von  v  unabhängige  Grösse  bedeutet. 
Nach  (16)  ist  aber 

C;  >ffK  dp  clq  =  m^  r; , 
also  haben  wir,  da  nach  (17) 


m 


ist,  a  potiori 
und  folglich 


5. 
K 


Ml 


r- 


M'  <K 


.2^v 


Betrachten  wir  nun  zuvörderst  die  unendliche  Reihe 

so  ist  die  Summe  derselben  für  Werthe  von  ri,  die  innerhalb  C^.  liegen, 
kleiner  als 

also,   da   die  Summe   der    C^   einen   endlichen  Werth  besitzt,  jedenfalls 
ein  bestimmter  endlicher  Werth.     D.  h.  die  Reihe 
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(18) 


jL4  I     Ay\ 


convergirt,  wenn  y\  innerhalb  C^  verbleibt. 

Bezeichnen   wir  die  Summe    dieser   Reihe  (IH)    für   einen   Augen- 
blick mit  S,  so  ist  offenbar 


also  für  in  >  2 


dr\ 


<s% 


drj 


TO  — 2 


<s 


eis ^,7] 

drj 


d.  h.  jedes  Glied  der  Reihe  (10)  ist  kleiner,  als  das  entsprechende  Glied 
der  Reihe 


^« 


dS^T] 
dt] 


deren  Convergenz  feststeht.  Also  convergirt  die  Reihe  (10)  allemal, 
wenn  tj  innerhalb  6^^  verbleibt,  und  zwar  unbedingt  und  gleich- 
massig. 

Nun  können  wir  C\^  so  lange  erweitern,  bis  es  den  ganzen  Fun- 
damentalbereich F^  erfüllt.  Ferner  können  wir  ieden  der  mit  F  con- 
gruenten  Bereiche 

F  =  S  F^ 

V  V       0 

ebenso  gut  wie  F^^  selbst  als  Fundamentalbereich  ansehen;  die  Reihe  (10) 
ist  also  für  m  >  1  innerhalb  des  Einheitskreises  convergent. 

Sei  nun  rj  ein  Punkt  ausserhalb  des  Einheitskreises,  der  mit 
keinem  der  dem  tj  =  oo  entsprechenden  Punkte  zusammenfällt.  Dann 
ist  für  den  harmonischen,  also  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen 
Punkt   rj    die  Reihe 


V      ^^^rV' 


^ 


drf" 


convergent. 


v  =  0 

—  8. 


I— 2  m 


Da  V  mit  keinem  der  Punkte zusammenfällt,  ist  stets 


^^'t 


>r, 


wo  r  eine  bestimmte,  von  Null  verschiedene  Grösse  bedeutet;  ferner 
haben  wir,  wie  früher  gefunden  wurde,  für  den  innerhalb  des  Einheits- 
kreises gelegenen  Punkt  7]^ 


0      ,        V    I,  I      0  I      , 
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d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (!?>) 


0      ,      ^v 


<i  + 


Es  ist  folglich 
d.  h.  jedes  Glied 


= 

'•-'i 

■4 

< 


i+1 

Q 


y..v  +  ö;  r 


der  Reihe  (10)  ist  für  ein  ausserhalb  des  Einheitskreises  und   in   end- 
lichem  Abstände  von  den  Punkten '^   gelegenes   rj    kleiner,    als   das 


entsprechende  Glied  der  convergenten  Reihe 


r  =  0 


d.  h.  wir  haben  das  Resultat : 

Die  Reihe  (10)  convergirt  für  alle  innerhalb  des  Ein- 
heitskreises befindlichen  Stellen  tj  und  für  diejenigen  ausser- 
halb des  Einheitskreises  befindlichen,  die  von  den  aus  ?y  =  cx> 
durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  d-  hervorgehenden 
Punkten  in  endlichem  Abstände  liegen. 

Damit  ist  denn  auch  die  Convergenz  der  Fuchs 'sehen  Thetareihe  (8) 
erwiesen. 


307.    Tragweite   des   ersten   Convergenzbeweises.      Erster   Theil   des 
zweiten  Poincare 'sehen  Convergenzbeweises. 

Dieser  erste  Convergenzbctveis  beruht  auf  einem  Princip,  wel- 
ches eine  ähnliche  Anwendung  für  eine  grosse  Classe  von  discontinuir- 
lichen  Gnippen  gestattet.  Und  zwar  nicht  nur  für  solche  Gruppen  von 
projectiven  Substitutionen  einer  veränderlichen  Grösse,  sondern  einer- 
seits auch  für  discontinuirliche  Gruppen  von  projectiven  Substitutionen 
in  mehreren  veränderlichen  Grössen,  andererseits  für  discontinuirliche 
Gruppen  von  nicht  projectiven  Transformationen. 

Hat  man  z.  B.  eine  discontinuirliche  Gruppe  von  projectiven  Sub- 
stitutionen in  zwei  Variabein  i],  t, 


M) 


» 


3(V) 


(") 


t,.= 


». 


rv=i,  2,  3,  •••;. 
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woselbst 


a^''^  a^')  «W 

rS'^  7'^^  vi'^ 


=  h 


so  kaun  man  unter  gewissen  beschränkenden  Voraussetzungen  mit 
Hülfe  desselben  Princips,  welches  bei  dem  eben  dargelegten  Beweise 
zur  Anwendung  gelangt  ist,  die  Convergenz  einer  Reihe  von  der  Form 

&{v,t)-Z^\^^,^,,  +  ß? V  +  y['H'  a^r^  +  (3?') V  +  7?tJ  W  +  ßi^+y^f" 
erweisen,  wo  H  den  Algorithmus  einer  rationalen  Function,  m  eine 
ganze  Zahl  grösser  als  Eins  bedeutet.  Diese  Reihe  hat  dann  offenbar 
die  Eigenschaft,  dass,  bei  Anwendung  einer  beliebigen  Substitution  der 
Gruppe, 

®  (%>  W  =  «^  -f-  ßT  n  +  rf  ir  ©  (ri,  t) 

wird.     Das  Analoge  gilt  natürlich  für  beliebig  viele  Variable. 

Durch  Quotientenbildung  können  wir  von  diesen  allgemeinen 
Reihen  zu  eindeutigen  Functionen  der  beiden  veränderlichen  Grössen 
ij,  t,  übergehen,  die  bei  den  Substitutionen  der  vorgelegten  disconti- 
nuirlichen  Gruppe  ungeändert  bleiben;  die  Wichtigkeit  solcher  Func- 
tionen für  die  Theorie  der  lineai*en  Differentialgleichungen  dritter  und 
entsprechend  höherer  Ordnung  ist  nach  den  Erörterungen  der  Nummer 
205  (Bd.  II,  1,  S.  289  ff.)  ohne  Weiteres  einleuchtend.  Einige  beson- 
dere Fälle  solcher  Functionen  hat  Herr  Picard  untersucht,  einer  all- 
gemeinen Theorie  derselben  scheinen  sich  aber  noch  bedeutende  Schwie- 
rigkeiten entgegenzustellen. 

Während  so  der  „erste  Convergenzbeweis"  seiner  allgemeinen  prin- 
cipiellen  Grundlage  wegen  besonderes  Interesse  beansprucht,  hat  der 
„zweite  Poincare'sche  Convergenzbeweis",  zu  dessen  Darlegung  wir  jetzt 
übergehen,  unmittelbar  nur  für  Fuchs 'sehe  Gruppen  Bedeutung,  führt 
aber  gerade  dadurch,  dass  er  auf  die  besondere  Beschaffenheit  dieser 
Gruppen  Rücksicht  nimmt,  viel  tiefer  in  die  Natur  dieser  Gruppen 
und  der  bei  denselben  unveränderlichen  Functionen  hinein,  als  der  erste. 

Dieser  zweite  Convergenzbeweis  stützt  sich  wesentlich  auf  die 
Natur  der  Substitutionen  der  Gruppe  -9-  als  Verschiebungen,  es 
wird  daher  zweckmässig  sein,  wenn  wir  jetzt  wieder  die  Fläche  von 
constantem  Krümmungsmaasse  heranziehen,  die  wir  in  den  Nummern 
283 — 385  (S.  93  ff.)  eingeführt  und  angewandt  haben. 

Da  wir  den  Einheitskreis 

riri  —  1  =  0 
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als  Orthogonalki-eis  gewählt  haben,  so  ist  nach  den  in  der  Nr.  285 
(S.  101)  zusammengestellten  Bezeichnungen  die  superficielle  Länge 
einer  zwischen  zwei  Punkten  i]^,  rj.^  erstreckten  Curve  ©  gleich 


'/2 


(19)  2  fAlnL 


Vi 

zu  nehmen,  da  ja  rj  stets  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen  muss,  so 

dass  also 

1  —  rjrj  ^0 

ist.    Der  superficielle  Inhalt  einer,  von  einer  geschlosseneu  Curve  C  be- 
grenzten Figur  ist  gleich 


^^^)  'ff^ 


(C) 

und,  wenn  wir  statt  der  Coordinaten  p,  q  die  ebenen  Polarcoordi- 
naten  q,  (p  einführen,  für  welche 

(  ;^  =  p  cos  qp , 
(21)  V        v^, 

l  q  =  Q  smcp 
ist,  so  erhalten  wir  das  Doppelintegral  (20)  in  der  Form 

(20a)  iff-^^.- 

J   J     (1    —    p^^ 

Einem  Kreise  C^  in  der  >j- Ebene,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt 
ri  =  0  und  dessen  Radius  gleich  q^  ist,  entspricht  auf  der  Fläche  vom 
Constanten  Krümmungsmaasse  —  1  eine  Curve,  deren  Punkte  nach  den 
Formeln  der  Nr.  284  (S.  98)  von  den  Punkten  p  =  0,  q  =  0  den 
Constanten  geodätischen  Abstand 

Po 


(22)  ,        2/--^  =  log- 

«/     1  D  1 

0 


«•o 


besitzen.  Wir  wollen  diese  Grösse  r^  den  super ficiellen  Radius 
des  in  der  t^ -Ebene  gezeichneten  Kreises  C^  nennen.  Der  superficielle 
Inhalt  dieses  Kreises  ergiebt  sich  nach  (20a)  gleich 


\Mä 


I  -^  I '.    ,'f    1_,„« 


Führen  wir  in  diesen  Ausdruck  den  superficiellen  Radius  r^  ein,  durch 
welchen  sich  q^  in  der  Form 


307.    Der  zweite  Couvergenzbeweis.  185 

e'o  —  1 


(23)  Qo 

darstellt  (vergl.  Gleichung  (13)   der  Nr.  285,  S.  99),    so   erhalten   wir 

S(j  =  ;r  (e     +  e        —  2). 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  Anzahl  derjenigen  Punkte 
zu  ermitteln,  die  aas  einem  innerhalb  F^  gelegenen  Punkte  i;  durch 
die  Substitutionen  der  Gruppe  ■0'  hervorgehen  und  sämmtlich  innerhalb 
des  Kreises  C^  liegen. 

Grenzen  wir  um  den  Punkt  ri  herum  einen  ganz  innerhalb  von  F 
befindlichen  geschlosseneu  Bereich  (S^^  ab,  und  betrachten  wie  beim 
ersten  Beweise   die   Gesammtheit  der  aus  6^  durch   die  Substitutionen 

der  Gruppe  d-  hervorgehenden  Bereiche  ß^,,  so  sind  diese  sämmtlich 
unter  einander  congruent  (im  Sinne  der  Nr.  285,  S.  101)  und  haben 
folglich  denselben  superficiellen  Inhalt  U. 

Denken  wir  uns  die  Bereiche  CS^,  für  v  =  0,  1,  2,  •  •  •  auf  die  Fläche 
vom  Constanten  Krümmungsmaasse  —  1  übertragen ,  so  wird  der  geodä- 
tische Abstand  irgend  zweier  Punkte  der  Begrenzung  von  ©^  eine  gewisse 
obere  Grenze  2  nicht  überschreiten  können;  wegen  der  Congruenz  aller 
{^^  mit  ©p  hat  die  Grösse  2  für  alle  d^,  dieselbe  Bedeutung  wie  für  ß^. 

Wenn  nun  der  Punkt  S^,r}  innerhalb  des  Kreises  C^  liegt,  so  kann 
der  diesen  Punkt  umgebende  Bereich  (E^,  über  C^  hinausgreifen.  Be- 
schreiben wir  aber  einen  mit  C^  concentrischen  Kreis  C ,  dessen  super- 
ficieller  Radius  gleich  r^  -f-  £  ist,  so  muss  der  Bereich  S,,  jedenfalls 
ganz  innerhalb  6^  liegen. 

Sei  also  N  die  Anzahl  der  innerhalb  6*^^  gelegenen  Punkte  S^^rj, 
so  liegen  mindestens  N  der  Bereiche  (S,,  innerhalb  des  Kreises  C^.  Die 
Summe  der  superficiellen  Inhalte  dieser  N  Bereiche  &^,  ist  gleich 

NU, 
diese  Summe  muss  also  jedenfalls  kleiner  sein,  wie  der  superficielle  Inhalt 

j,(/o+s  _|_  e-'-o-2_2) 
des  Kreises  C^.     Wir  haben  demnach  die  Ungleichung 

(24)  N<4  (/o+«  +  e-'-o-s  _  2); 

d.  h.: 

Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  Punkte,  die  aus 
einem  innerhalb   des  Bereiches  Sq  gelegenen  i^-Werthe  durch 


186 
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die  Substitutionen  der  Gruppe  d-  hervorgehen,  und  die  sich 
im  Innern  eines  Kreises  6'^  mit  dem  Mittelpunkte  rj  ==  0  und 
dem  superficiellen  Radius  r^,  befinden,  so  genügt  die  Anzahl  iV 
dieser  Punkte  der  Ungleichung  (24),  wo  Z  den  superficiellen 
Inhalt  des  Bereiches  (5^,  und  2  das  Maximum  des  geodätischen 
Abstandes  zweier  Punkte  der  Begrenzung  von  S^^  von  ein- 
einander  bedeutet. 


308.    Zweiter  Theil  des  zweiten  Convergenzbeweises.     Typen  von 
holoedrisch  isomorphen  Fuchs 'sehen  Gruppen. 

Sei  nun  a  der  auf  der  Fläche  von  constantem  Krümmungsmaasse 
gemessene  geodätische  Abstand  des  Punktes  1]  vom  Punkte  ?;  =  0, 
d.  h.  also  der  superficielle  Radius  des  durch  den  Punkt  r}  gelegten, 
mit  dem  Einheitskreise  concentrischen  Kreises,  dann  ist  nach  (23) 

(25)  I''1  =  7T1- 

Sei  ebenso  /  der  geodätische  Abstand  des  Punktes 


vom  Punkte  rj 

(26) 


0,  so  ist  auch 


+  1 


Zufolge  der  Gleichung  (VIII)  der  Nr.  282  fS.  89)  haben  wir  aber 

(yyV  +  K)  ihv  +  ^j  [1  - 1  'S,^  f]  =  1  -  h  f, 


also 


Yy.V  +  ^y, 


Sy.V\ 


l-\ri 


d.  h.  es  ist  mit  Rücksicht  auf  (25),  (26) 


(27) 


Yy.  V  +  ^y. 


e'^-j- €-"-{- 2 


Denken    wir    uns    nun    eine    unendliche  Reihe  mit   dem  Einheits- 
kreise concentrischer  Kreise 

C^,  C,,  Og,         ■      •      • 

gelegt,  deren  superficielle  Radien  in  arithmetischer  Progression  wachsen; 
möge  etwa  r  der  superficielle  Radius  von  G^  sein,  so  dass  also  nr  den 
superficiellen  Radius   des  Kreises  C    darstellt. 


1 . 

1 


308.    Der  zweite  Couvergenzbeweis. 
Sei   U^^  die  Summe  derjenigen  Tenne  der  Reihe  (10) 
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2 

r  =  0 


dl) 


[für   welche    die    entsprechenden    Punkte    8^,1^    innerhalb    des   von    den 
Kreisen  C,_i  und    C^    begrenzten  Ringes    liegen,    so   können    wir    die 
Reihe  (10)  in  der  Form 
(10a)  L\  -{-Ü,+  U.  +  --- 

schreiben,  und  die  Convergenz  der  Reihe  (10a)  zieht  ohne  Weiteres 
die  Convergenz  von  ( 10)  nach  sich,  da  ja  die  letztere  Reihe  aus  lauter 
positiven  Gliedern  besteht. 

Zufolge  des  in  der  Ungleichung  (24)  ausgedrückten  Satzes  ist  die 
Anzahl  der  in   U    enthaltenen  Glieder  jedenfalls  kleiner  wie 


^  ^^nr  +  2   _^     -nr-ä 


2)< 


Tt      nr  +  ä 


Jedes  dieser  Glieder  ist  gemäss  der  Gleichung  (27)  kleiner,  wie 


e«  _|_  e-«  _]_  2 


< 


(n  — !)/•  _i_  g— («  —  !)'•    1     •: 

wir  haben  folglich 

^«  <  ^  ^^   +  ^      +  ^)    ß  e 

Setzen  wir  also 

(28)  ^  (e"  +  e-''  +  2f  6^+""-  =  K, 

K 


so  ist 
(29) 


U< 


Da  m  >  1  ist,  so  convergirt  die  geometrische  Progression 

oo 
«  =  1     '^ 

die  Reihe  (10  a)  ist  demnach  ebenfalls  convergent. 

Bricht  man  die  Reihe  (10a)  bei  dem  Gliede  'ü^^_^  ab,  d.  h.  be- 
trachtet man  die  Summe  derjenigen  Terme,  die  innerhalb  des  Kreises 
C„_i  gelegenen  Punkten  5,7^  entsprechen,  so  ist  der  Rest  der  Reihe 
gleich 

also  nach  (29j  kleiner  wie 
(30)  ^' 


1  — c 


(rn  — l)r 
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Die  weiteren  Schlüsse,  die  zu  dem  Convergenzsatze  für  die  Theta- 
reihe  (8)  führen,  sind  nun  dieselben  wie  beim  ersten  Beweise. 

Um  die  tieferen  Consequenzen ,  die  sich  aus  dem  zweiten  Con- 
vergenzbeweise  ziehen  lassen,  darlegen  zu  können,  müssen  wir  einige 
Bemerkungen  über  die  Abhängigkeit  einer  Fuchs'sehen  Gruppe  O'  von 
den  dieselbe  bestimmenden  Parametern  vorausschicken. 

Betrachten  wir  die  Basis 

(31)  A.  A.  •-■  A,  A+r 

der  Fuchs'sehen  Gruppe  d-,  so  besteht  zwischen  diesen  ((?  +  1)  Sub- 
stitutionen die  Relation 

(32)  Ä^_^^Ä^..-  A,Ä^  =  1. 

Wenn  überdies  einige  der  Substitution  (31),  etwa 

A  ,  ,    ./x  „ ,    •  •  •    Tx      , 

cl'        e2  ■  e/u  ' 

elliptische  Substitutionen  sind,  und  für  A^^ 

ex  q 

die  durch  2;t  dividirte  Winkelsumme  bei  dem  entsprechenden  Cyklus 
von  Ecken  des  Fundamentalbereiches  ¥^  darstellt,  wo  also  die  //^^  end- 
liche positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  bestehen  noch  die  Relationen 

(33)  ^rr=i     (x=i,2,  ...^). 

Da  die  Relationen  (32),  (33)  die  einzigen  sind,  die  zwischen  den 
Elementen  der  Basis  (31)  der  Gruppe  %^  bestehen,  so  lässt  sich  jede 
Relation,  die  zwischen  irgend  welchen  Substitutionen  dieser  Gruppe 
stattfindet,  aus  den  Relationen  (32),  ('33j  herleiten,  wir  nennen  die- 
selben darum  mit  Herrn  Poincare  die  Fundamentalrelationen  der 
Gruppe  ^. 

Mögen  nun  für  eine  zweite  Fuchs'sche  Gruppe  '9-'  die  Substitu- 
tionen 

(34)  ^;,  ^,,  •••  <,  ^^+, 

die  analoge  Bedeutung  haben,  wie  die  Substitutionen  (31)  für  %,  so 
dass  also  die  Relation  - 

a-f-l      o  2      1 

befriedigt  wird.     Mögen  ferner 

A  ,  ,  A.  „,   •  •  •   A. 

el"        e2'  «/(  j 

die  elliptischen  unter  den  Substitutionen  (34)  darstellen,  und  seien  end- 
lich die  Zahlen  ^      die  kleinsten,  für  welche  die  Gleichungen 


I 
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A  =1  >!  =  1,  2,  ••     ,u) 

erfüllt  sind,  dann  sind  die  beiden  Gruppen  %^  und  %■'  ojffenbar  iso- 
morph und  zwar  holoedrisch  isomorph  (Nr.  179,  Bd.  II,  1,  S.  177), 
da,  wegen  der  Identität  der  Fundamentalrelationen  in  beiden  Gruppen, 
der  identischen  Substitution  der  einen  Gruppe  nur  wieder  die  identische 
Substitution  der  anderen  entsprechen  kann.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Fuchs'sche  Gruppen  sind  dann  und  nur  dann  holoedrisch 
isomorph,  wenn  ihre  Fundamentalbereiche  dieselbe  Anzahl 
von  Cykeln  und  bei  entprechenden  Cykeln  dieselben  Winkel- 
summen besitzen. 

Der  Satz  wurde  so  gefasst,  dass  die  in  demselben  für  den  Fun- 
damentalbereich einer  Fuchs 'sehen  Gruppe  enthaltenen  Bedingungen 
bei  erlaubten  Abänderungen  (Nr.  210,  Bd.  U,  1,  S.  315)  des  Fun- 
damentalbereiches erhalten  bleiben. 

Wir  fassen  alle  mit  einander  holoedrisch  isomorphen  Fuchs'schen 
Gruppen  in  einen  Typus  zusammen-,  dann  ist  also  ein  solcher  Typus 
durch  Angabe  der  Zahl  6  und  der  Zahlen 

9y,     =     f  (X=l,     2,     ■•■     ff+l) 

vollkommen  bestimmt. 

Im  Allgemeinen  hängt  die  Gruppe  %•  von  3(?  Parametern  ab,  als 
welche  wir  z.  B.  die  26  -\-  2  Doppelpunkte  der  Substitutionen  (31) 
und  die  ö  -f-  1  Grössen 

wählen  können;  zwischen  diesen  3(5  -|-  3  Grössen  bestehen  dann  zufolge 
der  Gleichung  (32)  noch  drei  Relationen.  Da  aber  ^  eine  Fuchs'sche 
Gruppe  sein  sollte,  die  den  Einheitskreis  zum  Orthogonalkreise  hat,  so 
ist  für  jede  Substitution  A  durch  Angabe  des  einen  Doppelpunktes  A^ 
der  andere  als  sein  harmonischer  Werth  schon  mitgegeben,  so  dass 
also  nebst  den  (6  -\-  1)  Grössen  (^35)  nur  noch  {3  -)-  1)  complexe 
Grössen,  zwischen  denen  noch  drei  Relationen  bestehen,  zur  Verfügung 
bleiben. 

Fixiren  wir  die  [p  -\-  V)  Grössen  (85)  dadurch,  dass  wir  einen  be- 
stimmten Typus  T  holoedrisch  isomorpher  Fuchs 'scher  Gruppen  in's 
Auge  fassen,  so  bleiben  also  noch  6  —  2  complexe  oder  26  —  4  reale 
Parameter  zu  unserer  Verfügung.  Diese  Parameter  haben,  damit  die 
betrachtete  Gruppe  eine  Fuchs'sche,  d.  h.  also  eine  discontinuirliche 
sei,  ähnlich  wie  in  den  beiden  in  der  Nr.  304  (S.  170)  betrachteten 
Beispielen,  auch  allgemein  gewisse  Ungleichungen  zu  befriedigen. 
Durch   diese   Ungleichungen   werden   in   dem   Gebiete  jener  Parameter 
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gewisse  continuirliche  Gebilde  bestimmt,  und  es  entspricht  dann  jeder i 
Stelle  eines  solchen  continuirlichen  Gebildes  eine  Fuchs 'sehe  Gruppe, 
die  dem  betrachteten  Typus  T  angehört. 

Fassen  wir  eines  dieser  continuirlichen  Gebilde  in's  Auge,  so  können 
wir  uns  ^  <  2(?  —  4  Parameter  so  gewählt  denken,  dass  diesem  con- 
tinuirlichen Gebilde  ein  (/t-fach  ausgedehntes)  Continuum  im  Gebiete 
dieser  ^  Parameter  entspricht,  und  dass  die  Coefficienten  der  Substitu- 
tionen der  Gruppe  etwa  als  rationale  Functionen  derselben  er- 
scheinen; die  so  gewählten  Parameter  bezeichnen  wir  mit 

U,  ,    U,,,    ■  ■  ■    II  (,"  <  2(7  —  4), 

1  '         2  7  /.l 

ferner  sei  S  jenes  Continuum  im  Gebiete  der  veränderlichen  Grössen  u  , 
welches  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Stelle  desselben  eine  Fuchs 'sehe 
Gruppe  unseres  Typus  entspricht. 

309.     Parameter   eines  Typus   holoedrisch,  isomorpher  Tuchs 'scher 
Gruppen.     Gleichmässige  Convergenz  der  Thetareihe. 

Es  sei  -0-  die  Fuchs 'sehe  Gruppe  des  Typus  T,  in  welcher  die 
Parameter  u_  unbestimmte,  aber  dem  Continuum  ß  angehörige  Werthe 
besitzen.  Bilden  wir  dann  die  Reihen  (8j,  (lOj,  (10a),  so  sind  die 
Glieder  derselben  rationale  Functionen  der  realen  Veränderlichen  u  ; 
wir  werden  nun  auf  Grund  des  zweiten  Convergenzbeweises  nachweisen, 
dass  diese  Reihen,  von  denen  feststeht,  dass  sie  für  jedes  dem  Conti- 
nuum angehörige  Werthesystem  der  n  convergiren,  stetige  Func- 
tionen dieser  realen  Variabein  sind. 

Betrachten  wir  z.  B.  einen  Punkt  ri,  der  innerhalb  des  Fundamen- 
talbereiches i^y  der  Gruppe  -9-  liegt.  Lassen  wir  die  u_  sich  verändern, 
so  verändert  sich  auch  der  Fundamentalbereich  i^^;  wir  wollen  uns  die 
w^  auf  eine  hinreichend  kleine  Umgebung  einer  bestimmten  Stelle  des 
Continuums  ß  beschränkt  denken.  Wenn  wir  dann  den  beim  zweiten  j. 
Convergenzbeweise  benutzten  Bereich  (S^^,  der  die  Stelle  rj  umgiebt, 
hinreichend  klein  wählen,  so  können  wir  die  Umgebung  der  betrach- 
teten Stelle  des  Continuums  G  so  klein  einrichten,  dass  der  Bereich  6» 
allemal  innerhalb  F^  verbleibt,  wenn  die  u_^  innerhalb  jener  Umgebung 
verbleiben. 

Die  durch  die  Gleichung  (28)  definirte  Grösse  K  hängt  nur  von 
der  Natur  des  Bereiches  CE^  und  von  der  die  Anordnung  der  Glieder 
der  Reihe  (10)  bestimmenden  Grösse  r  ab.  Die  Ungleichung  (^29)  be- 
steht folglich  für  alle  in  Betracht  gezogenen  Werthesysteme  der  u  . 

Fassen  wir  in  der  Fuchs 'sehen  Thetareihe  (8)  diejenigen  Glieder 
zusammen,   die   den  in   das  Agreggat   U^^   zusammengefassten   Gliedern 
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der  Reihe  (10)  entsprechen,  und  bezeichnen  die  Summe  dieser  Glieder 
durch  W^,  so  ist  nach  der  in  der  Nr.  305  (S.  177)  bewiesenen  Un- 
gleichung 


< 


offenbar  auch 

d.  h.  die  beiden  Reihen 


W  \<MU  , 


71  =  1 

CO  X 

haben  die  Eigenschaft,  dass  sich  stets,  wenn  man  die  i<^  auf  eine  ge- 
wisse Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  des  Continuums  ß  beschränkt, 
die  convergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern 

^     MK 

w  =  l    ^ 

so  angeben  lässt,  dass  sowohl  j  W^  \  als  auch    JJ^  kleiner  sind,  wie 

MK 

dabei  bedeutet  M  eine  Zahl,  die  je  nachdem  M  gi-össer  oder  kleiner 
als  Eins  ist,  gleich  I>1  oder  grösser  wie  M.  aber  jedenfalls  grösser  als 
Eins  gewählt  werden  muss. 

Nun  gelten  bekanntlich  die  folgenden  Sätze  über  Reihen,  deren 
Glieder  Functionen   von    gewissen   realen    veränderlichen    Grössen   sind. 

Hat  man  eine  Reihe 

n  =  \ 

WO  die  F  (m, ,  M„,  ••  •  w  )  innerhalb  eines  Continuums  6  stetige  Func- 
tionen  der  realen  Variabein  ii^ ,  m^  ,  •  ■  •  w,,  sind,  und  lässt  sich  für  eine 
Stelle  des  Continuums  ß  eine  convergente  Reihe  mit  von  den  u_^  un- 
abhängigen positiven  Gliedern 

00 

SO  angeben,  dass  für  alle  Werthe  der  u  in  einer  gewissen  Umgebung 
dieser  Stelle  die  Ungleichung 
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befriedigt  wird,  so  ist  die  Reihe  (I)  in  der  Umgebung  der  betreffenden 
Stelle  des  Continuums  unbedingt  und  gleicbmässig  convergent. 

Wenn  die  Reihe  (1)  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  des  Continuums  (£ 
gleichmässig  convergirt,  so  convergirt  sie  innerhalb  des  ganzen  Conti- 
nuums S  gleichmässig. 

Eine  Reihe,  deren  Glieder  stetige  Functionen  der  ii_^  sind,  stellt 
innerhalb  eines  Bereiches,  wo  dieselbe  gleichmässig  convergent  ist,  eine 
stetige  Function  der  Variabein  u    dar. 

Die  Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  Reihen 

■x.  f. 

11  =  1  n  =  l 

ergiebt  also  in  der  That: 

Die  Reihen  (8)  und  (lOj  stellen  innerhalb  des  Conti- 
nuums (5  stetige  Functionen  der  realen  Variabein 

dar. 

Betrachten  wir  statt  der  realen  Parameter  u^,  u^,  •  •  •  u^  die 
6  —  2  complexen  Parameter  v^,  v^,  •  •  •  v^_,-,,  von  denen  eine  Gruppe 
des  Typus  T  abhängt,  so  wird  es  sich  im  Allgemeinen  ereignen,  dass 
die  Ungleichheitsbedingungen,  denen  die  v^,  v^,  ■  ■  ■  v^_^  zu  unter- 
werfen sind,  damit  die  Gruppe  eine  discontinuirliche  sei,  gewisse  Con- 
tiuua  in  dem  (2  6  —  4)  -  fach  ausgedehnten  Gebiete  der  complexen  Va- 
riabein V,,  V-,,  •  ■  ■   V     „    bestimmen.       Denken    wir    uns    dann    diese 

1 '       2'  a  —  2 

Variabein  so  eingerichtet,  dass  die  Coefficienten  der  Substitutionen  der 
Gruppe  d-  rationale  Functionen  derselben  sind,  so  sind  auch  die  Coeffi- 
cienten der  Thetareihe  (8)  rationale  Functionen  der  v^^,  v^,  ■  ■  ■  v^_^. 
Nun  gilt  der  allgemeine  Satz  von  Weierstrass: 
Wenn  die  Glieder  einer  Reihe  rationale  Functionen  gewisser  com- 
plexer  Variabein  sind,  so  stellt  diese  Reihe  innerhalb  eines  Continuums, 
wo  dieselbe  gleichmässig  convergirt,  einen  eindeutigen  Zweig  einer 
monogenen  Function  jener  Variabein  dar. 

Also  sind  die  ©-Reihen  innerhalb  eines  jeden  der  gedach- 
ten Continua  eindeutige  Zweige  monogener  Functionen  der 

^\.    ^2.    •••    ^a-2. 

natürlich  aber  im  Allgemeinen,  innerhalb  verschiedener  die- 
ser  Continua   Zweige    verschiedener    monogener   Functionen. 


Zweites  Kapitel. 

310.    EntWickelungen  der  Fuchs 'sehen  Thetafunctionen  in  der  Um- 
gebung der  Doppelpunkte  elliptischer,  hyperbolischer,  parabolischer 

Substitutionen. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  weiterer  Eigenschaften 
der  Fnchs 'sehen  Thetareihe  (8)  (S.  175),  beziehungsweise  der  durch 
dieselbe  dargestellten  Function. 

In  der  Umgebung  jeder  Stelle,  wo  die  Reihe  (10)  (S.  170)  conver- 
girt,  stellt  dieselbe  eine  eindeutige  Function  von  1]  dar,  die  sich  an  der 
betreffenden  Stelle  regulär  verhält. 

Bedeuten  a^,  a^,  •  •  •  a^  die  Unendlichkeitsstellen  der  rationalen 
Function  H(;t]),  so  gehören  die  Stellen 

S    a  {y-  =  l,  2,  •     ■  9;     r  =  0,  1,  2,  ■  •  •) 

einerseits  und  die  dem  Punkte  ^  =  00  entsprechenden  Stellen 

—  d\. 


Yv 

andererseits  nicht  zum  Convergenzbereiche  der  Reihe  (^8),  da  für  jede 
dieser  Stellen  ein  Glied  der  Thetareihe  unendlich  wird.  Lässt  man  aber 
das  betreffende  Glied  aus  der  Reihe  (8)  weg,  so  bleibt  die  übrige  Reihe 
convergent,  wir  können  also  sagen: 

Die  durch  die  Reihe  (8)  dargestellte  Function  von  i] 
wird  an  den  Stellen 

s. 

(36)  ^r^y.J       ""  ('^  =  1,  2,  •  •  •  5;     J'  =  0,  1,  2,  ■     ■) 

wie  eine  rationale  Function  unendlich  gross. 

Betrachten  wir  nun  die  Reihe  (8)  in  der  Umgebung  eines  Doppel- 
punktes einer  Substitution  der  Gruppe  d: 

Sei  zunächst  S  eine  elliptische  Substitution  von  d;  dann  muss 
dieselbe   i^vergl.  Nr.  287,   S.  109)   aus   einer   der   elliptischen    Sjabstitu- 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     JI,  2.  13 
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tionen  der  Basis  von  ^  durcii  Transformation  mit  einer  Substitution 
von  &  hervorgehen;  die  canonische  Form  von  S  lautet  also 

(37)  ^f!L^=e^->lziA^,  I 

^     ^  Sri-  ;."  rt-X"' 

WO  A  eine  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegene  Ecke  eines  Bereiches 
F ,  k^  den  zai  A  harmonischeu  Werth  und  r  ein  ganzzahliges  Viel- 
faches von   einer  der  Zahlen 

1  ! 

ö    =  —         {y-=i,  2,  ■•  •  o+i)  ; 

bedeutet.  j 

Eine  hyperbolische  Substitution  *S'  von  &  hat  die  Form 

^    ^  >^ri  —  (t^  n  —  ^2  I 

wo  (i^,  n.^  Punkte  auf  der  Peripherie   des  Einheitskrei.ses,   s  eine  reale  | 

Grösse  bedeutet;  endlich  lautet  eine  parabolische  Substitution  /S'  ! 
von  d^  in  der  canonischen  Form 

WO  A  eine  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegene  Ecke  eines 
Bereiches  F   sein  muss. 

Allemal  können  wir  eine  unendliche  Folge  von  Substitutionen  | 

1,  u^,  z.^,  2:3,  •■•  I 

der  Gnippe  9-  so  angeben,  dass  sich  jede  Substitution  von  0-  auf  eine 

Weise  in  der  Form 

(40)  ZJ'  ! 

darstellen  lässt,  wo  q  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  oc  bis  j 
-f-  00  durchläuft,  wir  schreiben  demgemäss  in  leicht  verständlicher  | 
Symbolik 

^  =  (1,  Z^,  Z,_,  ...)(_...,  S-\  S-\  1,  S,  S-\  .  .  .); 

wenn  S  eine  elliptische  Substitution  ist,  so  ist  in  (40)  dem  q  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  beizulegen. 

Setzen  wir  im  Falle  einer  elliptischen  Substitution  (37) 

- =  t       -^ =  T  t 

7/  X  öj,  7]  — ■  X 

so  ergiebt  sich 


woselbst 


m.^m-{KJ\mm 


Ui 
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also  gleich  einer  rationalen  Function  von  ^  zu  nehmen  ist.    Wir  finden 
demnach 


Bezeichnen   wir  die   den  U^   entsprechenden  Substitutionen  von   ^ 
durch  * 

so  lässt  sich  jedes  T^  auf  eine  Weise  in  der  Form 

l\,t=rje""''"-i)         (,=0,1,  .,...,_!) 
darstellen,  wo  r/  den  Nenner  von  r  bedeutet;  wir  haben  also 


oder,  wenn  wir  die  rationale  Function  von  t, 


(n 


setzen. 


/dt  ^\  

m  "»        3  —  1 


Führen  wir  durch  die  Gleichung 
eine  neue  •  Variable  ein,  so  ist 

eine  rationale  Function  von  t,  und  wir  erhalten 


H.)-{^r2Ki^), 


dji 
oder,  da 

dlogt  X  —  X^ 


dr)  in  -^)(V-  ^") 

gefunden  wird, 


®{v){v  -  ^T  =  i^~  ^T  r^^t/'.a' ). 


13" 


196  X^^     Theorie  der  Fuchs'schen  Functionen.    Kapitel  2. 

Sei  iu  der  Umgebung  von  f=  0 

oo 
y.=0 

dann  haben  wir  also 

(41)  @(rj){v-xy"'=r-'"  (},  +  ■■■). 

Die  Stelle  7]  =  A  ist  folglich  für  die  durch  die  Thetareihe  dargestellte 
Function  allgemein  gesprochen  eine  Nullstelle  von  der  Ordnung  gq  —  m, 
wenn  wir  i]  —  A  als  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachten. 
Nehmen  wir,  was  mit  Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  zweck- 
mässiger ist, 

als  das  Unendlichkleine  erster  Ordnung,  so  ist  die  Stelle  t]  ^=^  X  eine 
Nullstelle  von  der  Ordnung 

wo  %)  durch  die  Gleichung 

i5  =  5"Z  — w 

bestimmt  ist  •  j)  ist  also  eine  Zahl,  die  der  Congruenz 

^  EEE  —  m  (mod  g) 
genügt. 

Im  Falle   einer  hyperbolischen  Substitution  (38)   setzen   wir  ähn- 
lich wie  vorhin 

H,  (0  =  H{ri)  Q)   ,     H^  (r^  0  {^Q   =  H^  (ö , 
dann  ist 


Aus   der  unbedingten  Convergenz   der  Thetareihe   folgt   die   unbe- 

ihe 


dingte  Convergenz  der  Theil reihe 


^^{i)='2ny-"-n); 


die  durch  dieselbe  dargestellte  Function  von  t,  verwandelt  sich,  wenn  wir 

f  =  loge 
setzen,  in  eine  eindeutige  Function 
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von  tj  (He  offenbar  die  beiden  Perioden 

2ni,         2z6 
besitzt.     Bezeichnen  wir  dnrch 

n.,  H,,  •  •  •  H 

die  Unendlichkeitsstellen  der  rationalen  Function  H\t),  so  besitzt  die 
doppeltperiodische  Function  XxQ)  innerhalb  ihres  Periodenparallelo- 
gramms die  Unendlichkeitsstellen 

t  =  log«^  ('«  =  1,2,     •• ,«), 

sie  lässt  sich  also  durch  eine  doppeltperiodische  Function  s,  die  inner- 
halb des  Periodenparallelogramms  nur  an  zwei  Stellen  unendlich  wird^ 
in  der  Form 

darstellen,    wo  1^.(6"),  t^.  (s)  rationale  Functionen  von  s  bedeuten. 
Wir  erhalten  also  für  die  Thetafunction  die  Entwickelung 

aus  welcher  erhellt,   dass  die  Doppelpunkte  ^^,  {i.^   der  hyperbolischen 
Substitution  S  Unbestimmtheitsstellen  für  die  Thetafunction  sind. 
Betrachten  wir  endlich   den  Fall  der  parabolischen  Substitu- 
tion (39)  und  setzen 

,  2  Tri       1  c,         27r^■         1 


H^  (0  =  H{ri)  (^)"\         H^{r.^  ^  (%^)"  =  ^.(Ö , 
so  ergiebt  sich 

Lassen  wir  y]  aus  dem  Innern  des  Einheitskreises  kommend  in 
den  Punkt  l  einrücken,  so  wird  t,  in  bestimmter  Weise  unendlich. 
Es  ist 

also  wird  H^{^  für  >j  =  A,  d.  h.  für  t>==  oq  gleich  Null;  dasselbe  gilt 
offenbar  auch  für 
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und  folglich  wird  auch  die  Function 


für  ^  =  CO  gleich  Null. 

Die  Function  (p.(^)  ist  eine  eindeutige  periodische  Function  mit 
der  Periode  27ti  von  t,  die  innerhalb  des  Periodenstreifens  nur  an 
einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  unendlich  wird,  sie  ist  folglich 
als  rationale  Function  von 

t  =  e 
darstellbar;  sei 

wo  also  %.  den  Algorithmus  einer  rationalen  Function  bedeutet.  Wir 
haben  demnach 

und  hieraus  folgt  ( vergl.  Nr.  203,  Bd.II,  1,  S.284),  dass  die  Thetafunction 
nach  Multiplication  mit  {jq  —  A)  '"   nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

2ni         1  271/        1 

t  =  e  ''    ''""  ■    oder    —  =  e  ''    '"'' 

entwickelt  werden  kann,  je  nachdem  wir  uns  auf  eine  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Einheitskreises  gelegene  hinreichend  kleine  Umgebung 
des  Doppelpunktes  A  der  parabolischen  Substitution  S  beschränken. 
Die  Doppelpunkte  parabolischer  Substitutionen  sind  also  auch  Unbe- 
stimmtheitsstellen der  Thetafunction  und  zwar  Unbestimmtheitsstellen 
von  ähnlicher  Natur,  wie  der  unendlich  ferne  Punkt  für  eine  perio- 
dische Function,  die  sich  im  Endlichen  wie  eine  rationale  Function 
verhält. 


311.    Die  Anzahl  der  verseliiedenen  Null-  und  Unendlichkeitsstellen 
der  Fuchs 'sehen  Thetafunctionen,  dargestellt  durch  ein  bestimmtes 

Integral. 

Wir  erkennen  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen,  dass  die  Peri- 
pherie des  Einheitskreises  überall  dicht  besetzt  ist  mit  Unbestimmt- 
heitsstellen der  durch  die  Thetareihe  dargestellten  Function.  Be- 
schränken wir  also  tj  auf  das  Innere  des  Einheitskreises,  so  stellt  uns 
die  Thetareihe  eine  monogene  Function  von  tj  dar,  die  über  die  Peri- 
pherie des  Einheitskreises  hinweg  nicht  fortgesetzt  werden  kann,  ebenso 
stellt  uns   die  Thetareihe  für  Werthe    von   tj  ,    deren   absoluter  Betrag 
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grösser  ist  wie  Eins,  eine  monogene  Function  dar,  die  keine  Fortsetzung 
nach  dem  Innern  des  Einheitskreises  gestattet. 

Wir  haben  also  einen  einheitlichen  analytischen  Ausdruck,  der  uns 
im  Innern  und  im  Aeussem  des  Einheitskreises  zwei  verschiedene  mono- 
gene Functionen  von  rj  darstellt. 

Entsprechend  der  für  die  zur  Gruppe  d-  gehörigen  Fuchs 'sehen 
Functionen  festgehaltenen  Convention  betrachten  wir  im  Folgenden 
immer  nur  die  innerhalb  des  Einheitskreises  existirende  Function  und 
bezeichnen  diese  als  die  durch  die  Reihe  (8)  dargestellte  Fuchs 's  che 
Thetafunction  ©(i;). 

Wir  wenden  uns  nun  zur  genaueren  Untersuchung  der  Nullstellen 
und  Unendlichkeitsstellen  einer  Fuchs 'sehen  Thetafunction. 

Wenn  die  Thetafunction  an  einer  Stelle  verschwindet  oder  unend- 
lich wird,  so  zeigt  sie  offenbar  an  den  aus  dieser  Stelle  durch  die  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  -O'  hervorgehenden  correspondirenden  Stellen  das 
gleiche  Verhalten. 

Es   entspricht  also   jeder    innerhalb   des   Fundamentalbereiches  F 

gelegenen  Xullstelle  eine  correspoudirende  Nullstelle  in  den  congruenten 

Bereichen  F^,    die   wir    von    der    innerhalb  F^^   befindlichen    als    nicht 

wesentlich    verschieden    ansehen   wollen.     Da    die    Unendlichkeitstellen 

von  der  Form 

—  8.. 


sämmtlich  ausserhalb  des  Einheitskreises  liegen,  so  kommen  dieselben 
für  die  innerhalb  dieses  Kreises  existirenden  Thetafunctionen  nicht  in 
Betracht.  Jeder  im  Innern  des  Einheitskreises  gelegenen  Unendlich- 
keitsstelle der  rationalen  Function  II(;rj)  entspricht  im  Allgemeinen 
eine  innerhalb   F^  gelegene  Unendlichkeitsstelle   einer    der  Functionen 

Wir  können  uns  folglich  auf  die  Untersuchung  der  innerhalb  des 
Fundamentalbereiches  F^  gelegenen  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der 
Function  ©{rj)  beschränken. 

Wenn  eine  Null-  oder  Unendlichkeitsstelle  von  @{rj)  innerhalb 
oder  auf  einer  Seite  von  F^^  gelegen  ist  und  nicht  gerade  mit  einer 
Ecke  von  F^^  zusammenfällt,  so  zählen  wir  dieselbe  in  der  in  der  Ana- 
lysis  üblichen  Weise  als  sovielfache  Nullstelle,  wie  der  Exponent  der- 
jenigen Potenz  von  rj  —  a  beträgt,  mit  welcher  die  Entwickelung  von 
&(j])  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  a  beginnt.  Dabei  ist  zu  be- 
merken, dass  von  zwei  congruenten  Seiten  5.,  s'  des  Bereiches  F^^ 
stets  nur  die  eine,  z.  B.  s  ,  als  wirklich  zu  dem  Fundamentalbereiche 
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gehörig  anzusehen   ist,    während    die   andere  s.'   dem  benachbarten  Be- 
reiche F_   zugezählt  werden  muss. 

Wenn  eine  Ecke  A^,  die  einen  einelementigen  Cyklus  bildet,  eine 
Null-  oder  Unendlichkeitsstelle  von  &{ri)  ist,  so  gehört  diese  Ecke,  falls 
der  daselbst  vorhandene  Winkel  von  F^^ 

von  Null  verschieden  ist,    «y    verschiedenen   in   dieser  Ecke  zusammen- 
stossenden  Bereichen  2^^  gleichzeitig  an,    wir  werden  also,   wie  bereits 

oben  geschehen  ist  (Nr.  310,  S.  196),    diese  Ecke  als  (^)-fache  Null- 

stelle  zu  zählen  haben,  wenn  die  Entwickehmg  von  @{ri)  in   der  Um- 
gebung von  iq  =  X_^  die  Form  (41 )  (a.  a.  0.  für  g  =  //. )  hat. 

Wenn  die  Ecke  A  ,  ,  eine  Nullstelle  oder  Unendlichkeitsstelle  von 
&{rj)  ist,  so  gilt  das  Gleiche  von  den  sämmtlichen  Ecken  des  (?-glied- 
rigen  Cyklus,  zu  dem  A^,  ^  gehört.  Wir  zählen  dann,  wenn  die  Ent- 
wickehmg von  0(?/)  in  der  Umgebung  von  A^  ,  ^  mit  der  Potenz 

beginnt,  die  Ecke  A^  ,  ^  als  eine 


fache  Nullstelle,   so   dass   also    die  6  den  Cyklus  bildenden  Ecken  zu- 
sammengenommen eine  Nullstelle  von  der  Vielfachheit 

P 

repräsentiren.    Natürlich  gilt  dies  nur,  wenn  /7^__|_^  einen  endlichen  Werth 
besitzt. 

Um  allgemein  alle  durch  erlaubte  Abänderungen  von  I ^^  ent- 
stehenden Fundamentalbereiche,  wo  die  Cykelnverth eilung  der  Ecken 
eine  andere  sein  kann,  wie  für  F^^  mit  zu  umfassen,  sagen  wir: 

Wenn  die  Ecken  A,  A',  •••  A^''"  ^^  zusammen  einen  |u- gliedrigen 
Cyklus  bilden,  für  welchen  die  Winkelsumme  gleich 

•2% 
9 

ist,  und  wenn  die  Entwickelung   der  Thetafunction   in   der  Umgebung 
von  A  mit  der  Potenz 

beginnt,  so  zählt  jedes  der  A,  A',  •  •  •  A^'"~^^   als  eine 
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ff/ 
fache,   uud  somit  der  ganze  Cyklus  als  eine  (—)- fache,   innerhalb  des 
Fundamentalbereiches  gelegene  Nullstelle  von  0(^).    Es  ist  dann  stets 

p^  —  m  (med  g). 
Im  Falle  einer  auf  dem  Einheitskreise  gelegenen  Ecke  A,  die  also 
zu  einer  parabolischen  Substitution  S  gehört,  zählen  wir  dieselbe,  be- 
ziehungsweise die  Gesammtheit  der  Ecken,  die  mit  A  zusammen  einen 
Cyklus  bilden,  als  jj- fache  Nullstelle,  wenn  die  Entwickelung  der  mit 
{jq  —  A)"'"  multiplicirten  Thetafunction  nach  Potenzen  Yon 

2ni      1 

mit  der  p-iew  Potenz  von  t  beginnt. 

Wir  fragen  nun  nach  der  Anzahl  der  innerhalb  F^  gelegenen, 
d.  h.  der  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Nullstellen  der  Theta- 
function. 

Sei  für  x  =  \  ,2,  ■  ■  ■  6  die  Ecke  A    eine  Nullstelle  von  der  Ord- 


nung 


-,      l>^  +  >'^       0(mod^J, 


und  möge  der  von  den  Ecken  A^_  ,  j,  A^  ,  j,  •  •  •  A|j"  ^  gebildete  Cyklus 
eine  Nullstelle  von  der  Ordnung 

-^^  ,         P    ,  ,  +  m  ^  0  (mod  (i    ,  ,) , 

repräsentiren.  Das  Auftreten  parabolischer  Substitutionen 
möge  vorläufig  ausgeschlossen  werden. 

Wenn  dann  im  Innern  von  F^^  noch  p^^  einfach  zu  zählende  Null- 
stellen der  Function  0{ri)  liegen,  so  beträgt  die  Gesammtzahl  der 
wesentlich  verschiedenen  Nullstellen  von  &(ri) 

Bedeute  nun  q  die  Anzahl  der  einfach  zu  zählenden  Unendlichkeits- 
stellen der  rationalen  Function  Hirj),  die  innerhalb  des  Einheits- 
kreises gelegen  sind,  oder  genauer  gesprochen  die  Anzahl  derjenigen 
dieser  Unendlichkeitsstellen,  denen  innerhalb  F^  gelegene  Unendlichkeits- 
stellen der  Function  &{ri)  entsprechen,  dann  ist  bekanntlich 

/ION  1     r^ ^0«  ® in)  7 
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WO  (las  Integral  über  die  Begrenzung  von  F^^  zn  erstrecken  ist.  Da  die 
Ecken  von  F^,  die  vs^irkliche  Nullstellen  von  ®{ri)  sind,  zu  Unendlich- 
keitstellen der  zu  integrirendeu  Function  r/log  0(t;)  Veranlassung  geben, 
hat  man  bei  der  Integration  diese  Ecken  in  unendlich  kleinen  Curven 
zu  umgehen;  wir  können  diese  Curven  z.  B.  als  kleine  Kreisbogen 
wählen,  deren  Mittelpunkte  in  den  betreffenden  Ecken  liegen. 

312.     Bereelinung    der   Anzahl   der   wesentlich    verschiedenen   Null- 
stellen, wenn  keine  parabolischen  Substitutionen  auftreten.    Bedeu- 
tung als  superflcieller  Inhalt  des  Fundamentalbereiches. 

Betrachten  wir  zunächst   die  Integrale  über  diese  kleinen  Curven. 
In  der  Umgebung  von  X    ist 

®\n)  =  p.  (>?  -  ^y-'-  ~ '  Cf 0  +  ^x  ^^  -  ^.)  +  •  •  •) ; 


also 


Integrireu  wir  also  über  einen  kleinen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  A.  , 
so  ist 

(44)  f'i'^.J,=p^.2.i. 

Das  Integral  verläuft  dabei  im  positiven  Sinne,  d.  h.  so,  dass  der  ein- 
geschlossene Punkt  A^  zur  Linken  bleibt.  Das  Integral  über  die  Be- 
grenzung von  F^^  ist  so  zu  erstrecken,  dass  der  Fundamental  Bereich  F^ 
zur  Linken  bleibt,  also  ist  der  bei  Berechnung  von  (43)  in  Betracht 
kommende  Theil  des  Integrals  (44)  im  negativen  Sinne  zu  nehmen; 
wir  schreiben  dies 


d log  ©in)  n  o    • 

% — -^  dri  =  —  ^Tlip.^ 


Von  diesem  Integrale  ist  für  x  =  1,  2,  •  •■  ö  der  auf  den  Bogen  mit 

dem  Centriwinkel 

27r 

^^ 

entfallende  Theil  zu  nehmen,  wir  haben  also  den  Beitrag 

zum  Integrale  (43).     Ebenso  ergiebt  sich  von  den  auf  die  Ecken 


i 
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bezüglichen  Integralen,  wo  die  Winkelsumme  von  F^^  den  (</  ,  ^)^'°  Theil 
von  2;c  beträgt,  der  Gesammtbeitrag 

i/o  +  1       ' 

SO  dass  also  von  den  kleineu,  die  Ecken  von  2^,,  umgehenden  Cnrven 
der  Beitrag 

n  +  l 

(45)  -^^^2v 

ZU  dem  Integrale  (43)  geliefert  wird. 

Die  Integrale   über  die  Seiten  von  F^  paaren   sich  zu  je  zweien, 
die  über  congruente  Seiten  5^_,  s^  erstreckt  sind;  wir  haben  also 

wo  das  negative  Vorzeichen  vor  dem  zweiten  Integrale  geschrieben 
wurde,  um  anzudeuten,  dass  während  s^  in  der  Richtung  von  A^  nach 
^„-iTi  durchlaufen  wird,  die  correspondirende  Seite  s^  in  der  Richtung 
von  A    1  ,   nach  A    hin  zu  durchlaufen  ist. 

0  +  1  ^ 

Nun  ist,  da  s_^  aus  s^  durch  die  Substitution  A  rj  hervorgeht  (vergl. 
Nr.  215,  Bd.  II,  1^,  S.  337), 

rd  log  @{ri)  r&\A.^_ri)  /' 

(s^)  ^»yJ  («1«) 

Ferner  haben  wir  nach  Gleichung  (9)  der  Nr.  305  (S.  176) 


/dAv\-'" 


also  durch  logarithmische  Differentiation 

/dA^  ri\ 
d  \o^®{A.^ri)  =  d  log  @{i])  —  m  rZlog  (^-^j  ; 

es  ist  foljjflich 


Jrflog  0{n)  -jd  log  ®(^)  =  mjd\o^(-^) 


m 


i^)  ^'y-'^ 


dA^r}Yo+i 
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diese  Differenz  hat  demnach  den  Werth 


,(z-l)  j(''-l) 

(^  +  1  (  ..14     .x/^  +  l 


Wir   finden    also    für    die   Summe   (45)    einen  Ausdruck  von    der 
Form 


z=i " '        '   "-0+ 


/..,-i7 


wo  R  eine  reale  Grösse  bedeutet.    Nach  den  Ergebnissen  der  Xr.  199, 
(Bd.  II,  1,  S.  268)  ist 

Ars 


um  für  den  Ausdruck 

j^  V    "    .In  A(.-.) 

eine  genaue  Werthbestimmung   zu   erhalten,    verfahren   wir  folgender- 
massen. 

Denken  wir  uns  in  jeder  der  Ecken  ^'^'^^  an  die  beiden  daselbst 
zusammenstossenden  Seiten  von  F^^  die  Tangenten  gezogen,  so  erhalten 
wir  ein  gradliniges  sternförmiges  (2(>)-Eck,  dessen  Winkelsumme  gleich 

{26  —  2):t 

ist.     Die   Summe   der  Winkel   dieses   (2ö)-Ecks,   die  bei   Ecken  ^]^'7l^ 
liegen,  ist  nichts  anderes  wie 

27t 

während  der  Winkel,    den   die   von   A    ,  ,  und  A    ,  ,     ausgehenden  und 
aufeinander  folgenden  Seiten  mit  einander  einschliessen,  offenbar  gleich    ff 
dem  Werthe  von  ' 

im  Punkte  Aj!'^^^^    gefunden  wird. 
Wir  haben  also 

(2<r-2).-r=2'(Arg'-^')  +^ 

und  der  Coefficient  von  i  in  der  Summe  (45)  hat  folglich  den  Werth 


m}(25-2);r-2^^i-} 
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Das  Integral  (43)  ergiebt  sich  demnacli  gleich 

und  da  dasselbe  einen  realen  Werth  haben  muss,  ist 

R  =  0, 

d.  h.  wir  finden 

p^  —  q  =  m[6  —  1)  — ^  ~a^    y 

wo  die   unter   dem  Summenzeichen   stehenden  Glieder   zufolge  der   für 
die  p    bestehenden  Congruenzen  ganze  Zahlen  sind. 

Die  Gesammtzahl  jj  der  innerhalb  F^^  gelegenen,  d.  h.  wesentlich 
von  einander  verschiedenen  Nullstellen  der  Function  (s)(i])  ist  also 
nach  (42) 


Uebertragen  wir  den  Fundamentalbereich  F^  auf  die  Fläche  vom 
Constanten  Krümmungsmaasse  —  1 ,  so  erhalten  wir  ein  von  geodäti- 
schen Linien  gebildetes  (2(?)-Eck,  dessen  Winkelsumme  gleich 

<r-\-l 

ist.  Nun  hat  man  nach  Gauss  für  die  Totalkrümmung  (curvatura 
integra)  eines  auf  einer  Fläche  vom  Krümmungsmaasse  K  gelegenen 
geodätischen  Dreiecks,  dessen  Winkel  gleich  Ä,  B,  C  sind  die  Formel 

jKfhv  =  Ä-\-  B-j-  C~7C, 

wo  div  das  Flächenelement  bedeutet  und  die  Integration  über  das  Innere 
des  betrachteten  Dreiecks  zu  erstrecken  ist.  Wenn  also  die  Krümmung 
der  Fläche  constant  und  zwar 

K=  —  1 
ist,  so  ist  der  Inhalt  des  betrachteten  geodätischen  Dreiecks  gleich 
Jchv  =  7t  —  (Ä -\-  B -i-  C). 

Der  Inhalt  unseres  dem  Fundamentalbereiche  F^  entsprechenden 
geodätischen  (2  ö) -Ecks  ist  hiernach  gleich 
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also  gleich 


Der  Ausdruck 


z  =  l 


ist  also  stets  positiv  und  stellt,  abgesehen  von  dem  Factor  47t,  den 
superficiellen  Inhalt  des  Fundamentalbereiches  F^  dar. 

Wir  schliessen  hieraus,   dass    die  Anzahl   der   wesentlich  verschie- 
denen Nullstellen 
(48)  p  =  q-\-2m-^ 

der  Thetafunction  stets  grösser  ist  wie  die  Anzahl  q  der  ünendlich- 
keitsstellen  innerhalb  F^. 

In  den  Fällen,  wo  die  unabhängige  Variable  einer  Gauss 'sehen 
Differentialgleichung  eine  rationale  Function  des  Integralquotienten  war, 
d.  h.  für  die  endlichen  Gruppen  projectiver  Substitutionen,  ergab  sich  die 
durch  die  Gleichung  (47)  definirte  Grösse  v  als  ganze  Zahl  und  wesent- 
lich positiv.  Wir  können  sogar  auf  Grund  der  Betrachtungen  der 
Nr.  299  (S.  149)  (vergl.  die  Nr.  326)  sagen : 

Allemal,  wenn  die  durch  die  Gleichung  (47)  definirte  Zahl  v  für 
eine  discontinuirliche  Gruppe  -O-  positiv  ist,  muss  sie  eine  ganze  Zahl  sein. 


313.    Der  Fall,   wo  parabolische  Substitutionen  auftreten.     Bildung 
von  Fuchs 'sehen  Functionen  aus  Thetafunctionen. 

Wir  lassen  nun  die  Beschränkung,   dass  sich  unter  den  Substitu- 
tionen 

1"         2'  a'         a-\-l 

keine  parabolische  befindet,  fallen.  Dann  bleiben  alle  unter  dieser  Be- 
schränkung gemachten  Schlüsse  richtig,  es  handelt  sich  nur  um  die 
Berechnung  des  Integrals 

Jd\og®{ri), 

erstreckt  über  eine  kleine  Curve,   die   ganz   innerhalb  F^^  verläuft  und 

eine  parabolische  Ecke,  d.  h.  den  Doppelpunkt  l     einer   parabolischen 

Substitution  A 
/. 

umgiebt. 


I 
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Setzen  wir 


.        ,  Yy.(>l  —  ^y.) 

t  =  e  , 

so  ist  in  der  Nähe  der  Stelle  A^  die  Thetafunction  in  der  Form 

^n  —  K.) 

darstellbar,  wo  ^.  (f)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  fort- 
schreitende Reihe  bedentet,  die  für  ^  =  0  nicht  verschwindet-,  p_^  ist 
eine  ganze  Zahl. 

Wenn  ij  in  einem  kleinen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in  1^  liegt, 
von  einem  Punkte  der  Seite  s,  nach  dem  correspondirenden  Punkte  der 
Seite  s[  =  A_  s_  geht,  so  hat  t  einen  kleinen  Kreis  mit  dem  Mittel- 
punkte t  =  0  vollständig  durchlaufen,  und  zwar  erfolgt  die  Bewegung 
von  t  so,  dass  der  Punkt  t  =  0  zur  Rechten  bleibt,  weil  bei  der  ent- 
sprechenden Bewegung  von  y]  der  Punkt  A^  zur  Rechten  (die  Fläche 
F^^  zur  Linken)  liegt.    Bilden  wir  also  das  Integral 

jr/ log  0(7?) 

längs  dieses  kleinen  Kreisbogens  der  ij -Ebene,  so  ergiebt  sich,  da 

d  log  0(7?)  =  d  log  (>?  -  ky""  -f  d  log  f"-  ^^  (0 

ist,  offenbar 

Jd  log  0(,o  =Jd  iog(;7;  -  k^"  +j'd  log  e^^jf). 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet, 
wenn  wir  den  Radius  des  kleinen  Kreisbogens  der  tj- Ebene  unendlich 
klein  nehmen,  das  zweite  Integral  dagegen  reducirt  sich  auf 

wir  haben  folglich 

/  d  log  &(rj)  =  —  2  ^ip.^ . 

Berechnen  wir  also  wie  in  dem  vorhin  betrachteten  Falle  das  über 
die  Begrenzung  von  F^  erstreckte  Integral  von  d  log  &{t]),  so  finden  wir 

/  d  log  &{V  =  2  7t  i  \^m  (6—1)  -2j  -J^^ 2j  ^'>^\ ; 

wo  sich  die  erste  Summe  in  der  eckigen  Klammer  auf  die  elliptischen 
Substitutionen 

die  zweite  Summe  auf  die  parabolischen  unter  den 

bezieht. 
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Wenn  wir  im  Sinne  der  gemachten  Festsetzung  die  parabolische 
Ecke  A  als  eine  p  -fach  zu  zählende  Nullstelle  ansehen,  so  finden  wir 
also  für  die  Gesammtzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Nullstellen  von 
&(rf)  den  Ausdruck 

„  =  r,  +  2,«[2'(|-i^)-l+| 

wo  sich  die  Summation  wieder  auf  die  elliptischen  Substitutionen  A^_^ 
bezieht  und  x  die  Anzahl   der  parabolischen   Substitutionen   unter  den 

bedeutet.  Beachten  wir  nunmehr,  dass  für  eine  parabolische  Substitu- 
tion das  entsprechende  ().  unendlich  gross  zu  nehmen  ist,  so  haben  wir 
also  auch  in  dem  allgemeinen  Falle  für  j)  die  Formel 

wo  V  die  durch  die  Gleichung  (47)  festgelegte  Bedeutung  hat. 

Die  Formel  (48)  ist  also  ganz  allgemein  gültig,  und  offenbar  be 
deutet  auch  im  allgemeinen  Falle 

—  4jc 

V 

den  superficiellen  Inhalt  des  Fundamentalbereiches  _Fy. 

Wenn  wir  wie  üblich  die  Unendlichkeitsstellen  als  negative  Null- 
stellen zählen  (was  bei  den  eventuell  in  den  Ecken  von  F^  gelegenen 
Unendlichkeitsstellen  auch  bisher  schon  geschehen  istj,  so  haben  wir 
also  für  die  Gesammtzahl  j)  —  </  der  wesentlich  verschiedenen  Null- 
stellen den  Satz : 

Die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Nullstellen  der 
durch  die  Reihe  (8)  dargestellten  Fuchs'schen  Thetafunction 
ist  proportional  der  Zahl  m  und  dem  superficiellen  Inhalte 
des  Fundamentalbereiches  der  Gruppe  ^. 

Mit  Hülfe  der  durch  Reihen  von  der  Form  (Sj  der  Nr.  305 
(S.  175)  definirten  Thetafunctionen  lassen  sich,  wie  wir  am  a.  a.  0. 
bereits  bemerkt  haben,  durch  Quotientenbildung  eindeutige  Functionen 
herstellen,  die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  %^  ungeändert  bleiben. 
Betrachten  wir  den  daselbst  gebildeten  Quotienten 

zweier  zur  selben  Zahl  m  gehöriger  Thetafunctionen,  und  sei  X)^  die  An- 
zahl der  Nullstellen,  g^  die  Anzahl  der  Unendlichkeitsstellen  von  0^  {y\) 
innerhalb  F^  und  mögen  jj.,,  q.^  die  analoge  Bedeutung  für  (d.Sr\)  haben, 
dann  ist  im  Allgemeinen  f,  +  ([^  die  Anzahl   der  Nullstellen,  i\  -f  q.. 


313.    Bildung  Fuchs 'scher  Functionen.  209 

die  Anzahl  der  Unendlichkeitsstellen  der  Function  f{y])  innerhalb  jP^. 
Diese  Function  wird  also  im  Innern  des  Fundamentalbereiches  nur  an 
einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  gleich  Nnll  oder  unendlich, 

f{ri)  ist  also  eine  Fuchs'sche  Function. 

Da  zufolge  der  Gleichung  (48)  (Nr.  312,  S.  206) 

1\   +  %=  P-2  +  ^1 

ist,  so  stimmt  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  /'(tj)  mit  der  Anzahl  der 
Unendlichkeitsstellen  überein,  wie  es  im  Sinne  des  Satzes  der  Nr.  215 
(Bd.  II,  1,  S.  338)  sein  muss. 

Allgemeiner  können  wir  in  folgender  Weise  Fuchs'sche  Functionen 
bilden. 

Wir  sagen,  die  durch  die  Reihe  (8)  dargestellte  Thetafunction  ge- 
höre zur  Zahl  7H.    Ein  Product  von  Thetafunctionen,  die  zu  den  Zahlen 

m, ,  m,,  ■  ■  ■  m 
gehören,  möge  ebenso  als  zu  der  Zahl 

'"i  +  »^2  H 1-  ^",„ 

gehörig  bezeichnet  werden.  Bilden  wir  eine  ganze  rationale  Function 
mit  Constanten  Coefficienten  von  Thetafunctionen,  in  welcher  jedes 
Monom  zur  selben  Zahl  K  gehört  und  dividiren  dieselbe  durch  eine 
andere,  ebenso  beschaffene  ganze  Function,  so  gehört  der  Quotient  zur 
Zahl  Null  und  ist  folglich  eine  Fuchs'sche  Function. 

Es  entsteht  naturgemäss  die  Frage,  ob  sich  auch  umgekehrt  jede 
Fuchs'sche  Function  als  ein  solcher  Quotient  darstellen  lässt.  Wir 
beschränken  uns  bei  der  Behandlung  dieser  Frage  auf  den  Fall,  wo 
alle  Substitutionen 


elliptische  sind. 


Ä,,  A,  •••  ^,+, 
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314.    Invariante  eindeutige  Formen.     Allgemeine  Gestalt  der  ganzen 
Formen  als  Functionen  der  unabhängigen  Variabein. 

Denken  wir  uns  die  Fuchs 'sehe  Function 

Z  =  f(ri) 
gebildet^  die  innerhalb  i^^  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt 
und  die  für 

beziehungsweise  die  Werthe 

besitzt.  Dann  wissen  wir,  dass  sich  jede  zur  Gruppe  d^  gehörige 
Fuchs'sche  Function  rational  durch  z  darstellen  lässt,  und  dass  eine 
lineare  Differentialgleichung  von  der  Form  (1)  (Nr.  304,  S.  1G8)  exi- 
stirt,  in  welcher  y]  als  der  Quotient  der  beiden  Integi'ale 

erscheint. 

Wenn  i]  die  Substitution 

et  y     1       I       ry 

'  '  ~  7yn  +  ^, 
der  Gruppe  -0'  erfährt,  so  verwandeln  sich  y^,  y,^  in 

der  Ausdruck 


dri 


n^)  = 


dz 
dri 


multiplicirt  sich  also  mit 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  das  Froduct 


.ili 
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WO  m  die  Zahl  bedeutet,  zu  welcher  &(rj)  gehört,  eine  eindeutige  Func- 
tion von  rj  ist,  die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  ■O-  ungeändert 
bleibt  und  sich  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält.  Also  ist  (1)  eine  Fuchs 'sehe  Function,  und 
demnach  eine  rationale  Function  von  z. 
Der  Ausdruck 

ist  offenbar  eine  rationale  homogene  Function  ( —  2w<)*^°  Grades  der 
Vi!  2/2*7  bedeutet  umgekehrt  q)(y^,  y^  eine  beliebige  rationale  homogene 
Function  vom  Grade  —  2m  in  den  y^,  ?/.,,  so  ist  q){y^,  y.,)  in  der  Form 

darstellbar,  wo  ^(1;)  eine  rationale  Function  von  7]  ist,  und  die  Reihe 

ist  demnach  nichts  anderes,  wie  ein  Ausdruck  von  der  Form  (1). 

Offenbar  ist  (la)  eine  homogene  (natürlich  transcendente)  Func- 
tion vom  Grade  ( —  2m)  in  den  y^,  ?/.,,  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen, 
eine  Form.  Diese  Form  ist  nach  Multiplication  mit  y'^"'  eine  eindeu- 
tige Function  von  7],  wir  nennen  sie  deshalb  eine  eindeutige  Form; 
sie  hat  ferner  die  Eigenschaft,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  die  y^,  y,, 
eine  Substitution  der  homogenen  Monodromiegruppe  d'  der  Differential- 
gleichung (1)  (Nr.  304,  S.  168)  erfahren,  sie  soll  darum  eine  inva- 
riante eindeutige  Form  heissen   (vergl.  Bd.  II,  1,  Nr.  195,  S.  250). 

Wir  wollen  allgemein  eine  homogene  Function  H{y^,  ?/,)  von 
y\y  Vi  ^^°^  Grade  r,  die  sich  durch  Multiplication  mit  y~'  in  eine 
eindeutige  Function 

vT^^ivv  2/2)  =  H(7?) 

von  7]  verwandelt  und  die  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Function  von  z  ist,  eine  invariante  eindeutige  Form  von  y^,  y,^ 
nennen. 

Offenbar  ist  der  Grad  r  einer  invarianten  eindeutigen  Form  von 
y^,  y,  stets  eine  rationale  Zahl. 

Eine  invariante  eindeutige  Form  soll  insbesondere  eine  ganze 
Form  heissen,  wenn  dieselbe  für  solche  endliche  Werthe  der  y^,  y,^, 
deren  Quotient  ri  innerhalb  des  Einheitskreises  liegt,  niemals  unendlich 
wird,  d.  h.  also  wenn 

(2)  H{y,,y.)-y\^(v)='R(^ 

14* 
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SO  beschaffen  ist,  dass  die  eindeutige  Function  H(7j)  für  kein  r]  inner- 
halb des  Einheitskreises,  und  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function 
7t  (^)  nur  so  unendlich  wird,  wie  y~'^  verschwindet. 

Jede  invariante  eindeutige  Form  ist  dann  als  Quotient  zweier 
ganzer  Formen  darstellbar. 

Um  die  allgemeine  Gestalt  einer  ganzen  Form  aufzustellen,  haben 
wir  zunächst  die  Art  des  Verschwindens  von  y^  zu  untersuchen. 

Da  zufolge  unserer  Voraussetzung  die  Ä^,  Ä^,  •  •  ■  A^,^  ellip- 
tische Substitutionen  sind,  haben  die  ganzen  Zahlen 

y„  9i,  ■■■  9o+i 

endliche  Werthe.  Bei  geeigneter  Wahl  von  rj  ist  dann  y^  für  jeden 
regulären  Werth  von  2  endlich  und  von  Null  verschieden,  verschwindet 
für  0  =  a.    von  der  Ordnung 

1  11 

— (z  =  l,2,  •••&) 

2  2  g.^ 

und  wird  für  ^  =  rt^_|_^  =  oo  wie  die 

Potenz  von  2  unendlich.  Die  Anzahl  der  einfach  zu  zählenden  Null- 
stellen von  y^  ist  demnach  gleich 

^  (t  ~  T  ^7  ~  ^  =  ~  V' 

y.  =  l 

d.  h.  abgesehen  von  dem  Factor  4;r  gleich  dem  sup^rficiellen  Inhalte 
des  Fundamentalbereiches  F^. 

Die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  R(z),   die   den  Werth 
einer  ganzen  Form  vom  Grade  r  darstellt,  hat  also  die  Gestalt 

(3)  R  (z)  =  — ^^ , 

V    y  \  y  a  /l        1    1  \  ' 

wo  G{z)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  z  bedeutet,  deren 
Grad  p  einen  Werth 

M  <  — 

^    =^    V 

haben  muss ,  damit  R  (z)  für  z  =  oo  von  nicht  niedrigerer  Ordnung 
verschwindet   wie  y'^. 


I 


Sei  der  Zähler  von  R{z)  uä 


(4)  G{z)  =YJ(z  -  c;p, 
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wo  die  c^,  c.,,  ■  •  ■  c^^  sämmtlich  von  einander  verschieden  und  die 
l^,  l^,  •  •  •  l    positive  rationale  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung 

,(( 

genügen,  möge  ferner  1]  =  y.  diejenige  innerhalb  des  Fundamental- 
bereiches i^y  gelegene  Stelle  bedeuten,  für  welche 

Ci  =  f{r>)      (.•=1,2,...,,), 

dann  wird  H(j])  für  die  Stellen 

S^/y.  ('=0,  1,   2,  ...;     /=1,  2,   ■••  /,) 

verschwinden,  und  zwar,  wenn  c.  ein  regulärer  Punkt  ist,  von  der  Ord- 
nung ?.,  dagegen,  wenn  c.  mit  einem  der  im  Endlichen  gelegenen  sin- 
gulären  Punkte,  etwa  mit  a^,   zusammenfällt,  von  der  Ordnung  l.g  . 

Da  H('>;)  eine  eindeutige  Function  von  tj  sein  sollte,  so  folgt  hier- 
aus, dass  für  einen  regulären  Werth  c.  der  Exponent  l.  noth wendig 
eine  ganze  Zahl,   dagegen  für  c.  =  a^  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von 

j^ 

sein  muss. 

Sind  umgekehrt  diese  Bedingungen  für  die  Exponenten  l.  in  einem 
Ausdrucke  von  der  Form  (4)  erfüllt,  so  ist  der  Ausdruck  R{z),  wie  er 
durch  die  Gleichung  (3)  dargestellt  wird,  so  beschaffen,  dass 

(5)  vT'i^i^) 

in  der  Umgebung  jeder  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle 
y]  eindeutig,  also  eine  unverzweigte  Function  von  rj  ist.  Da  das 
Innere  des  Einheitskreises  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  bildet, 
so  folgt  hieraus,  dass  das  Product  (5)  eine  schlechthin  eindeutige  Func- 
tion von  1]  sein  muss,  d.  h.  es  stellt  dann  Il(/)  auch  stets  eine  ganze 
invariante  eindeutige  Form  von  y^,  y^  dar. 

Wir  finden  also  für  eine  ganze  invariante  eindeutige  Form  r-ten 
Grades  die  Darstellung 

(6)  H(y^,  y.^  =  y[H (.;)  =  -..^^ , 

x=i 
wo   die  Zahlen  ^.    den  Ungleichungen 

f„<-'-(y-4-^)    ('='.^.  ■') 

Genüge  leisten  und  so  beschaffen  sind,  dass  die 
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ganzzahlige  Werthe  haben,  wo  ferner  M{z)  eine  ganze  rationale  Func- 
tion bedeutet,  deren  Grad  p  die  Ungleichung 

erfüllt,  und  wo  endlich  auch 

z=l 

eine  ganze  Zahl  ist. 


315.    Theorie  der  ganzen  Thetafunctionen. 

Wenn  die  rationale  Function  -ff(^),  die  zur  Bildung  der  durch  die 
Reihe  (8)  (Nr.  305,  S.  175)  definirten  Fuchs'schen  Thetafunction  dient, 
an  keiner  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  ri  unendlich  ist, 
so  wird  die  Thetafunction  ®{7i)  selbst  innerhalb  des  Einheitskreises 
allenthalben  endlich  sein.  Wir  wollen  eine  so  beschaffene  Thetafunc- 
tion eine  ganze  Thetafunction  nennen. 

Bedeutet  &{ri)  eine  solche  ganze  Thetafunction,  so  ist  offenbar 
das  für  dieselbe  gebildete  Product  (1)  (Nr.  314,  S.  210)  eine  ganze  in- 
variante eindeutige  Form  von  y^,  y,,,  also  in  der  Form  (6)  darstellbar. 
Da  aber  das  Product  (1)  eine  rationale  Function  von  s  sein  muss,  so 
haben,  wenn  in  der  Gleichung  (6)  die  Function  H  (?j)  eine  ganze  Theta- 
function bedeutet,  die  Zahlen 

ganzzahlige  Werthe,  und  r  ist  gleich  —  2;;?.     Es  lässt  sich  also  jede 
zur  Zahl  m  gehörige  ganze  Thetafunction  in  die  Form  setzen 


(7) 


®(ri)  =  y]; 


^p{^) 


{z-a^r^  {z-a^T^  ...(z-aj'o' 


WO  &  (2)  eine  ganze  Function  p-ten  Grades  von  £,  fi^,  ju.^,  •  •  •  ft^  ganze 
Zahlen  bedeuten,  und  wo  für  die  jj,  fi^,  u^,  •  •  ■  ^a^  die  Ungleichungen 


(;i=i,  2, 


(8) 

erfüllt  sind. 
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Wenn  die  Zahl  in  gegeben  ist,  so  ergeben  die  Ungleichnngen  (8) 
eine  wohlbestimmte  obere  Grenze  für  den  Grad  p  der  ganzen  ratio- 
nalen Function  d-  {s).  Sei  diese  obere  Grenze  g^^ ,  so  dass  also  p  noch 
gleich  g^^^  —  1  werden  kann.  Dann  erhalten  wir  jedenfalls  einen  Ausdruck, 
in  welchem  die  allgemeinste  ganze  und  zur  Zahl  m  gehörige  Theta- 
function  enthalten  sein  muss,  wenn  wir  bilden 


wo  ^^,  ^«2?  ■  ■  ■  f'a  ^^®  grössten   ganzen  Zahlen   bedeuten,    die  den  Un- 


(9)  vi' 

wo  ^^,  ^^,  ■ 
gleichungen 


f.  < '» (1  - ,' ) 


Genüge  leisten,  und  wo  die  C^,  C^,  •  ■  ■  C  _^  unbestimmte  Constanten 
sind.     Wir  haben  also  den  Satz : 

Jede    zur    Zahl   m    gehörige    ganze    Thetafunction    lässt 
sich  homogen  linear  mit    constanten  Coefficienteu   durch  g 
geeignet  gewählte,  specielle  derartige  Functionen  darstellen. 

Es  wären  nun  zwei  Fälle  möglich. 

Von  dem  Ausdrucke  (9)  steht  fest,  dass  sich  derselbe  durch  g^^ 
und  nicht  durch  weniger  sj^ecielle  Ausdrücke  von  derselben  Gestalt 
homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  darstellen  lässt.  Wenn 
nun  jeder  Ausdruck  von  der  Form  (9)  auch  durch  eine  ganze  Theta- 
function 

(10)  2^i^(S.,)  {-^) 

1=0 

dargestellt  werden  kann,  so  lässt  sich  auch  jede  solche  Thetafunction  durch 
genau  g  ^  derselben  und  nicht  durch  weniger  homogen  linear  mit  constanten 
Coefficienten  ausdrücken.  Wenn  dagegen  nicht  jeder  Ausdruck  (9)  in 
die  Form  einer  Thetareihe  (10)  gesetzt  werden  kann,  so  muss  die  all- 
gemeinste, zur  Zahl  m  gehörige  ganze  Thetafunction  sich  durch  höch- 
stens q    —  1  ebenso  beschaffene  Thetafunctionen 


■^  /dS  ri\" 

(11)  ®M=2^>(^rn)[-j~-) 


((•=1,  2, 


homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  ausdrücken  lassen. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  letztere  Annahme  auf  einen  Wider- 
spruch führt. 
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316.    Beweis,  dass  jede  Fuchs'sche  Function  durch  Thetafunctionen 
dargestellt  werden  kann. 

Seien  t]^,  rj^^  ■  ■  ■  i]  irgend  welche,  z.  B.  innerhalb  JP^  gelegene 
Werthe  von  r,.  Dann  lassen  sich  stets  Q  Grössen  a,,  a„,  ■  ■  ■  a  so 
bestimmen,  dass  die  g^^^  —  1  homogenen  Gleichungen 

0,  0.(7?,)  +  a,  ®.{r],)  +   •  •  •     +  \^^  &,iV,J  =  0       (<  =  1,  2,  ...  g„  -1) 

befriedigt  werden. 

Wenn  nun  jede  ganze  Thetafunction  von  der  Form  (10)  durch 
die  Functionen  (11)  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
stellbar sein  sollte,  so  müsste  für  jede  rationale  Function  -ff(i?),  die  an 
keiner  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  unendlich  wird, 
die  Gleichung 


m         cc 


(12)  ^  2^^(^r%)  (~yr\.  +  \r""  =  0 


y  =  l    1=0 


identisch  erfüllt  sein. 

Bilden  wir  uns  den  Ausdruck 


^iv,  «)  =2" 


1^0   ri-S,a  (y,,a  +  d,,)2'«' 

so  stellt  derselbe  offenbar  eine  zur  Zahl  m  gehörige  Thetafunction 
von  a  dar,  die  sofern  wir  ri  und  a  auf  das  Innere  des  Einheitskreises 
beschränken,  nur  für  a  =  r,  und  die  mit  ?;  correspondirenden  Stellen 
S^i]  unendlich  wird,  und  zwar  wird  sie  an  diesen  Stellen  unendlich 
gross  von  der  ersten  Ordnung.     Sei 

c< .  _  ('n  +  ß 
*-"/       r~s 

irgend  eine  beliebige  Substitution  der  Gruppe  d-,  dann  ist 


und  da  offenbar 

yb  —  a 


ist,  so  haben  wir 

fti  n  —  S-^S.a     y(S.a)  —  cc^       da  dS-^S.a 


1^,ri-S-KS,a      y(S,a)-cc^       da  dS-^S.a^ 


i 
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Setzen  wir 

so  durchläuft  S ,  alle  Substitutionen  der  Gruppe  0-,  wenn  i  alle  Wertlie 
von  0  bis  oo  annimmt,  es  ist  demnach 

v  =  ü 

oder,  da 

—  1 


^7  yri  -f-  ö 

■  ,„  ~  "!; =  7(8  a)  4-  ö , 


dSSa  1 


ist,  so  ergiebt  sich 


^(Srj,  a)  =2.  ,  _  's  a 
1=0    '  ' 


y7]4-  S     /dS^.aY  1 

1  =0 
Die  Differenz 


da       )  [y(,S,«)    +     ö] 


2  Hi  —  1 


ergiebt  sich  demnach  gleich 

Y^i^-Y"        1       f        yn-\-s L^ \ 

Setzen  wir  also 

SO  finden  wir  die  identische  Gleichung 

(14)  ^{Sn,  r^^)  -  (yr^  +  d^'^+^^C^?,  ^J  =  ^§(Ä  ^,)  (^)    • 

Die  durch  die  Gleichung  (13)  definirte  rationale  Function  ^(u) 
von  u  wird  an  keiner  iimerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  u 
unendlich,  es  müsste  folglich  für  dieselbe  die  Gleichung  (12)  er- 
füllt sein. 

Setzen  wir  also 

so  ergäbe  sich  aus  der   für§(M)  bestehenden  Gleichung  (12)  mit  Rück- 
sicht auf  (14) 
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und  zwar  mtisste  diese  Gleichung  für  jede  Substitution  S  der  Gruppe  ^ 
erfüllt  sein. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass 

eine  zur  Gruppe  &  gehörige  Fuchs 'sehe  Function  darstellt,  also  rational 
durch  2  ausdrückbar  sein  muss;  sei 

(16)  yl'"-'A(n)  =  m{z), 
so  haben  wir  also 

(17)  A{r})=>j:'-+'m(ß). 

Die  Gleichung  (15)  lehrt,  dass  die  Function  A(^r])  innerhalb  des 
Fundamentalbereiches  F^^  nur  an  den  g^^^  Stellen 

"^v  n.v  ■  ■  ■  \„ 

von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (17)  könnte  demnach  als  Function  von  z  nur  an 
den  q    Stellen 

von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden. 

Aus  der  Art,  wie  y^  an  den  Stellen  a^,  a^,  ■  ■  ■  a^,  a„^i  =  ^ 
verschwindet,  schliessen  wir  demnach,  dass  sich  die  rationale  Function 
'31(2)  in  der  Form 

(18)  9^  (z)  =  ^ '-—^^ ^- "-  — 

y.  —  l  \ 

darstellen  lassen  muss,  wo  die  Zahlen  r^,  t.,,  ■  •  •  r^  die  Ungleichungen    i 

(19)  r^y(:m-l)   (l-j-^       (.=i,2,...a)  j 
erfüllen,  und  g^    die  Ungleichung 

(20)  9,„  >i'^  -  ('«  -  1)  (l  +  ,-^)  I 

befriedigen  müsste.  Vergleichen  wir  (19)  mit  der  ersten  der  Unglei- 
chungen (8),  so  finden  wir 

t^/^  ^.^  (>:  =  1.  2,  •■•  a), 
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dadurch  stellt  aber  die  Ungleichung 


^...<2>'.-"i^+^-)+h 


der  g  seiner  Definition  gemäss  genügen  muss,  mit  der  Ungleichung 
(20)  im  Widerspruch. 

Es  ist  also  nicht  möglich,  jede  ganze  Thetafunction  von  der 
Form  (10)  durch  weniger  wie  g^^^  specielle  solche  Functionen  homogen 
linear  mit  constanten  Coefficienten  darzustellen.  Nach  den  Bemerkungen 
am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  (S.  215)  folgt  hieraus  der  wich- 
tige Satz : 

Bedeutet  m  irgend  eine  ganze  Zahl,  die  grösser  ist  wie 
Eins,  so  lässt  sich  jeder  Ausdruck  von  der  Form  (9)  als  eine 
ganze  zur  Zahl  m  gehörige  Fuchs'sche  Thetafunction  dar- 
stellen. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  ist  unmittelbar  evident,  dass  jede  Fuchs'sche 
Function,  die  zur  Gruppe  &  gehört,  d.  h.  jede  rationale  Function  von  z, 
in  der  am  Schlüsse  der  Nr.  313  (S.  209)  angegebenen  Weise  als  ein 
Quotient  von  ganzen  rationalen  Combinationen  von  Fuchs 'sehen  Theta- 
functionen,  ja  sogar  von  ganzen  Thetafunctionen  dargestellt  werden 
kann. 


317.     Primformen.     Wurzeln   aus   rationalen   Functionen    der  unab- 
hängigen Variabein,   die  eindeutige  Functionen  des  Integral- 
quotienten sind. 

Wir  wollen  nun  noch  eine  andere  DarsteUungsart  der  Fuchs'schen 
Functionen  kennen  lernen,  die  uns  nicht  nur  diese  Functionen  selbst, 
sondern  auch  gewisse  aus  denselben  gebildete  Wurzelausdrücke,  die  ein- 
deutige Functionen  von  r]  sind,  liefern  wird.  Wir  gehen  zu  dem  Ende 
auf  den  Begriff  der  allgemeinen  ganzen  invarianten  eindeutigen  Form 
von  y^,  7/2  zurück  und  führen  nach  der  Analogie  der  für  endliche 
Gruppen  in  der  Nr.  294  (S.  132)  aufgestellten  Definition  auch  hier 
den  Begriff  der  Primform  ein. 

Wir  woUen  für  eine  beliebige  Fuchs'sche  Gruppe  ohne  parabo- 
lische Substitutionen  eine  ganze  invariante  eindeutige  Form  H{y^,  y^ 
eine  Primform  nennen,  wenn  das  zu  dieser  Form  H{y^,  y^)  gehörige 

innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F^  nur  an  einer  einzigen  Stelle  rj 
und  an  dieser  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet. 
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Aus  dieser  Definition  und  aus  den  Erörterungen  der  Nr.  314 
(S.  213)  folgt,  dass  eine  Primform  durch  Angabe  ihrer  Nullstelle  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  F^,  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor,  eindeutig  bestimmt  ist. 

Sei  zunächst  diese  Nullstelle  rj  =  y  keine  Ecke  von  F^,  dann  ist 
z-=f('y)  ein  regulärer  Punkt  unserer  Differentialgleichung  (1)  (Nr.  304, 
S.  168)  und  folglich 

^  —  fiy)  =  «1  (^  —  r)  +  «2  (^  ~  y)^  +  •  •  • ' 

wir  haben  also,  um  die  Darstellung  der  zur  Nullstelle  ri  =  y  gehörigen 
Primform  zu  erhalten,  in  dem  Ausdrucke  (6)  (Nr.  314,  S.  213) 
31{z)=^z-f{y),      p  =  l, 
/ 1         1    1  \ 

,»,  =  -»■  (t-t  7,)      '■■-.'.«). 

zu  setzen.     Da  ferner 

r 

^  V 

sein  muss,  ergiebt  sich  r  =  v,   die  betreffende  Primform  lautet  also 

F^  iVv  y,)  =  (^  -  /'(r))7T(^  -  «<)^  '  ''     =  y/'  ^r  (^) ' 

wo  36  {ri)  eine  eindeutige  Function  von  t]  bedeutet. 

Handelt  es  sich  um  die  Aufstellung  einer  für  >/ =  A^  (>f  =  i,  2,  •  ■  •  a) 
verschwindenden  Primform,  so  haben  wir  in  der  Umgebung  von  i^  =  ^^ 

^  - «.  =  h  iv  -  Ky^-^  h  (v  -  KT"'^"  +  •  •  •; 

also  ist  in  dem  Ausdrucke  (8)  der  Nr.  314  (S.  212) 

G(.)  =  (z-aJ^,     P  =  l^  =  ^ 
zu  nehmen;  es  ergiebt  sich  demnach 

V 

"  =  ¥.' 

und  die  betreffende  Primform  hat  die  Gestalt 

K. (Vi,  y,)  =  (^ - 0^]7(^ - ^y^-      '  '''= y^'-U^i) 

i  =  \ 
(x=l,2,-  --a), 

WO  36j,  (ri)  eine  eindeutige  Function  von  r^  bedeutet.  I 

Endlich  ergiebt  sich  für  die  an  der  Stelle  i]  =  A^  ,  ^  und  den  cor-      '' 
respondirenden  Stellen  verschwindende  Primform  die  Darstellung 
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t=i 

wo  auch  wieder  3:^,_|_i(>?)  eindeutig  in  r]  ist. 

Für  diese  Primformen  gelten  nun  analoge  Sätze,  wie  die,  welche 
wir  für  die  Primformen  in  dem  Falle  einer  endlichen  Gruppe  ge- 
funden hatten.     Wir  heben   nur  einige    dieser  Sätze  besonders  hervor. 

1.  Zwischen  je  drei  Primformen  v-ten  Grades  findet  eine 
homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten 
statt. 

In  der  That,  seien 

F  ,  F  ,  F 

drei  solche  Primformen,  deren  Nullstellen  innerhalb  des  Fundamental- 
bereiches F^  beziehungsweise  durch  y^,  y,,,  y.^  gegeben  werden,  so  ist 
oflenbar 

ifir,)  -  f(y,)]  F^^  {y„  y,)  +  [fir,)  -  f(.y,)]  i^,,  {y„  y.) 

2.  Das  Gleiche  gilt  für  irgend  drei  Formen,  die  entweder 
Primformen  v-ten  Grades  oder  solche  von  absolut  genommen 
niedrigerem  Grade 

V 

zur  ('//.)-ten  Potenz  erhoben  sind.  Es  lässt  sich  also  die  all- 
gemeine Primform  v-ten  Grades  in  der  Gestalt 

^K'{yv  y^  +  ßFi'ivvy^ 

darstellen,  wo  die  x,  i  zwei  verschiedene  der  Zahlen  l,2,---(?-f-l 
und  die  a,  ß  Constanten  bedeuten. 

3.  Zwischen  den  Primformen  und  den  aus  denselben 
gebildeten  Functionaldeterminanten  bestehen  analoge  Be- 
ziehungen, wie  die  für  den  Fall  endlicher  Gruppen  gefun- 
denen (Nr.  295,  S.  1341 

Es  ist  nämlich 

,01 N  ^^^  (2/1.2/2)  ^^/<n) 

(21)  Z  a= ■ = •  (>c  =  l,2,         a); 

ff+1  ^-^1'        -^2-  g^l  -I' 

setzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  der  Primform  F^,^(^i/^,  y„) 
ein,  so  ergiebt  sich 
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Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  den  durch  Differentiation  aus 
den  Gleichungen  (21)  und  aus 


(22)  ^-f\y) 


-^y(2/li    2/2)  _       3£j,(73) 


hervorgehenden  Beziehungen,  so  findet  man,  ähnlich  wie  in  der  Nr.  295 
(S.  134)   die  Relationen  (32)  gefunden  wurden,  die  Formeln 

^-^Lh±^(F  ^^,    F)=^ ^^-~  (.  =  1,2,...  a), 

X 

^+^(F^,,  F)  =  F''~'  ■■■  F''^-\ 

^;  V        0  +  1'  //  1  O  ' 

WO  die  Functionaldeterminante  in  ähnlicher  Weise  bezeichnet  wurde, 
wie  dies  für  algebraische  Formen  üblich  ist. 

4.  Jede  ganze  invariante  eindeutige  Form  der  y^,  y.^  lässt 
sich  als  ein  Product  von  Primformen  darstellen. 

Um  nun  zu  einer  Darstellung  der  Primformen  durch  die  y^,  y.^ 
selbst  zu  gelangen,  betrachten  wir  den  Ausdruck: 

(23)  F(ji^ ,  y^)  =  y;  I  (^)  =  (« 0  +  &)  //(^  -  a)  ^'      ' '^' . 

/=i 

Derselbe   stellt  im  Allgemeinen  die  für 

h_ 

a 

verschwindende  Primform  v-ten  Grades,  dagegen,  wenn  —  —  gleich 
einem  der  Werthe  «, ,  «,,  ••  •  a  ,  00  ist,  die  q  -te  Potenz  der  zu  dem 
betreffenden  Punkte  a    gehörigen  Primform  dar. 

Sei  Q  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Zahlen 

y  17   0-27    '  '  '    9a-{-l' 

und  setzen  wir 

so  ist  g  eine  positive  ganze  Zahl,  und  der  Ausdruck 

°  (1-—] 

(24)  mrj)r  =  yl'{a,  +  bffllz  -  af  V   ^''^ 

i"=i 

hat  die  Form  (9)  (Nr.  315,  S.  215).  Zufolge  des  Satzes  der  Nr.  31G 
(S.  219)  lässt  sich  dieser  Ausdruck  durch  eine  zu  der  Zahl  9  gehörige 
ganze  Thetafuuction 

II 
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darstellen,  so  dass  also 

wird. 

Dieser  Darstellung  einer  Primform  haftet  der  Mangel  au,  dass  sie, 

wenn  ^  >  1   ist,   die  Eindeutigkeit    der    von   dem  Factor  ?/"    befreiten 
Primform  fi-ten  Grades  (wo 


f*  =  ^'    n-y 


9l  '  Oa  +  l 

sein  kann)  nicht  unmittelbar  hervortreten  lässt.  Sie  lehrt  uns  aber, 
dass  die  g-ie  Potenz  der  Primformen  v-ten  Grades  und  die  f/g.^-te  Po- 
tenz der  Primform  F  {y^,  y^)  rationale  Functionen  von  ,?  sind,  und 
dass  dies  auch  für  keine  niedrigere  Potenz  jener  Primformen  der  Fall 
ist.  Ferner  erhalten  wir  eine  übersichtliche  Darstellung  derjenigen 
Wurzeln  aus  rationalen  Functionen  von  z,  die  gleich  eindeutigen  Func- 
tionen von  1]  werden. 

318.    Der  Fall,  wo  eine  parabolische  Substitution  auftritt. 

Ein  wesentlicher  Theil  der  hier  unter  der  Voraussetzung,  dass 
alle  Substitutionen  A^,  Ä.^,  ■  •  •  A^.^  elliptische  sind,  entwickelten  Re- 
sultate ist  ohne  Weiteres,  ein  anderer  Theil  ist  mit  leichten  Modifica- 
tionen  auf  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Gruppe  auch  parabolische  Sub- 
stitutionen enthält,  übertragbar.  Das  Charakteristische  ist,  dass  man, 
wenn  einige  der  Substitutionen  A^,  A^,  ■  ■  -  A^_i^^  parabolische  sind, 
bei  der  Definition  einer  invarianten  eindeutigen  Form  die  Bedingung, 
dass  eine  solche  Form  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function 
von  z  sein  soll,  durch  die  allgemeinere  zu  ersetzen  hat,  wonach  nicht  nur 
Wurzeln  aus  rationalen  Functionen,  sondern  auch  Logarithmen  solcher 
Functionen  von  z  zuzulassen  sind.  Wir  versagen  es  uns,  die  Unter- 
suchung in  diesem  allgemeinen  Falle  hier  durchzuführen  und  wollen 
nur  mit  wenigen  Worten  auf  den  Fall  eingehen,  wo  eine  der  Sub- 
stitutionen der  Basis  unserer  Gruppe  eine  parabolische  ist. 

Man  kann  alsdann,  wie  Herr  Klein  in  dem  speciellen  Falle 
6  =  2  bemerkt  hat,  durch  einen  einfachen  Kunstgriff  die  volle  Gül- 
tigkeit der  für  Gruppen  ohne  parabolische  Substitutionen  erzielten 
Resultate  bewirken. 

Wir  können  nämlich  voraussetzen,  dass  die  betreffende  parabolische 
Substitution  gerade  A^,^  ist,  und  können  uns  überdies  7;  so  gewählt 
denken,  dass  A   ,  ,   die  canonische  Form 
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besitzt.  Dann  ist  also  in  der  Differentialgleichung  (1)  der  Nr.  304 
(S.  168)  2  =  (X)  der  einzige  logarithmische  singulare  Punkt,  und  wir 
haben,  wenn 


gesetzt  wird,  in  der  Umgebung  von  ^  =  0 

wo  '^(t),  ^-.iß)  gewöhnliche  Potenzreihen  von  t  bedeuten,  die  für 
^  =  0  nicht  verschwinden. 

Die  Endlichkeit  der  durch  den  Ausdruck  (ß)  (Nr.  314,  S.  213) 
definirten  ganzen  invarianten  Form  H{y^,  ?/.,j,  ebenso  wie  die  der  Prim- 
formen 

F^{y„y.),     ^,(^1,2/0)        (>^=i.2,-..a) 

bleibt  dann  gewahrt,  auch  wenn  iq  so  in  den  Punkt  i]  =  00  einrückt, 
wie  es  einrücken  muss,  damit  —  verschwinde.  Dagegen  spielt  für  ^  =  00 
die  Form 

z  =  l 

dieselbe  Rolle,  wie  für  einen  nicht  logarithmisch  singulären  Punkt  die 
(^.)-te  Potenz   der  Primform  FJ^y^,  y^). 

Im  Falle  der  Gauss  'sehen  Differentialgleichung  (g  =  2)  hat 
Halphen  die  Primformen  oder,  genauer  gesagt,  die  denselben  ent- 
sprechenden eindeutigen  Functionen  X.,  2i^,  X.,,  X3  von  r]  zuerst  all- 
gemein (d.  h.  für  die  transcendenten  Fälle  eines  eindeutig  umkehr- 
baren Integralquotienten)  betrachtet.  In  dem  besonderen  Falle  g^  =  8, 
^2=  2,  ^3  =00,  d.  h.  für  die  Function 

^  =  '{\^  T'  ^'  ^)' 
hat  Herr  Klein  die  expliciten  Ausdrücke  für  die  entsprechenden  Prim- 
formen aufgestellt.  Sie  stimmen  dann  im  Wesentlichen  mit  den  Weier- 
strass'schen  Ausdrücken  für  die  beiden  Invarianten  g^^  g^  und  die 
Discriminante  z/  der  biquadratischen  Form  (IV)  (Nr.  276,  S.  69)  über- 
ein, deren  absoluta  Invariante  durch  J  gegeben  ist.  Da  in  diesem 
Falle  V  =  —  12,  ^  =  6  ist,  so  haben  wir 

d.  h.  die  Primformen  v-ten  Grades  sind  dann  direct  rationale  Func- 
tionen von  J,  also  durch  ganze  Thetafunctionen  darstellbar. 


Viertes  Kapitel. 

319.     Abänderung  des  Fundamentalbereiches.     Symmetrisclie 
Gruppen.     Spiegelungen. 

Wir  wollen  nun  einen  besonders  interessanten  und  wichtigen  Special- 
fall Puchs'scher  Gruppen  beziehungsweise  Functionen  ins  Auge  fassen, 
der  als  die  unmittelbare  Verallgemeinerung  der  eindeutig  umkehrbaren 
Dreiecksfunctionen  angesehen  werden  kann. 

Der  Umstand,  dass  wir  die  Seiten  des  Fundamentalbereiches  F^^  als 
Kreise,  die  den  Orthogonalkreis  (Einheitskreis)  rechtwinkelig  schneiden, 
gewählt  hatten,  bewirkt,  dass  die  Querschnitte,  durch  welche  die  Ebene 
der  unabhäno'io-en  Variabel)!  s  der  Differentialöieichuno" 

(1)  pi  =  my 

dz 
zerschnitten  ist,  eine  völlig  bestimmte  Gestalt  haben. 

Für  (J  :=  2  ist  F^^  ein  Kreisbogen viereck  mit  den  Ecken  A^,  A^,  A^,  A,/; 
legen  wir  dann  durch  Aj,  A^  einen  den  Orthogonalkreis  unter  rechtem 
Winkel  schneidenden  Kreis  s^,  so  zerfällt  das  Viereck  F^  in  zwei  in 
Bezug  auf  s^^  symmetrische  Dreiecke,  d.  h.  in  zwei  Dreiecke,  die 
Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug  auf  den  Kreis  s^^  sind.  Wir  kom- 
men also  dann  auf  die  Fig.  19  (Nr.  269,  S.  38),  d.  h.  in  diesem  Falle 
sind  die  Querschnitte,  die  von  z  =  0  und  ^  =  1  aus  nach  z  =  oo  hin- 
gelegt sind,  Theile  der  realen  0-Axe. 

W^ürden   wir    nicht  a^  =  0,  «.,  =  1,  a.^  =  <x>   nehmen,    so   würde 
offenbar  der  Begrenzung  des  Kreisbogendreiecks  (A^  A^,  Ag)  der  -j^-Ebene, 
die  Peripherie  des  durch  die  drei  Punkte  a^,  a.,,  a.^  gelegten  Kreises  der 
5^ -Ebene  entsprechen,  und  es  wäre  von  den  beiden  Dreiecken 
(Aj,  l.,,  Ag),     (Aj,  A^,  Ag) 

der  r; -Ebene  das  eine  die  Abbildung  des  Innern,  das  andere  die  Ab- 
bildung des  Äussern  jenes  durch  die  Punkte  a^,  a^,  a.^  hindurchgelegten 
Kreises  der  ^ -Ebene.  In  diesem  FaUe  wären  also  die  von  a^,  a^  nach 
ttg  hin  gelegten  Querschnitte  der  ,5' -Ebene  Kreisbogen. 

Schlesinger,  Differentialgleiebungcu.     II,  2.  15 


226  XV.    Theorie  der  Fuchs 'sehen  Functionen.     Kapitel  4. 

Wir  wollen  für  ö  >  2  die  bereits  in  der  Nr.  210  (Bd.  II,  1,  S.311) 
ausgeführte  erlaubte  Abänderung  des  Fundamentalbereiches  F^  vornehmen 
und  uns  dabei  so  einrichten,  dass  der  neue  Fundamentalbereich,  den 
wir  durch  -R„  bezeichnen,  auch  von  Kreisbogen,  die  den  Einheitskreis 
orthogonal  schneiden,  begrenzt  werde. 

Legen   wir    zu    dem   Ende    durch    die   Ecken   A^,  A^,  ferner  durch 
A„ ,  A, ,  u.  s.  w.,  endlich  durch  A      , ,  A    innerhalb  F.,  verlaufende  Kreis- 
bogen,   die   den  Einheitskreis  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  fügen 
wir  ferner  dem  von  Kreisbogen  begrenzten  (<?  -|"  l)-ecke 
(A^,  A^,  •  •  •  A^_j^,  A^,  A^_^J 

die   folgenden   sich  schlicht  an   einander  lagernden  Kreisbogendreiecke 
hinzu 

(Aj,     A/,     X^_^^  =  A^     (Aj,  Ag,  A^_j_j), 

(A^,     Ag,      A^y_|_jj  =  ^j     J-2     (A^,  Ag,  A^__^J, 


(A      ,,A,    A    ,,)  —  Jx^      Ji.-,      •  •  •  •  A       ,(A,     ,,A^,A|,), 

SO  erhalten  wir  den  Bereich  R^^.  Die  Ecken  dieses  neuen  P\mdamental- 
bereiches  sind 

^i^  ^->'  h^  '  '  '  ^'„>  ^a  +  iy  ^ü  ?   '  '  '  ^3  }  ^2  y 
von  denselben  bilden  A^ ,  A^  ,  ^  je  einen  eingliedrigen  Cyklus,  während 

A    ,    A  '  (z  =  2,  3,  ■  ■■  a) 

y.'       y. 

die  übrigen  (zweigliedrigen)  Cykeln  ausmachen.     Die  Seiten 

von  R,,,  WO  A,'  =  A, ,  A  ,  ,  =  A  ,  ,  zu  nehmen  ist,  sind  Kreisbogen, 
die  den  Einheitskreis  rechtwinkelig  schneiden,  und  f '  geht  aus  t  durch 
die  Substitution 


<— 1    ^—1  ^— 1 


*)  a.  a.  0.   ist  t_^   durch  s.^,    tj    durch  s.^   und  l,^   durch  X.^   bezeichnet,    für 
X  =  2,  3,  ••  ff. 


(2)  s.^  =  a-'a;'...a:'       (.=1,2,....) 

hervor. 

In  der  ,e'-Ebene  entsprechen  den  Seiten  von  R^^  die  beiden  Ufer 
eines  von  a^  über  a^ ,  a^ ,  •  •  ■  «^  nach  «^  ,  ^  =  '^'o  hingelegten  Quer- 
schnittes l  (vergl.  die  Fig.  A,  Bd.  II,  1,  S.  311)  und  zwar  entspricht  das 
linke  (positive)  Ufer  des  zwischen  a^,  ö^,  ,  ^  verlaufenden  Querschnitt- 
stückes der  Seite  ^^',  das  rechte  (negative)  Ufer  eben  dieses  Stückes  der 
Seite   t_^  von  R^^).    Die  Seite  s^  des  alten  Fundamentalbereiches  fassen    Ij 
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wir  als  Diagonale  von  7?^  auf,  sie  entspricht  (was  wir  hier  in  Er- 
innerung bringen  wollen)  dem  negativen  Ufer  des  von  a^  nach  a^,^ 
hingelegten  Querschnittes  l^ ,  welches  mit  dem  negativen  Ufer  von 
l  zusammengenommen  eine  die  singulären  Punkte  der  Differentialglei- 
chung (1)  unter  einander  verbindende  geschlossene  Linie  bildet.  Durch 
die  Diagonale  s^  zerfällt  R^  in  zwei  Theile 

und 

dieselben  entsprechen  je  einem  der  beiden  Bereiche,  in  welche  die 
^-Ebene  durch  die  erwähnte  geschlossene  Linie  zerlegt  wird. 

Der  Gleichmässigkeit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  die  Dia- 
gonale s^  mit  t^  bezeichnen;  die  ganze  geschlossene  Linie,  die  aus  dem 
Querschnitte  l  und  aus  l^  besteht,  nennen  wir  (wie  a.  a.  0.)  l  und  den 
bisher  mit  l^  bezeichneten  Theil  von  l  nennen  wir  l^. 

Es  kann  sich  nun  ereignen,  dass  die  beiden  Bereiche  B^,  B^",  in 
welche  R^  durch  die  Diagonale  t^  zerlegt  wird,  Spiegelbilder  von 
einander  in  Bezug  auf  den  Kreis  t^  sind,  d.  h.  dass  der  Bereich  J/^  aus 
den  beiden  in  Bezug  auf  die  Diagonale  f^  symmetrischen  Hälften 
R^',  R^'  besteht.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  sagen  wir  kurz,  der 
Fundamentalbereich  R  sei  symmetrisch  und  bezeichnen  auch  die 
Gruppe  ■O-  als  eine  symmetrische  Fuchs'sche  Gruppe. 

Da  bei  der  Spiegelung  in  Bezug  auf  einen  Kreis  die  Winkel  er- 
halten bleiben,  sind  die  Winkel  der  beiden  Bereiche  R^,  R^'  bei  ent- 
sprechenden Ecken  A^,  l^  dieselben,  d.h.  da  die  Winkelsummen  bei 
den  Ecken  der  Cykeln 

Aj-,     A^,  A^;     A3,  A^;  •••  A^^,  A^;     A^_j_^ 

beziehungsweise 

27r  2jr_  2«^  2«  -2% 

Ti'  ^'  ~H'      '"  ^'  9a+l 

betragen,  sind  die  Winkel  von  R^  bei  den  Ecken  A^  gleich 

TT 

9^ 

Sei  die  Gleichung  des  Kreises  t,^ 

c_  }]  7j  -\-  a^  7]  -\-  ä_^7]  -{-  h^=  0 ,         (>!=o,  1, 2,   ■  •  (7), 
wo  e,  h    reale  Grössen  bedeuten  und 


—  a   a    -\-  h   c 

y.     a     '        y.     /. 


15" 


228  XV.    Theorie  der  Fuchs'schen  Functionen.     Kapitel  4. 

ist    dann  ist  die  zu  diesem  Kreise  gehörige  Spiegelung 

y-  '  c^  ^  +  «X 

Wenn  rj  auf  t_^  Hegt,  so  ist  für  x  =  1,  2,  •  •  •  (? 

also,  da  die  Spiegelung  B.  ,  wenn  man  in  jedem  Coeffieienten  derselben 
-f-  i  in  —  i  verwandelt,  in  B'^^  übergeht, 

rj  =  BT^  n- 

Das  Spiegelbild  eines  Punktes  i;  von  t_^  in  Bezug  auf  den  Diagonal- 
kreis f  ist  der  correspondirende  Punkt  S_^7]  von  tj,  wir  haben  dem- 
nach 

s,^ri  =  B^n  =  B^K'v       (-1.V  -), 

d.  h.  die  Substitution,  welche  t^  in  tj  verwandelt,  lautet 

(3)  '^=^^:^ 

und  die  Gleichung  des  Kreises  tj  lässt  sich  in  dei-  Form 
darstellen. 

320.   Besondere  Gestalt  des  Querschnittsystems.    Abbildungsproblem. 

Betrachten  wir  nun  die  Function  ,?,  die  bei  den  Substitutionen 
der  symmetrischen  Fuchs'schen  Gruppe  ungeändert  bleibt  und  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  jR^  jeden  Werth  nur  einmal  annimmt, 
so  können  wir  die  Werthe,  die  2  erhält,  wenn  rj  die  Begrenzung  des 
Kreisbogenpolygons  Ji^'  durchläuft,  mit  Leichtigkeit  charakterisiren. 

Bedeute  rj  einen  Punkt  im  Innern  von  B^,  und  sei 

z  =  f(i]) 

der  entsprechende  Punkt  in  der  durch  den  Querschnitt  l  zerschnittenen 
;S'-Ebene.  Gehen  wir  von  i]  auf  einer  im  Innern  von  B^  verbleibenden 
Curve  nach  dem  Spiegelbilde  B^i]  von  t]  in  Bezug  auf  f^,  so  geht  .z 
auf  einem  in  der  zerschnittenen  Ebene  verlaufenden  Wege,  der  die 
geschlossene  Curve  l  in  einem  Punkte  von  L  überschreitet,  nach  dem 
Punkte 

Die  Punkte  ^  und  is^  sind  dann  einander  gegenseitig  eindeutig  zu- 
geordnet,   jedoch    ist    s^    keine    monogene    Function    der    complexen 
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Variabein  s ,  da  2^  eine  monogene  Function  von  »; ,  z  aber  eine  mono- 
gene Function  von  7;  ist. 

Dagegen  ist  der  conjugirte  Werth  von  s 

eine  monogene  Function  von  7;,  also  ist  auch  z^^  eine  monogene  Func- 
tion von  z.  Das  gegenseitig  eindeutige  Entsprechen  von  z  und  z 
bewirkt  ein  gegenseitig  eindeutiges  Entsprechen  von  z^^  und  z.  Hat 
man  aber  zwei  complexe  Variable,  die  monogene  Functionen  von  ein- 
ander sind,  und  weiss  man,  dass  die  Werthe  dieser  beiden  Variabein 
einander  ausnahmslos  gegenseitig  eindeutig  zugeordnet  sind,  so  folgt 
nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie,  dass  die  beiden 
Variabein  ganze  oder  gebrochene  lineare  Functionen  von  einander  sein 
müssen. 

Also  ist  z^  eine  lineare  Function  von  z, 

Gehen  wir  nun  von  dem  Punkte  B^^r/  auf  oinem  ebenfalls  inner- 
lialb  R^^  verlaufenden  Wege  nach  dem  Punkte  rj,  d.  h.  nach  dem  Spiegel- 
bilde von  B^tj  in  Bezug  auf  den  Kreis  f^^  zurück,  so  bewegt  sich  der 
entsprechende  Punkt  der  ^-Ebene  von  ^^  ausgehend  auf  einer  in  der 
zerschnittenen  .2 -Ebene  verlaufenden  Bahn  nach  dem  Punkte  z  hin; 
es  muss  folglich  z  aus  z^^  ebenso  hervorgehen,  wie  z  aus  z,  d.  h. 
wir  haben 

^  _  « V+f 
"  7^0  +  ^ 

Die  vier  Constanten  «,  ß,  y,  Ö  sind  demnach  so  beschaffen,  dass 


(ä     ~ß\(a     ß\_ 


ist,  wir  können  folglich  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  268  (S.  35,  36) 
die  Beziehung  zwischen  z^^  und  z  in  die  Form  setzen 

—  äs  —  h 

Z..  =  ^-j ,  — aa-i-6c=  — 1, 

WO  l)^  c  reale  Grössen  bedeuten. 

Nun  ist  offenbar,  wenn  iq  auf  dem  Kreisbogen  t^  liegt,  z^  mit  z 
identisch.  Bedeutet  ferner  ij  einen  Punkt,  der  einem  der  Kreisbogen 
t_^  angehört,  so  ist  das  Spiegelbild  von  yj  in  Bezug  auf  t^  in  der  Form 

S  V  =  B^B~ ^ ri  (y.  =  i,  2,  •■  •  a) 

y.  '  0      y.        ' 

darstellbar.     D.  h.  es  ist  in  diesem  Falle 
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und  da  allgemein  für  jedes  rj 

ist,  so  haben  wir  also  auch  für  einen  auf  t,^  gelegenen  i;-Werth 

d.  h.  auch  wenn  >j  auf  einem  der  Kreisbogen 

gelegen  ist,  wird  z^  mit  z  identisch. 

Die    den    Punkten    der    Begrenz.ung    von   M^  entsprechen- 
den ^-Werthe  befriedigen  folglich  die  Gleichung 

—  äi  +  & 

Z    =      T^-. , 

cz  -\-  a    ' 

d.  h.  sie  liegen  auf  einem  Kreise. 

Im  Falle  einer  symmetrischen  Gruppe  d-  liegen  also  die  ^-Werthe, 
die  den  Ecken  des  Fundamentalbereiches  entsprechen,   d.  h.  die  Punkte 


a.  ,  «. 


a  ,  a 


Fig.  31. 


auf  einem  Kreise  und  der  Querschnitt  l  ist 
nichts  anderes  wie  der  von  a,   über  «„,-••« 

1  2 '  a 

nach  «;,  ,  j  hinführende  Bogen  dieses  Kreises, 
während  die  Gesammtperipherie  die  geschlos- 
sene Curve  l  darstellt. 

Nehmen  wir  um  die  Vorstellung  zu  fixiren 
an,  dass  die  Punkte 

a,  ,  a„,  •  ■  '  a 


"l  }    <^2  ' 


"  +  1 


auf  der  Kreisperipherie  so  aufeinander  folgen  wie  die  wachsenden 
Ziffern  auf  dem  Zifferblatte  einer  Uhr,  so  entspricht  dem  Bereiche 
R^'  der  ■»; -Ebene  das  Innere,  dem  Bereiche  E^"  das  Aeussere  dieses 
Kreises  (vergl.  die  Fig.  31). 


Wenn  insbesondere  wie  gewöhnlich 


«j  =  0 ,     a.,  =  1 , 


n  +  l 


OC 


genommen  wird,  so  streckt  sich  der  Kreis  l  zur  realen  ^-Axe  aus,  d.  h. 
unter  dieser  Annahme  sind  die  sämmtlichen  singulären  Stel- 
len der  Differentialgleichung  (1)  reale  Werthe,  und  die  Func- 
tion 

z  =  f(ri) 

ist  auf  der  Begrenzung  von  B^^  real.     Das  Kreisbogenpolygon  B^ 


1 
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ist    die    eindeutig    conforme   Abbildung    der  unteren,  das   Kreisbogen- 

polygou  B^"  die  Abbildung  der  oberen  *; -Halbebene.  Ferner  folgt  aus 
der  Invarianz  des  Differentialausdruckes 


(I) 


bei  projectiven  Transfonnationen  von  tj  ,  dass  für  reale  Werthe  von 
z  auch  dieser  Differentialausdruck  und  folglich  auch  die  rationale  Func- 
tion q(s),  die  auf  der  rechten  Seite  der  Differentialgleichung  (1)  auf- 
tritt, reale  Werthe  annimmt;  es  sind  demnach  die  sämmtlichen 
Coefficienten  von  q(z)  real. 

Wir  sehen  also  in  der  That,  dass  sich  der  Fall  einer  symmetri- 
schen Gruppe  als  die  unmittelbare  Verallgemeinerung  der  eindeutig 
umkehrbaren  Dreiecksfunction  erweist. 

Die  Function  s  =  /"(>;)  liefei-t  uns  die  eindeutig  conforme  Abbil- 
dung des  Kreisbogenpolygons  7?^^'  auf  eine  Halbebene.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  diese  Function  auch  umgekehrt  durch  diese  ihre 
Eigenschaft  definirt  werden  kann.  In  der  That  lässt  die  Aufgabe,  das 
in  der  7; -Ebene  gegebene  Kreisbogenpolygon  7?^'  eindeutig  conform  auf 
eine  Halbebene  abzubilden,  nach  einem  allgemeinen  Satze  von  Riemann 
stets  eine  Lösung  zu,  und  ist  diese  Lösung  auch,  abgesehen  von  drei 
realen  willkürlichen  Constanten,  eindeutig  bestimmt.  Man  kann  dies 
entweder  durch  Anwendung  des  in  der  Nr.  212  (Bd.  II,  1,  S.  323  ff.) 
geschilderten  Verfahrens  direct  beweisen,  oder  aber  den  Beweis,  ähn- 
lich wie  für  den  in  der  Nr.  270  (S.  41  ff.)  bereits  behandelten  speciel- 
len  Fall  der  Abbildung  eines  Kreisbogendreiecks,  durch  Anwendung  des 
Riemann 'sehen  Symmetrieprincips  auf  den  in  den  Nummern  213,  214 
(Bd.  II,  1,  S.  327  ff. )  gelieferten  Existenzbeweis  zurückführen. 

Eine  Function  t,  von  rj,  die  das  Kreisbogenpolygon  li^'  conform 
auf  eine  Halbebene*)  abbildet,  ist  nämlich  zunächst  auf  der  Begrenzung 
von  R'  real.  Sie  nimmt  folglich  nach  dem  Riemann 'sehen  Symmetrie- 
principe  für  Werthe  von  t],  die  Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug 
auf  einen  der  Kreise  t_  sind,  conjugirte  complexe  Werthe  an,  so  dass 
also  z.  B.  die  Functionswerthe,  die  für  die  Punkte  von  R^^  und  von 
jRj,"  (dem  Spiegelbilde  von  R^'  in  Bezug  auf  die  Seite  Q  zu  Tage 
treten,  die  ganze  complexe  ^-Ebene  einfach  erfüllen.  Ferner  nimmt 
diese  Function  in  correspondirenden  Punkten  von  t^  und  tJ,  d.  h.  in  • 
Punkten    dieser    Seiten,    die    durch    Spiegelung    in    Bezug    auf  t^   aus- 


*)  Hier  und  im  Folgenden  ist  stets  eine  durch  die  reale  Axe  begrenzte  Halb- 
ebene gemeint. 
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einander  hervorgehen,  offenbar  denselben  Werth  an.  Da  nun  t_'  aus  t_ 
durch  Anwendung  der  linearen  Substitution  S,^  hervorgeht,  so  sind  die 
Seiten  des  Bereiches  Jl^  -\-  B^'  durch  lineare  Substitutionen  einander 
paarweise  zugeordnet,  und  die  gesuchte  Function  t,  von  iq  hat  die  Eigen- 
schaften, innerhalb  des  Bereiches  ü^,'  -f-  Tt^  jeden  Werth  nur  ein  ein- 
ziges Mal  anzunehmen  und  in  correspondirenden  Punkten  der  einander 
zugeordneten  Seitenpaare  gleiche  Werthe  zu  besitzen.  Die  Existenz 
solcher  Functionen  ist  aber  in  den  Nrn.  212—216  (Bd.  II,  1,  S.337  fi'.)  be- 
wiesen, und  es  folgt  zugleich  aus  den  Betrachtungen  der  Nr.  216,  dass, 
wenn  t,  eine  bestimmte  dieser  Functionen  ist,  jede  andere  in  der  Form 

H  +  5' 
wo  a,  ß,  y,  8  reale  Constanten   bedeuten,    enthalten   sein   muss.      Wir 
haben  also  den  Satz: 

Die  Function  2  ^=  firj)  kann  auch  durch  die  Eigenschaft 
definirt  werden,  dass  sie  die  eindeutig  conforme  Abbildung 
des  Kreisbogenpolygons  jB^^'  auf  eine  Halbebene  liefert. 

Das  Innere  oder  Aeussere  eines  beliebigen  Kreises  K  kann  stets 
durch  eine  linear  gebrochene  Function  von  z  auf  die  eine  oder  die 
andere  der  beiden  «; -Halbebenen  abgebildet  werden.  Daraus  folgt,  dass 
wir  dem  eben  ausgesprochenen  Satze  die  folgende  allgemeinere  Fassung 
geben  können: 

Die  Function  3  von  rj,  die  die  eindeutig  conforme  Abbil- 
dung des  Kreisbogenpolygons  R^'  auf  das  Innere  oder 
Aeussere  eines  Kreises  K  liefert,  ist  durch  diese  ihre  Eigen- 
schaft, abgesehen  von  drei  realen  Constanten,  bestimmt  und 
geht  aus  s  durch  Anwendung  einer  projectiven  Substitution 
hervor.  Die  allgemeinste  Function,  die  diese  Abbildung  ver- 
mittelt, ist  durch  §  in  der  Form 

75  +  ^ 
darstellbar,  wo  a,  /3,  y,  d  die  Coefficienten  einer  projectiven 
Substitution  bedeuten,  die  den  Kreis  K  in  sich  selbst  trans- 
formirt. 

Die  so  formulirte  Abbildungsaufgabe  lässt  aber  eine  wesentlich 
allgemeinere  Fassung  zu,  auf  die  wir  mit  wenigen  Worten  eingehen 
wollen,  da  uns  dieselbe  einen  Einblick  in  die  Theorie  von  eindeutigen 
Functionen,  die  durch  projective  Gruppen  ungeändert  bleiben,  ver- 
schaffen wird,  die  in  gewissem  Sinne  bedeutend  umfassender  ist,  als 
die  Theorie  derjenigen  Fuchs 'sehen  Functionen,  die  wir  hier  be- 
handeln. 


L 
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321.     Das  allgemeine  Abbildungsproblem  von  Schottky. 

Denken  wir  uns  in  der  ?; -Ebene  einen  beliebigen  von  Kreisbogen 
(oder  geraden  Linien)  begrenzten  (j)  -{-  l)-fach  zusammenhängenden  Be- 
reich B. 

Sei  ferner  '^(j])  eine  beliebige  rationale  Function  von  t],  die  an 
keiner  Stelle  der  Begrenzung  von  R  unendlich  wird. 

Dann  lässt  sich,  wie  Herr  Schottky  gezeigt  hat,  stets  eine  Func- 
tion F(rj)  von  r]  finden,  die  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt: 

1.  F('ri)  verhält  sich  im  Innern  von  R  wie  die  vorgeschriebene 
rationale  Function  3*1  (^),  d.  h.  die  Differenz 

ist  im  Innern  von  R  allenthalben  regulär. 

2.  Auf  der  Begrenzung  von  Ti  ist  der  Coefficient  von  /  der  Func- 
tion F(7])  gleich  einer  willkürlich  zu  wählenden  constanten  Grösse; 
also  z.  B.  gleich  Null-,  dann  ist  F{t])  auf  der  Begrenzung  von  R  real. 

Da  R  mehrfach  zusammenhängend  ist,  so  ist  die  Function  F(r]) 
im  Innern  von  R  nicht  nothwendig  eindeutig.  Denken  wir  uns  viel- 
mehr den  Bereich  durch  j>  geeignet  gewählte  Querschnitte  in  einen 
einfach  zusammenhängenden  zerschnitten,  so  hat  F(rj)  ferner  die  Eigen- 
schaft: 

3.  An  den^>  Querschnitten  besitzt  die  Function  i^(>/)  wohlbestimmte 
reale  Periodicitätsmoduln. 

Aus  Functionen  von  der  Art  wie  Fit])  lassen  sich  Functionen  von 
derselben  Beschaffenheit  bilden,  für  welche  die  Periodicitätsmoduln  an 
den  p  Querschnitten  von  R  verschwinden,  die  also  iimerhalb  R  ein- 
deutig sind,  den  Charakter  von  rationalen  Functionen  haben  und  an  der 
Begrenzung  von  R  reale  Werthe  besitzen.  Diese  Functionen  mögen 
mit  G(rj)  bezeichnet  werden. 

Unter    diesen    Functionen  G(rj)    lassen    sich    stets    zwei  u,  v   aus- 
wählen, die  durch  eine  algebraische  Gleichung 
(l)  Q{u^v)  =  0 

mit  realen  Coefficienten  und  vom  Range  p  mit  einander  verknüpft  sind 
und  die  die  Eigenschaft  haben,  dass  jede  Function  vom  Charakter  von 
(xiri)  rational  mit  realen  Coefficienten  durch  u^v  dargestellt  werden 
kann.  An  die  Stelle  von  ii,  v  können  irgend  zwei  andere  Functionen 
«j,  v^  vom  Charakter  G{ri)  treten,  die  mit  den  durch  die  Gleichung  (I) 
verknüpften  a,  v  durch  eine  eindeutig  umkehrbare  rationale  Trans- 
formation Tmit  realen  Coefficienten)  verbunden  sind. 
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Betrachtet  man  die  u,  v  als  reale  Variable  und  deutet  dieselben 
als  C artesische  Coordinaten  der  Punkte  einer  Ebene,  so  stellt  die 
Gleichung  (I)  eine  reale  Curve  C  dieser  Ebene  dar.  Da  (Ij  vom  Hange 
2)  ist,  so  ist  die  Curve  C  vom  Geschlechte  p  und  besteht  demnach  aus 
j)  getrennt  verlaufenden  Zügen.  Wir  können  uns  z.  B.  u,  v  so  ge- 
wählt denken,   dass   die   Curve  C  aus  2^  geschlossenen  Linien   besteht. 

Dann  zerfällt  das  algebraische  Gebilde  (u,  v),  welches  durch  die 
Gleichung  (I)  definirt  wird,  durch  die  Curve  C  in  zwei  conjugirte 
Hälften  B,  B'.  Durch  die  beiden  Functionen  ii,  v  von  >;  wird  die 
eine  dieser  Hälften,  etwa  B,  eindeutig  conform  auf  das  Gebiet  B.  der 
»/-Ebene  abgebildet. 

Die  Fortsetzung  der  nur  für  die  Stellen  von  B  des  algebraischen 
Gebildes  (I)  definirten  Function  )\  nach  den  Stellen  von  B'  hin  er- 
folgt nun  nach  dem  in  der  Nr.  270  (S.  43)  dargelegten  Riemann'- 
schen  Symmetrie-Principe. 

Denken  wir  uns  die  das  algebraische  Gebilde  (ii,  v)  darstellende, 
z.  B.  über  der  ?t -Ebene  ausgebreitete  Rie  mann 'sehe  Fläche  T  vom 
Zusammenhange  2jj  -f-  1,  so  entsprechen  den  Punkten  der  Realitäts- 
curve  C  gewisse  Strecken  der  realen  n-Axe  in  den  verschiedenen  Blät- 
tern von  T,  wir  wollen  diese  Strecken  als  die  Realitätslinien  von 
T  bezeichnen.  Den  Punkten  dieser  RealitätsHnien  entsprechen  dann 
die  Punkte  der  Begrenzung  von  B  in  der  ?/ -Ebene. 

Gehen  wir  von  einer  Stelle  {u,  v)  des  Gebietes  B  auf  einem  in 
der  Rie  mann 'sehen  Fläche  T  verlaufenden  Wege  nach  der  conjugirten 
Stelle  (ß,  v)  des  Gebietes  B' ,  so  müssen  wir  eine  der  Realitätslinien, 
etwa  ?,  in  einem  Punkte  überschreiten.  Wir  richten  den  Weg  so  ein, 
dass  dieser  Punkt  kein  singulärer  Punkt  sei,  d.  h.  dass  demselben 
keine  Ecke  des  Bereiches  B  der  ?j -Ebene  entspricht  und  dass  er  kein 
Verzweigungspunkt  von  T  sei.  Dann  entspricht  dem  l  ein  Theil  eines 
gewissen  Kreisbogens  s  der  )/ -Ebene,  der  einen  Theil  der  Begrenzung, 
oder  Avie  wir  sagen  wollen  eine  Seite  von  B  bildet.  Nach  dem  er- 
wähnten Riemann 'sehen  Principe  ist  dann  der  Stelle  (ü,  v)  derjenige 
Werth  von  rj  zuzuordnen,  der  aus  dem  der  Stelle  (u,  v)  entsprechenden 
Punkte  )]  von  B  durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  den  Kreisbogen  s 
hervorgeht. 

Sei  also  B'  das  Spiegelbild  von  B  in  Bezug  auf  s,  so  bilden  die 
beiden  Bereiche  B  und  B'  zusammengenommen  einen  von  Kreisbogen 
begrenzten  Bereich  B^,  der  die  eindeutig  conforme  Abbildung  der 
ganzen  durch  die  Realitätslinien  mit  Ausnahme  von  J  zerschnittenen 
Riemann 'sehen  Fläche  T  darstellt. 
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Vollziehen  wir  den  Uebergang  von  (ii,  v)  nach  {ü,  v),  indem  wir 
eine  von  l  verschiedene  Realitätslinie,  oder  l  selbst  aber  in  einem 
Punkte  überschreiten,  der  von  dem  früher  gewählten  Durchgangspunkte 
durch  einen  singulären  Punkt,  der  einer  Ecke  von  Ii  entspricht,  ge- 
trennt ist,  so  wird  dem  Punkte  (ü,  v)  jetzt  ein  r;-Werth  zuzuordnen 
sein,  der  aus  r]  durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  eine  von  s  verschiedene 
Seite  des  Bereiches  Ii  hervorgeht.  Der  so  erscheinende  Punkt  der 
ij -Ebene  geht  also  aus  dem  früher  gefundenen  durch  eine  linear  ge- 
brochene (projective)  Substitution  hervor. 

Wir  sehen  also,  dass  i]  eine  unendlich  vieldeutige  Function  des 
Ortes  auf  der  Riemann'schen  Fläche  T  ist,  und  dass  geschlossenen 
Wegen  von  (u,  v)  in  der  Fläche  T  gewisse  projective  Substitutionen 
entsprechen,  die  tj  beim  Durchlaufen  dieser  Wege  erfährt.  Diese  Sub- 
stitutionen bilden  offenbar  eine  Gruppe  O". 

Da  der  Ausdruck 

-©' 

wie  leicht  einzusehen  ist,  ebenfalls  eine  Function  vom  Charakter   G{ri) 
ist,  so  ist  dieser  Ausdruck  rational  durch  (u,  v)  darstellbar;  sei 


Dann  bildet  also 


^©^^'('S^) 


I/f/n  1  /du 

ein  Fundamentalsystem  der  linearen  Differentialgleichung 
(II)  ff  =  9'(«,^')!/, 

worin  (p{n,v)  eine  rationale  Function  der  durch  die  Gleichung  (I)  ver- 
knüpften Variabein  u,  v  mit  realen  Coefficienten  darstellt. 


322.     Die  Frage   der  eindeutigen  Umkehrbarkeit.     Die  Klein 'sehen 

und  die  allgemeinen  Fuchs 'sehen  Gruppen.    Bsispiel  symmetrischer 

Klein 'scher  Gruppen  vom  Geschlechte  Null. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  u,  v  ein- 
deutige Functionen  von  r]  sind,  d.  h.  wann  %■  eine  discontinuirliche 
Gruppe  ist. 

Die  projectiven  Fundamentalsubstitutionen  der  Gleichung  (II)  sind 
offenbar  nichts  anderes,  wie  diejenigen  projectiven  Substitutionen,  die 
zwei  Seiten  des  Bereiches  E^,  die  Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug 
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auf  s  sind,  in  einander  überführen.  Wir  werden  also  7?,,  als  den 
Fundame ntalbereich  der  Gruppe  Q'  ansehen  müssen.  Die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Discontinuität  von  0'  ist 
dann  die  folgende. 

Denken  wir  uns  aus  li  durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  seine 
sämmtlichen  Seiten  symmetrische  Bereiche  gebildet,  spiegeln  wir  diese 
Bereiche  weiter  über  ihre  freien  Seiten  und  fahren  so  fort,  so  bilden 
die  so  entstehenden  Bereiche  eine  Fläche  F,  die  einen  Theil  oder  auch 
die  ganze  ?j-Ebene  einfach  oder  mehrfach  überdeckt.  Je  zwei  dieser 
Bereiche  fügen  sich  zu  einem  Bereiche  zusammen,  der  aus  R^^  durch 
eine  Substitution  von  Q-  hervorgeht.  Die  Gruppe  d^  ist  also  dis- 
continuirlich,  wenn  die  Fläche  F  die  ?;-Ebene  an  keiner  Stelle 
mehrfach  überdeckt. 

Die  explicite  Aufstellung  der  Bedingungen,  denen  der  Bereich  R 
genügen  muss,  damit  eine  solche  einfache  Ueberdeckung  eintritt,  bietet 
im  Allgemeinen  nicht  unerhebliche  Schwierigkeiten  dar. 

Wenn  die  Kreisbogen,  die  die  Begrenzung  von  R  bilden,  einen 
allen  gemeinsamen  Orthogonalkreis  besitzen ,  so  sind  die  Sub- 
stitutionen von  &  Verschiebungen  in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis. 
In  diesem  Falle  sind  die  Discontinuitätsbedingiingeu  leicht  aufzustellen. 

Fassen  wir  diejenigen  Ecken  von  R^^,  die  einer  und  derselben 
Stelle  der  Rie  mann 'sehen  Fläche  T  entsprechen,  zu  einem  Cyklus  zu- 
sammen, so  ist  für  die  Discontinuität  der  Gruppe  d^  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  die  Summe  der  Winkel  bei 
jedem  solchen  Cyklus  ein  aliquoter  Theil  von  '27C  sei.  Der 
Beweis  ist  bis  auf  geringe  Modificationen  genau  derselbe,  wie  der  in 
der  Nr.  287  ( S.  108)  für  den  Fall  der  Dreiecksfunction  gelieferte. 

Nehmen  wir  dann  j)  =  0,  d.  h.  das  Kreisbogenpolygon  R  als  ein 
einfach  zusammenhängendes,  so  kommen  wir  auf  den  Fall  einer  sym- 
metrischen Fuchs'schen  Gnippe  von  der  in  der  Nr.  319  (S.  221)  er- 
örterten Art. 

Herr  Poincare  bezeichnet  allgemein  eine  discontinuirliche  Gruppe 
projectiver  Substitutionen,  die  Verschiebungen  in  Bezug  auf  einen 
Orthogonalkreis  sind,  als  eine  Fuchs'sche,  eine  discontinuirliche  Gruppe, 
deren  Substitutionen  keine  Verschiebungen  sind,  als  eine  Klein"sche 
Gruppe.  Die  von  uns  bisher  betrachteten  Fuchs'schen  Gruppen 
werden  als  solche  vom  Geschlechte  Null  zu  charakterisiren  sein, 
weil  sich  jede  zu  einer  solchen  Gruppe  gehörige  Fuchs'sche  Function 
rational  durch  eine  dieser  Functionen  darstellen  lässt,  oder,  was  das- 
selbe heisst,  weil  zwischen  je  zwei  derartigen  Functionen  eine  algebrai- 
sche Gleichung  vom  Range  (oder  Geschlechte)  Null  besteht. 
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Wenn  die  vorhin  erörterte  Abbildungsanfgabe  des  mehrfach 
Qj  -(-  1-fach )  zusammenhängenden  Kreisbogenpolygons  R  auf  den  Bereich 
B  der  Rie mann 'sehen  Fläche  T  zu  einer  discontinuirlichen  Gruppe -^ 
führt,  so  liefert  uns  diese  ein  Beispiel  einer  Fuchs'schen  oder  Klein'- 
schen  Gruppe  vom  Geschlechte  p,  u.  z.  einer  symmetrischen  Gruppe 
dieses  Geschlechtes. 

Wir  wollen  nun  noch  einige  specielle  Fälle  des  Kreisbogen polygous 
B  kurz  behandeln,  in  welchen  die  Discontinuität  der  entsprechenden 
projectiven  Gruppe  unmittelbar  evident  ist.  Für  die  allgemeine  Theorie 
der  Fuchs'schen  und  Kl  ein 'sehen  Gruppen,  sowie  der  zu  solchen 
Gmppen  gehörigen  eindeutigen  Functionen  müssen  wir  auf  die  Arbeiten 
von  Herrn  Poincare  in  den  Acta  Mathematica  verweisen. 

Sei  der  Bereich  R  begrenzt  von  (ö  4-  1)  Kreisbofjcen  6\,  5. ,  s,,-  •  -s  , 
die  so  beschaffen  sind,  dass  s^,  s^,^  für  x  =  0,  1,  •  •  •  0  einander  im 
Punkte  A.  ,  ,  von  aussen  berühren;  dabei  ist  s  ,  ,  =  S'  zu  nehmen.  Es 
ist   dann  ^^  =  0 ,  die  Gleichung  (I)  kann  in  der  Form 

V  ==  const. 
geschrieben  werden,  und  die  sämmtlichen  zum  Bereiche  R  gehörigen 
Functionen  vom  Charakter  G{r])  sind  rational  durch  11  darstellbar. 
Diese  Function  u  vermittelt  die  Abbildung  von  R  auf  eine  der  beiden 
Halbebenen,  in  welche  die  z(-Ebene  durch  die  reale  ii-Axe,  die  jetzt 
als  Realitätslinie  fungirt,  getheilt  wird.  Sei  R'  das  Spiegelbild  von  R 
in  Bezug  auf  den  Kreis  s^j,  so  bilden  R  und  R'  zusammengenommen 
einen  Bereich  R^^ ,  der  von  2  6  Kreisbogen  begrenzt  wird.  Alle  Winkel 
von  R^^  sind  gleich  Null  und  die  Substitutionen  S.  ,  welche  die  Seiten 
s  in  ihre  Spiegelbilder  s_^'  in  Bezug  auf  s^  überführen,  bilden  mit  ihren 
inversen  die  Basis  einer  Gruppe  -9"  projectiver  Substitutionen.  Die  (ß  -f-  1) 
Substitutionen 

y.  y+1 

sind  parabolisch  und  können  ebenfalls  als  eine  Basis  von  &•  angesehen 
werden. 

Die  Discontinuität  der  Gruppe  d'  ist  evident.  Denn  das  Spiegel- 
bild von  R  in  Bezug  auf  irgend  eine  seiner  Seiten  .S'.  liegt  ganz  inner- 
halb des  Kreises,  dem  s,  angehört,  kann  also  mit  R  keinen  Theil  ge- 
mein haben;  ähnlich  schliesst  man  für  die  durch  fortgesetzte  Spiege- 
lung entstehenden  Bereiche,  dass  sie  einander  nicht  überdecken  können 
(vergl.  Nr.  272,  S.  50  und  Nr.  304,  S.  173j. 

Also  ist  -O-  eine  symmetrische  Klein'sche  Gruppe  vom  Geschlechte 
Null;  die  Function  u,  die  bei  den  Substitutionen  dieser  Gruppe  un- 
geündert  bleibt,   ist   eindeutig   in   >/  und   nimmt  innerhalb  des  Fun  da- 
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mentalbe reiches  R^  von  9-  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  an.  Auf 
der  Begrenzung  von  R^  ebensowohl  wie  auf  der  Diagonale  .s^^  ist  u 
real.  Jede  Function  von  tj  ,  die  sich  innerhalb  R^^  wie  eine  rationale 
Function  verhält  und  bei  den  Substitutionen  von  •9-  ungeändert  bleibt, 
ist  rational  durch  u  darstellbar,  und  r,  ist  der  Integi-alquotient  einer 
Differentialgleichung 

(IIa)  y  =  (p(u)y, 

du 

wo  9>(m)  eine  rationale  Function  bedeutet.  Die  singulären  Punkte 
dieser  Differentialgleichung  sind  die  Werthe  u^,  a., ,  ■  ■  •  '^f,,  ,  j,  die  u  in 
den  Ecken  k^,  k^,  ■  ■•  k^,^  von  R  annimmt;  die  Differentialgleichung (II a) 
gehört  zur  Fuchs 'sehen  Classe,  und  die  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen, die  zu  den  Punkten  «^  gehören,  haben  je  eine  doppelte 
Wurzel. 

Man  nennt  nach  Herrn  Poincare  a  und  jede  rationale  Function 
von  u  eine  Klein'sche  Function  von  ?j. 

Wenn  die  Kreisbogen  s^^ ,  s^ ,  .s., ,  •  •  •  .s-^^  einen  Orthogonalkreis  0 
besitzen,  so  haben  wir  den  Fall  einer  Fuchs 'sehen  Gruppe  von  der 
von  uns  betrachteten  Art,  u.  z.  ist  die  Gruppe  eine  symmetrische  und 
die  Zahlen  g^,  (/_,,  •  •  •  ^,^  ,  ^  sind  insgesammt  unendlich.  Wenn  dann 
R  innerhalb  des  Orthogonalkreises  0  gelegen  ist,  so  existirt  die  Func- 
tion a  nur  im  Innern  von  0,  und  0  ist,  wie  wir  wissen,  überall  dicht 
besetzt  von  den  Doppelpunkten  der  parabolischen  und  hyperbolischen 
Substitutionen  der  GrupjDC  -O^. 

Besitzen    die    Kreisbogen   .s^,,  s^,  .v^,  •  •  •  a^^  keinen  Orthogonal- 
kreis, so   ist  gleichwohl  der  Existenzbereich   der  Function  u  ein  be- 
schränkter.    Die  Grenze  dieses  Existenzbereiches  wird  gebildet  von  der 
Gesammtheit  der  Doppelpunkte  der  parabolischen,  hyperbolischen  und 
loxodromischen  Substitutionen  der  Klein'schen  Gruppe  d:    Fügen  wir 
der   von   diesen  Doppelpunkten   gebildeten  Punktmenge   ihre   erste  Ab- 
leitung hinzu,  so  erhalten  wir  eine  perfecte  Punktmenge  Sl.    Wäh- 
rend aber  im  Falle   der   Existenz   eines  Orthogonalkreises  0   die  per- 
fecte Punktmenge  il  mit  der  Perij)herie  von  0  identisch  ist,  bildet  Sl, 
wenn    die    Gruppe    keine    Fuchs'sche    ist,    eine    nicht    analytische 
Linie.     Dieser    merkwürdige    Umstand    ist    zuerst    von   Herrn    Klein  ,*! 
bemerkt  worden.    Wie  Herr  Poincare  gezeigt  hat,  besitzt  diese  Linie  \l 
a  in  jedem  Punkte,  der  eine  Ecke  eines  der  aus  R  durch  Spiegelungen  ,  • 
hervorgehenden  Kreisbogeupolygone   ist,   eine  bestimmte  Tangente,   sie 
besitzt  aber  an  keiner  Stelle  einen  Krümmunffskreis. 
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323.    Beispiel  einer  Klein'sehen  Gruppe  von  beliebigem  Geschlechte. 
Kl  ein 'sehe  Functionen. 

Betrachten  wir  als  zweites  Beispiel  einen  Bereich  II ,  der  von 
(e  -\-  1)  sich  gegenseitig  ausschliessenden  Vollkreisen  begrenzt  wird* 
seien  diese  Kreise 

Der  Bereich  R  ist  dann  vom  Zusammenhange  6  -\-  1  und  er  besitzt 
keine  Ecke.  Spiegeln  wir  denselben  z.B.  in  Bezug  auf  den  Kreis  5^^, 
so  bildet  das  Spiegelbild  jR'  mit  B,  zusammengenommen  einen  von 
26  Kreisen,  nämlich  den  s^,  .s^,  •  •  •  s^^  und  ihren  Spiegelbildern  in  Bezug 
auf  s'y 

begrenzten  Bereich  R^ .  Die  Substitutionen  5  ,  welche  s^  in  s  '  ver- 
wandeln, sind  hyperbolische  oder  loxodromische,  dieselben  bilden 
mit  ihren  inversen  die  Basis  einer  projectiven  Gruppe  d: 

Die  Discontinuität  dieser  Gruppe  ergiebt  sich  ebenso  wie  in  dem 
vorhin  betrachteten  Beispiele  aus  der  einfachen  Bemerkung,  dass  z.  B. 
das  Spiegelbild  von  R  in  Bezug  auf  eine  Seite  s_  dieses  Bereiches 
ganz  im  Innern  des  Kreises  s^  gelegen  sein  muss,  also  den  Bereich  R 
an  keiner  Stelle  überdecken  kann.  Demnach  ist  -ö-  im  Allgemeinen  eine 
Klein 'sehe  Gruppe,  sie  wird  insbesondere  zu  einer  Fuchs 'sehen,  wenn 
die  Kreise  s^ ,  s^,  ^o  ?  ■  •  •  -^a  ^i^^n  Orthogonalkreis  0  besitzen. 

Die  Gleichung  (I),  welche  die  beiden  zu  diesem  Bereiche  R  ge- 
hörigen Functionen  n,  v  mit  einander  verknüpft,  ist  vom  Range  <?. 
Ihre  Riemann'sche  Fläche  T  wird  durch  die  Realitätslinien,  die  den 
Kreisen 

entsprechen,  in  eine  (26  ■ —  l)-fach  zusammenhängende  zerschnitten. 
Diese  ist  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  {26  —  l)-fach  zusammen- 
hängenden Bereiches  R^.  Da  die  Gruppe  0-  eine  discontinuirliche  ist, 
so  sind  die  «,  v  eindeutige  Functionen  von  tj  ,  und  jede  eindeutige 
Function  von  7j,  die  sich  innerhalb  R^  wie  eine  rationale  Function 
verhält  und  bei  den  Substitutionen  von  -9-  ungeändert  bleibt,  ist  eine 
rationale  Function  der  durch  die  Gleichung  (Ij  verknüpften  Grössen  ii,  v. 
Denken  wir  uns  den  Bereich  R^  aus  der  )j- Ebene  ausgeschnitten 
und  durch  Deformation  und  Biegung  so  umgestaltet,  dass  die  corre- 
spondirenden  Punkte  der  Seiten 

S    ,    S  '  (x=l,2,--a) 


240  XV.    Theorie  der  Fuchs'schen  Functionen.    Kapitel  4. 

aufeinanderfallen,  so  stellt  derselbe  eine  geschlossene  Fläche  T  dar,  die 
die  eindeutig  conforme  Abbildung  der  unzerschnittenen  R iem an n 'sehen 
Fläche  T  ist. 

Die  so  definirte  Klein 'sehe  Gruppe  ist  eine  symmetrische,  die 
Gleichung  (I),  die  zwischen  u,  v  besteht,  hat  dem  entsprechend  reale 
Coefficienten. 

Wir  können  aber  leicht  eine  analog  beschaffene  nicht  symme- 
trische Kl  ein 'sehe  Gruppe  definiren. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  der  ?;- Ebene  2(5  beliebige  Kreise 

die  sich  gegenseitig  ausschliessen  und  weder  schneiden  noch  berühren. 
Bezeichnen  Avir  das  durch  diese  Kreise  begrenzte  Gebiet  der  r^- Ebene 
durch  Rq,  so  gehen  die  Seiten 

S    ,    S  '  (z  =  l,2,     ■«) 

dieses  Bereiches  durch  hyperbolische  oder  loxodromische  Substitutionen 
B    aus   einander  hervor,   und  diese  Substitutionen  >S'    bilden  mit  ihren 

y.  '  y 

inversen  die  Basis  einer  projectiven  Gruppe  %. 

Genau  so  wie  im  symmetrischen  Falle  schliessen  wir,  dass  diese 
Gruppe  eine  discontinuirliche  sein  müsse.  In  der  That,  construireu  wir 
z.  B.  die  Abbildunof  von  7t„  durch  die  Function 


.S' 


'/? 


so  erhalten  wir  einen  Bereich  i?^,  der  ganz  innerhalb  des  Kreises  s'^ 
gelegen  ist,  also  li^  nicht  überdecken  kann;  u.  s.  w.  Mau  kann  leicht 
einsehen,  dass  die  aus  R^  durch  Anwendung  der  Substitutionen  von  % 
hervorgehenden  Bereiche  die  ganze  ?y-Ebene,  mit  Ausnahme  gewisser 
perfecter  Punktmengen,  die  aber  kein  zweidimensionales  Gebiet  erfüllen, 
einfach  und  lückenlos  bedecken. 

Man  kann  nun  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  nach  dem  Ver- 
fahren von  Herrn  Klein  in  der  Nr.  214  (Bd.  II,  1,  S.  332 ff.)  für  den 
daselbst  betrachteten  einfach  zusammenhängenden  Bereich  getban  haben, 
die  Existenz  von  Functionen  nachweisen,  die  sich  innerhalb  Fi^  wie 
rationale  Functionen  verhalten  und  in  con-espondirenden  Punkten  der 
Seiten 

S    ,    s'  (z  =  l,2,-tf) 

y.'      y. 

dieselben  Werthe  annehmen.  Man  kann  die  Existenz  solcher  Func- 
tionen aber  auch  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Poincare  dadurch 
erweisen,  dass  mau  mittelst  der  Substitutionen 

1  =  /S^j ,  Ä^ ,  5*2 ,  •  •  •  ■         ad  infinitum 
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der  Gruppe  d-,  Thetareihen 

00  m 

bildet,  wo  H  eine  beliebige  rationale  Function,  m  eine  ganze  Zahl 
grösser  als  Eins  bedeutet.  Die  Convergenz  dieser  Thetareihen,  die 
Herr  Poincare  als  Klein'sche  Thetareihen  bezeichnet,  kann  nach 
dem  beim  ersten  Convergenzbeweise  für  die  Fuchs'schen  Thetareihen 
(Nr.  30C,  S.  177)  angewandten  Verfahren  erwiesen  werden.  Dieselben 
haben  die  Eigenschaft,  dass  wenn 

e  ""y-n  +  ßy. 

eine  beliebige  Substitution  der  Gruppe  %■  bedeutet, 

ist;  mau  erhält  also  durch  Quotientenbildung  aus  solchen  Klein 'sehen 
Thetafunctionen  Ausdrücke,  die  innerhalb  B^  den  Charakter  von  ratio- 
nalen Functionen  besitzen  und  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  # 
ungeändert  bleiben.  Herr  Poincare  bezeichnet  diese  Functionen  als 
Klein'sche  (vgl.  Nr.  322,  S.  238). 

Denken  wir  uns  den  Bereich  J2^  durch  Dehnung  und. Biegung 
wiederum  so  umgeformt,  dass  correspondirende  Punkte  der  Seiten 

S    ,    S'  (x  =  l,2,  ■••  a) 

y.'y. 

aufeinanderfallen,  so  sind  die  zur  Gruppe  Q-  gehörigen  Klein 'sehen 
Functionen  eindeutige  Functionen  des  Ortes  auf  der  so  entstehenden 
geschlossenen  Fläche  T,  die  in  jedem  Punkte  dieser  Fläche  den  Charak- 
ter von  rationalen  Functionen  besitzen. 

Da  die  Fläche  T  eine  {26  -\-  Ij-fach  zusammenhängende  ist,  so 
folgt  hieraus  nach  einem  von  Riemann  in  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Functionen  angewandten  Schlussverfahren,  dass  sich  jede  zur 
Gruppe  %•  gehörige  Klein'sche  Function  durch  zwei  solche  Functionen 
u,  V,  zwischen  denen  eine  algebraische  Gleichung  vom  Range  6 

(la)  f{u,  v)  =  0 

besteht,  rational  darstellen  lässt.  Die  zu  der  Gleichung  (la)  gehörige, 
z.  B.  über  der  «Ebene  auszubreitende  Riemann'sche  Fläche  ist  die 
eindeutig  conforme  Abbildung  der  geschlossenen  Fläche  T. 

Wir  haben  also  in  diesem  Falle  die  beiden  durch  die 
Gleichung  (la)  vom  Range  6  verknüpften  Variabein  als  ein- 
deutige Klein'sche  Functionen   des  Parameters  r]  dargestellt. 

Sohlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  2.  16 
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II 

324.    Darstellung  der  durch  eine  algebraisch.e  Gleichung  verknüpften 
Variabein  als  eindeutiger  Functionen  eines  Parameters. 

Der  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  erwähnte  Parameter  i]  er- 
scheint als  Integralquotient  einer  linearen  Differentialgleichung 

(üb)  ±l  =  (p(u,v)y, 

du 

wo  q)(n,v)  eine  rationale  Function  der  durch  die  Gleichung  (la)  ver- 
knüpften Variabein  u,  v  darstellt.  Die  projective  Monodromiegruppe 
dieser  Differentialgleichung  ist  d;  und  da  der  Fundamentalbereich  R^ 
keine  Ecken  hat,  sind  die  einzigen  singulären  Punkte  dieser  Differential- 
gleichung die  Verzweigungspunkte  der  algebraischen  Function  v  von  u. 
Das  Verhalten  der  Integrale  von  (IIb)  in  der  Umgebung  dieser  Punkte 
lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  übersehen. 

Die  Functionen  u,  v  sind  nicht  eindeutig  bestimmt;  man  kann 
vielmehr  an  Stelle  derselben  zwei  rationale  Functionen 

betrachten,  die  so  beschaffen  sind,  dass  sich  u,  v  mit  Berücksichtigung 
der  Gleichung  (la)  auch  wieder  als  rationale  Functionen 

von  u  ,  r    ergeben.     Die  u^,  v^  genügen  also  dann  einer  Gleichung 

(ib)  /;k,^\)  =  o, 

die  mit  (la)  in  der  Bezeichnung  von  Riemann  (vgl.  Nr.  163,  Bd.  II,  1, 
S.  110)  zu  derselben  Classe  gehört. 

Wir  können  also  nicht  nur  u,  v,  sondern  irgend  zwei 
Variable  u^,  v^,  die  durch  eine  mit  (la)  zur  selben  Classe 
gehörige  Gleichung  (Ib)  mit  einander  verknüpft  sind,  als 
eindeutige,  zur  Gruppe  d-  gehörige  Klein'sche  Functionen  der 
Variabein  i]  darstellen. 

Wenn  ö  =  1  ist,  d.  h.  wenn  B^  von  zwei  Ki-eisen  begrenzt  wird, 
so  besteht  die  Gruppe  -ö-  aus  den  Potenzen  einer  einzigen  hyperbolischen 
oder  loxodromischen  Substitution,  die  wir  in  der  Normalform  als 

St]  —  II         n  —  t^ 
schreiben  wollen.     Bilden  wir  uns   dann   eine   eindeutige   doppeltperio- 
dische Function  p(^)  mit  den  Perioden 

2;r?,  log  K, 
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die  innerhalb  des  Periodenparallelogramms  jeden  Werth  nur  zweimal 
annimmt,  so  liefert  die  Function 

und  die  Ableitung  derselben  nach  ^ 

das  durch  eine  Gleichung  vom  Range  Eins 

(III)  ^(^,^^0  =  0 

verknüpfte  Functionenpaar  u,  v,  durch  welches  eine  jede  zu  dieser 
Klein 'sehen  Gruppe  -ö-  gehörige  Klein'sche  Function  rational  dar- 
gestellt werden  kann. 

Diese  Gruppe  ist  nichts  anderes  wie  die  projective 
Monodromiegruppe  des  in  der  Nr.  197  (Bd.  II,  1,  S.  256)  behan- 
delten Fuchs'schen  Beispiels. 

Bilden  wir  den  zu  dem  Periodenquotienten 

(IV)  'f^ 

gehörigen  Modul  x-  des  entsprechenden  elliptischen  Integrals,  so  ist 
dieser  Modul  eine  Invariante  der  durch  die  Gleichung  (III)  bestimm- 
ten Classe  von  algebraischen  Gleichungen  oder  Functionen. 

Ist  umgekehrt  ein  beliebiger  Modul  x^  vorgelegt,  so  können  wir 
den  entsprechenden  Periodenquotienten  finden  und  denselben  in  die 
Form  (IV)  setzen.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die  Substitution  St] 
(natürlich  abgesehen  von  einer  noch  willkürlich  zu  wählenden  projec- 
tiven  Substitution,  durch  welche  Si]  transformirt  werden  kann  und 
durch  deren  Festlegung  die  Doppelpunkte  von  Srj  fixirt  werden)  und 
somit  für  eine  beliebige  Classe  von  algebraischen  Gleichungen  vom 
Range  Eins  die  Variable  rj,  mit  Hülfe  deren  die  durch  eine  solche 
Gleichung  verknüpften  Variabein,  als  eindeutige  Klein'sche  Functionen 
dargestellt  werden  können. 

Wenn  x^  real  ist,  so  können  wir  K  real  nehmen,  dann  ist  die 
Substitution  Si]  eine  hyperbolische,  und  die  Gruppe  d-  wird  zu  einer 
Fuchs'schen. 

Wenn  <5  >  1  ist,  so  wird,  wie  Riemann  gezeigt  hat,  eine  Classe 
von  algebraischen  Gleichungen  vom  Range  6  durch  36  —  3  constante 
Grössen  bestimmt.  Man  nennt  dieselben  die  Classenmoduln,  und 
diese  spielen  für  (5  >  1  die  analoge  Rolle  wie  das  x^  für  6  =  1. 

Wenn  wir  von  einem  durch  die  26  Kreise  s^,  s^'  begrenzten  Be- 
reiche  jKq    ausgehen ,    so    sind    die    36  —  3    Classenmoduln    derjenigen 

16* 
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Classe  von  algebraischen  Gleichungen,  die  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  durch  dieselben  verknüpften  Variabein  als  eindeutige  Functionen 
von  1]  erscheinen,  vollkommen  bestimmt. 

Nun  hängt  die  aus  den  6  Substitutionen  S  i]  und  deren  inversen 
gebildete  Klein'sche  Gi-uppe  "9-  von  3ö,  und  wenn  wir  von  einer  will- 
kürlichen transformirenden  projectiven  Substitution  absehen,  von 

o6  —  o 

Parametern  ab.  Die  Anzahl  der  Parameter  der  Gruppe  d-  stimmt  also 
genau  überein  mit  der  Anzahl  der  Classenmoduln  der  zugehörigen 
Classe  von  algebraischen  Gleichungen. 

Es  liegt  also  die  Frage  nahe,  ob  man  nicht  auch  allgemein,  wenn 
0  >  1  ist,  die  Classenmoduln  willkürlich  vorschreiben  und  dann  die 
36  —  3  Parameter  einer  Klein 'sehen  Gruppe  -9^  von  der  jetzt  betrach- 
teten Art  finden  kann,  die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  zwei  Variable, 
die  durch  eine  Gleichung  der  durch  die  gegebenen  Moduln  bestimmten 
Classe  verknüpft  sind,  als  eindeutige  zu  Q^  gehörige  Klein'sche  Func- 
tionen darstellen  lassen. 

Diese  Frage  lässt  sich  nach  Herrn  Poincare  im  bejahenden  Sinne 
beantworten  und  dadurch  der  fundamentale  Satz  beweisen,  dass  zwei 
durch  irgend  eine  algebraische  Gleichung  verknüpfte  Va- 
riable als  eindeutige  Klein'sche  Functionen  eines  Para- 
meters dargestellt  werden  können. 

Wenn  die  Kreise 

S    ,    S'  (z  =  l,2,--a) 

einen  Orthogonalkreis  besitzen,  so  sind  die  Substitutionen  S_  hyper- 
bolische und  die  Gruppe  d-  eine  Fuchs 'sehe.  In  diesem  Falle  kann 
man  zeigen,  dass  die  'da  —  3  Classenmoduln  der  entsprechenden  Classe 
von  algebraischen  Gleichungen  reale  Grössen  sind.  Für  Gleichungen 
mit  realen  Classenmoduln  würde  also  eine  Darstellung  der  durch  eine 
solche  Gleichung  verknüpften  Variabein  durch  Fuchs 'sehe  Functionen 
möglich  sein. 

Herr  Poincare  hat  aber  gezeigt,  dass  sich  auch  für  die  durch 
eine  beliebige  algebraische  Gleichung  (mit  complexen  Classenmoduln) 
verknüpften  Variabein  eine  Darstellung  als  Fuchs 'sehe  Functionen 
eines  Parameters  angeben  lässt;  wir  werden  eine  solche  Darstellung 
noch  später  kennen  lernen. 


Sechzehnter  Abschnitt. 
Das  Poincare'sche  Priiicip  und  seine  Anwendungen. 

Erstes  Kapitel. 

325.     Formulirung  eines  neuen  Problems.     Bedeutung  desselben. 
Das  Poincaresehe  Princip  in  allgemeiner  Fassung. 

Zum  Beweise  des  Theorems,  welches  wir  oben  (Nr.  324,  S.  244) 
erwähnt  hatten,  kann  man  sich  einer  Methode  bedienen,  die  Herr 
Poincare  erdacht  und  als  Methode  de  contiuuite  bezeichnet  hat. 
Wir  werden  weiter  unten  (Nr.  328)  diese  Methode  an  einem  einfachen 
Beispiele  auseinandersetzen,  in  Bezug  auf  die  allgemeine  Fassung  der- 
selben müssen  wir  uns  damit  begnügen,  auf  die  Arbeit  von  Herrn 
Poincare  im  vierten  Bande  der  Acta  Mathematica  hinzuweisen. 

Es  möge  jetzt  ein  etwas  anderes  Problem  formulirt  werden,  wel- 
ches Herr  Poincare  durch  eben  diese  Methode  gelöst  hat.  Wir  be- 
schränken uns  dabei  auf  die  besondere  Art  von  Fuchs 'sehen  Func- 
tionen, die  wir  in  den  drei  ersten  Kapiteln  des  vorigen  Abschnittes  be- 
handelt haben. 

Wir  waren  ausgehend  von  dem  Fundamentalbereiche  jB,,  ,  der  in 
den  aus  den  Ecken  gebildeten  Cykeln 

^U     (^-2}    K)y     ^h>    ^3)}    '  '  '    i^nf    ^a)}     ^a+1 

beziehungsweise  die  Winkelsummen 


9i'  92'  9z'  9a'  9a+l 

aufweist,  zu  einer  Fuchs 'sehen  Gruppe  #  und  den  zugehörigen  Fuchs'- 
schen  Functionen  gelangt,  die  sich  insgesammt  durch 

rational    darstellen    lassen.      Dabei    war    tj    der   Integralquotient    einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
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72, 


(1)  ^  =  ^(^)2/, 

^  '  dz 

wo   die   rationale  Function  q_{z) ,  die   in  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  343, 
Gl.  [29  b])  angegebene  Form 

(2)     ff(.)  =  -,,-' { -  \{\-^\  E^_,iz) 

_  V  («A  -  «i) (";■  -  f'g)  i  A  _  i_\  ] 

X  =  l  ^  ~  ^2.  \  9)/] 

besitzt,  wenn  wir  z  so  einrichten,  dass 

a    ,  ,  =  fix    ,  ,)  =  oo 

ff 4-1  '    ^    a-f-l'' 

ist;  dabei  bedeutet  E^_^(z)  eine  ganze  Function  ((?  —  2)*®°  Grades,  in 
welcher  der  Coefficient  von  z"~''  den  Werth  Eins  besitzt. 

Wenn  wir  noch  a^  =  0 ,  a.^=  1  wählen,  so  sind  in  der  rationalen 
Function  q  (z)  noch  die  6  —  2  Grössen 

«3 ,  a^,  •  •  •  a^ 

und  die  6  —  2  Coefficienten  von  E^^_^{z)  enthalten,  die,  wenn  wir 
uns  die  Zahlen 

fest  denken,  d.h.  wenn  wir  einen  Typus  holoedrisch  isomorpher  Fuchs'- 
scher  Gruppen  betrachten,  durch  Angabe  der  Gruppe  -9-  vollkommen 
bestimmt  sind. 

Innerhalb  eines  Typus  holoedrisch  isomorpher  Gruppen,  der  durch 
Angabe  eines  bestimmten  Systems  der  ganzen  Zahlen  (3)  charakterisirt 
ist,  hängt  eine  einzelne  Gruppe  (vergl.  Nr.  308,  S.  189)  noch  von  2<?  —  4 
realen  Parametern  ab.  Durch  Angabe  dieser  2  (?  —  4  realen  Grössen, 
die  nur  noch  gewissen  Ungleichheitsbedingungen  zu  genügen  haben, 
damit  die  Gruppe  eine  Fuchs'sche  sei,  sind  also  die  2(J  —  4  in  q{z) 
auftretenden  complexen  Grössen  vollkommen  bestimmt. 

Diese  26  —  4  complexen  Grössen  sind  4<?  —  8  realen  Grössen 
aequivalent,  so  dass  also  q  (ß)  genau  2  <?  —  4  reale  Parameter  mehr  ent- 
hält, wie  die  Fuchs'sche  Gruppe  %•. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  zwischen  den  4ö  —  8  realen  Para- 
metern, die  in  q(z)  bei  Fixirung  der  Grössen  (3)  noch  enthalten  sind, 
genau  2(?  —  4  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  in  der 
Differentialgleichung  (1)  z  eine  Fuchs'sche  Function  des  Integralquo- 
tienten  ri  sein  soll. 
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Hat  man  also  die  Aufgabe,  q{z)  so  zu  bestimmen,  dass  für  (1)  die 
letztere  Bedingung  (immer  bei  bestimmter  Wabl  der  Zahlen  (3))  er- 
füllt ist,  so  darf  man  nur  über  2(>  —  4  der  in  q{z)  enthaltenen  realen 
Parameter  disponiren. 

Man  kann  also  z.  B.  die  6  —  2  singulären  Stellen 

%y  «.!>  •••  ^*a 
vorschreiben  und  fragen: 

Lassen  sich  die  gedachten  2<?  —  4  Bedingungsgleichungen  stets 
befriedigen,  wenn  in  q{z),  nebst  den  Grössen  (3),  noch  die  singulären 
Punkte  ci^,  a^,  •  •  •  a^  willkürlich  vorgeschrieben  werden;  oder  mit 
anderen  Worten  (vergl.  Nr.  216,  Bd.  II,  1,  S.  346): 

Kann  man  die  Coeffieienten  der  ganzen  Function  E^_^{z) 
stets  so  bestimmen,  dass  bei  fester  Wahl  der  Grössen  (3)  und 
für  willkürlich  gegebene  singulare  Punkte  «g,«^,---»^  in 
der  Differentialgleichung  (1)  die  unabhängige  Variable  eine 
eindeutige   Fuchs'sche  Function    des  Integralquotienten  sei? 

Um  die  grosse  Bedeutung,  welche  die  Beantwortung  dieser  Frage 
besitzt,  hervortreten  zu  lassen,  knüpfen  wir  an  das  in  der  Nr.  303 
(S.  162)  für  den  besonderen  Fall  einer  Function  mit  drei  singulären 
Punkten  dargelegte  Poincare'sche  Princip  an. 

Sei  durch  eine  bestimmte  Fuchs'sche  Gruppe  ^  des  durch  die 
Zahlen  (3)  charakterisirteu  Typus  eine  Differentialgleichung  (1)  ge- 
wonnen, in  welcher  also  die  «g ,  a^,  •  •  •  a^  bestimmte  Werthe  besitzen. 

Betrachten  wir  eine  Function 

die  keine  anderen  Stellen  der  ^-Ebene  als 

0,  \,  a„,  a, ,  •  •  '  a  ,  a   ,  , 

ZU  Verzweigungspunkten  hat,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  jeder 
Zweig  von  Y,  wenn  g^  eine  endliche  ganze  Zahl  ist,  nach  ^^- maliger 
Umkreisung  des  singulären  Punktes  «^  zu  seinem  Ausgangswerthe 
zurückkehrt,  während  sie,  wenn  g,^  unendlich  gross  ist,  in  der  Um- 
gebung von  2  =  «^  auch  unendlich  vieldeutig  sein  kann. 
Setzen  wir  dann 

3  =  f{ri), 

wo  ri  den  Integralquotienten  der  Differentialgleichung  (1)  bedeutet,  so 
ist  die  Function 

Y^F{f\ri))=g{,i) 

von  }]  offenbar  nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  7^-Ebene  definirt. 
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In  der  Umgebung  einer  Stelle  7],  die  keine  Ecke  eines  der  Bereiche 
B    ist,  die  aus  R^  durch  die  Substitutionen 

V  '  0 

,S'  (v  =  0,  1,2, ) 

V 

der  Gruppe  d-  hervorgehen,  verhält  sich  die  Function  ^  (rj)  offenbar 
eindeutig,  sie  verhält  sich  aber  auch  eindeutig  in  der  Umgebung  einer 
im  Innern  des  Einheitskreises  gelegenen  Ecke  eines  Bereiches  R  . 
Denn  wenn  diese  Ecke  z.  B.  mit  der  Ecke  A.  von  R^^  correspondirt,  so 
entspricht  einem  einfachen  Umlaufe  von  y]  um  A.  eine  g_  -malige  Um- 
kreisung des  Punktes  a    durch  die  Variable  z. 

Also  ist  g (i])  eine  unverzweigte  und  folglich,  da  das  Innere 
des  Einheitskreises  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist,  eine 
schlechthin  eindeutige  Function  von  ?^. 

Die  functionale  Beziehung  zwischen  Y  und  2  lässt  sich  also  in 
der  Form 

^  =  f{v),      Y=gir^) 

darstellen,  wo  f\rj),  öiyi)  eindeutige  Functionen  von  t]  sind,  und  wir 
erhalten  die  säramtlichen  Zweige  der  Function  Y  von  z ,  wenn  wir  in 
giji)  an  die  Stelle  von  i]  die  Werthe  S^ri  setzen  und  >S*,  der  Reihe 
nach  die  Substitutionen  der  Gruppe  %■  durchlaufen  lassen.  Dies  ist 
das  Poincare'sche  Princip  in  seiner  allgemeinen  Fassung. 
Sei  nun 

Y=F{z) 

eine  willkürlich  gegebene  Function,  die  nur  eine  endliche  Anzahl  (?  -f-  1 
von  Verzweigungspunkten  besitzt  und  die  eindeutig  ist,  wenn  wir  uns 
die  ^-Ebene  durch  einen  diese  <?  -f-  1  Punkte  untereinander  verbinden- 
den Schnitt  zerschnitten  denken.  Dami  kömieu  wir  zunächst  ohne  Be- 
schränkimg der  Allgemeinheit  annehmen,  dass  drei  der  Verzweigungs- 
punkte an  den  Stellen 

oo 
Verzweigungspunkte 

Wenn  jeder  Zweig  der  Function  Y  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  Umkreisungen  des  Punktes  a_  zu  seinem  Ausgangswerthe  zurück- 
kommt, so  sei  ^^  gleich  dieser  Anzahl;  wenn  die  Function  Y  in  der 
Umgebung  von  a_   unendlich  vieldeutig  ist,  so  nehmen  wir  g_=  oo . 

Bilden  wir  mit  Hülfe   dieser  Werthe  «, ,  a,,  •  •  ■  a     und   der    zu- 

3  "       4  '  a 

gehörigen  Zahlen 

^i;  927  ■  ■'  9o>  9a+i 


a^  =  0, 

«2=1^         %+!  = 

der   ^ -Ebene    gelegen    sind. 

die    übrigen    (j  —  2 

seien 
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die  durch  die  Gleichung  (2)  definirte  Function  q{z) ,  und  betrachten 
dann  die  Düferentialgleichung  (1),  worin  q_{z)  die  eben  erklärte  Be- 
deutung hat. 

Wenn  es  dann  möglich  ist,  über  die  in  q  {£)  noch  unbestimmt 
gebliebenen  Coefficienteu  von  E^_^{z)  so  zu  disponiren,  dass  z  eine 
eindeutige  Function  des  Integralquotienten  ?;  wird,  für  welche  der 
Bereich,  wo  sich  diese  Function  wie  eine  rationale  Function  verhält, 
ein  einfach  zusammenhängender  ist,  so  folgt  aus  dem  Poincare'schen 
Principe,  dass  auch  Y  eine  eindeutige  Function  von  iq  sein  muss,  so 
dass  also  die  functionale  Beziehung,  die  zwischen  Y  und  s  besteht, 
dadurch  dargestellt  werden  könnte,  dass  wir  z  und  Y  als  eindeutige 
Functionen  des  Parameters  n]  ausdrücken. 

Y  kann  als  Function  von  z,  z.  B.  als  die  Lösung  einer  beliebigen 
linearen  Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coefficienteu  definirt 
sein,  dann  sind  ofi'eubar  die  für  die  Function  F{z)  aufgestellten  Be- 
dingungen erfüllt. 


326.     Normale  DiflFerentialgleichungen.     Fuchs 'sehe  Differential- 
gleichungen.     Untergeordnete   Differentialgleichungen.      Fuchs 'sehe 
Functionen,  die  vorgeschriebene  Werthe  auslassen. 

Wir  sagen  von  einer  Diiferentialgleichung  (1),  in  welcher  q  {£)  die 
Form  (2)  besitzt  und  wo  die  g_  positive  ganze  Zahlen  oder  unendlich 
gross  sind,  sie  sei  eine  normale  Differentialgleichung.  Wenn  in 
einer  normalen  Differentialgleichung  die  unabhängige  Variable  z  eine 
Fuchs'sche  Function  de^  Integralquotienten  ist,  so  sagen  wir,  sie  sei 
eine  Fuchs'sche  Differentialgleichung. 

Damit  eine  normale  Differentialgleichung  eine  Fuchs'sche  sein 
könne,  müssen  die  Zahlen  g^,  g„,  •  •  •  ^^^^  die  Ungleichung 

erfüllen,  welche  (vergl.  Nr.  312,  S.  205)  besagt,  dass  die  Summe  der 
Winkel  des  Fundamentalbereiches  F^  oder  B^^  kleiner  als 

2^(^—1) 

ist,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  dass  sich  R^  eindeutig  conform  auf  ein 
von  geodätischen  Linien  gebildetes  Polygon  auf  einer  Fläche  vom  con- 
stanten  Krümmungsmaasse  —  1  abbilden  lässt. 

Wenn  die  Zahlen  g.  die  Ungleichung  (4)  nicht  erfüllen,  d.  h.  wenn 
entweder 
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(I)  -7<0 
oder 

(II)  -7  =  0' 

SO  kann  die  normale  Differentialgleichung  (1)  zwar  keine  Fuchs'sche 
sein,  aber  es  kann  gleichwohl  z  eine  eindeutige  Function  von  tj  werden, 
deren  Existenzbereich  ein  einfach  zusammenhängender  ist. 

Was  zunächst  den  Fall  (I)  anlangt,    so  muss  also  für  positives  v 

sein.  Diese  Gleichung  wurde  in  der  Nr.  290  (S.  149  ff.)  discutirt,  und 
wir  fanden  daselbst  als  die  einzig  möglichen  Fälle  die  cyklischen 
Gruppen  mit  6=1  und  die  Gruppen  des  Dieders,  Tetraeders,  Oktaeders 
und  Ikosaeders  mit  ^  =  2.  Wie  wir  schon  in  der  Nr.  312  (S.  206) 
erwähnt  haben,  folgt  hieraus,  dass  v,  wenn  es  positiv  ist,  stets  eine 
ganze  Zahl  sein  muss;  wir  haben  also  das  Resultat: 

Im  Falle  (I)  bleibt  in  q[{s)  kein  Parameter  unbestimmt, 
und  in  der  Normalgleichung  (1)  ist  z  stets  eine  rationale 
Function  des  Integralquotienten. 

Im  Falle  (II)   muss  offenbar  6  gleich  Zwei  oder  gleich  Drei  sein. 

Für  <9  =  2  ist  g  (^)  wiederum  vollständig  bestimmt,  und  wir  haben 
die  drei  (beziehungsweise  vieri  in  der  Nr.  289  (S.  113)  behandelten 
Fälle,  wo  J?y  oder  F^^  als  geradliniges  Dreieck  gewählt  werden  kann 
und  in  welchen  z  eine  elliptische  Function  von  iq  ist. 

Für  0^3  ergiebt  sich  als  einzige  Möglichkeit 

9i=(l2  =  9o  =  yi=2y 

und  q  {z)  enthält,  wenn  «^  =  0 ,  «r/^  =  1  ^  ^.j  =  '^  ^^^^  ^3  willkürlich, 
aber  gegeben  ist,  noch  einen  unbestimmten  Parameter. 

In  diesem  Falle  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Differential- 
gleichung (V)  im  Wesentlichen  diejenige,  die  wir  in  der  Nr.  197  (Bd.  II,  1, 
S,  256)  als  das  Fuchs'sche  Beispiel  behandelt  haben. 

Es  ergab  sich  daselbst,  dass  der  in  q{z^  willkürlich  bleibende 
Parameter  stets  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmt  werden 
kann,  dass  z  als  eindeutige  Function  von  ri  erscheint,  und  zwar  ist 
dann  z  im  Wesentlichen  auch  eine  elliptische  Function  von  iq. 

Der  Fall  (II)  liefert  also  uebst  den  bereits  erledigten  Fällen 
0  =  2,  wo  q{z)  vollkommen  bestimmt  ist,  einen  FaU,  in  welchem 
wir   lernen,    dass   die   Bestimmung  des  Parameters,    der  in  q  {z)  noch 
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willkürlich  geblieben  ist,  stets  und  nur  auf  eine  Weise  so  erfolgen 
kann,  dass  z  eine  eindeutige  Function  von  ri  sei. 

Ein  analoges  Resultat  besteht  nun  in  dem  Falle,  wo  die  Zahlen 

die  Ungleichung  (4)  befriedigen.  Herr  Poincare  hat  nämlich  mit 
Hülfe  der  „Methode  de  continuite"  den  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  in  einer  normalen  Differentialgleichung  (1)  nebst 
den  die  Ungleichung  (4)  befriedigenden  Zahlen  g.  noch  die 
singulären  Punkte 

willkürlich  vorgeschrieben  sind,  so  lassen  sich  die  Coeffi- 
cienten  der  ganzen  Function  'E^_^{z)  in  q_{ß)  stets  und  nur 
auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  z  eine  Fuchs'sche  Func- 
tion des  Integralquotienten  tj  sei. 

Aus  diesem  Satze,  der  die  in  der  vorigen  Nummer  (S.  247) 
aufgeworfene  Frage  erledigt,  folgt  in  Verbindung  mit  den  für  die 
Fälle  (I),  (H)  bereits  früher  gefundenen  Resultaten,  dass  in  der  That  für 
jede  Function 

Y=F{z), 

die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Verzweigungspunkten  besitzt  und 
die  in  der  durch  eine  Curve,  welche  die  Verzweigungspunkte  unter- 
einander verbindet,  zerschnittenen  ^- Ebene  eindeutig  ist,  ein  Parameter 
yi  so  gefunden  werden  kann,  dass  Y  und  z  als  eindeutige  Functionen 
von  7;  erscheinen. 

Um  jedoch  die  Möglichkeit  einer  solchen  Darstellung  zu  erweisen, 
bedarf  es  nicht  des  Poincare 'sehen  Satzes  in  seiner  vollen  Allgemein- 
heit.    Um  dies  einzusehen  bemerken  wir  Folgendes. 

Seien  für  eine  gegebene  Function  Yvon  der  angegebenen 
Beschaffenheit  die  Verzweigungspunkte 

0 ,   1 ,  «3 ,  «,,•••«„,   Oü 

und  die  zu  denselben  gehörigen  Zahlen  ^^  gegeben;  dann  ist  (1) 
die  mit  diesen  Grössen  gebildete  normale  Differentialglei- 
chung. 

Denken  wir  uns  eine  andere  normale  Differentialgleichung  (!'), 
die  nebst  den  singulären  Punkten 

0,  1,  «3,  a^,  •••  «^,  00 

eventuell  noch  gewisse  andere  singulare  Punkte 

''„4-2'    ^0  +  3'    ■  ■  ■   ^^0-l-f-l-l 


J 

I 

( 
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besitzt,  in  welcher  ferner  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  einem 
Punkte  «^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  für 

x=  1,  2,  •••(?+  1 

der  reciproke  Werth  einer  ganzen  Zahl  y^  ist,  die  ein  Vielfaches  von 
g_^  oder  unendlich  gross  ist,  während  für  x  >(?-(-  1  diese  Differenz 
eine  beliebige  reciproke  ganze  Zahl  oder  Null  sein  kann.  Wir  sagen 
dann  (vergl.  Nr.  303,  S.  165)  von  der  normalen  Differentialgleichung  (1'), 
sie  sei  der  normalen  Differentialgleichung  (1)  untergeordnet  oder 
subordinirt. 

Wir  können  z.  B.  eine  normale  Differentialgleichung,  die  die  0  -\-\ 
singulären  Punkte 

0,  1,  «3J  •••  ö^^,  «^ 

besitzt   und   deren    determinirende    Fundamentalgleichungen    sämmtlich     '■ 
eine    doppelte   Wurzel    haben,    stets    als    der    Differentialgleichung   (1) 
subordinirt  ansehen,   wenn  in  (1)   einige   der  Zahlen  g.  endliche  ganz- 
zahlige Werthe  haben. 

Gelingt  es  dann  zu  zeigen,  dass  sich  in  einer  der  Differential- 
gleichung (1)  subordinirten  normalen  Differentialgleichimg  (1')  die  noch 
unbestimmt  gebliebenen  6  -\-  t  —  2  Parameter  so  bestimmen  lassen, 
dass  diese  Differentialgleichung  eine  Fuchs 'sehe  wird,  so  sind  offen- 
bar für  die  Function 

Y  und  z  auch  eindeutige  Functionen  des  Integral quotienten  dieser 
Fuchs 'sehen  Differentialgleichung. 

Wenn  in  einer  Fuchs 'sehen  Differentialgleichung  alle  determini- 
renden Fundamentalgleichungen  doppelte  Wurzeln  haben,  so  sind  in 
dem  Fundamentalbereiche  R^  der  entsprechenden  Fuchs 'sehen  Gruppe 
-0-  alle  Winkel  gleich  Null,  die  Ecken  aller  Bereiche,  die  aus  B^  durch 
die  Substitutionen  von  ■O-  hervorgehen,  liegen  auf  der  Peripherie  des 
Einheitskreises,  und  die  unabhängige  Variable  z,  die  eine  Fuchs'- 
sche  Function  des  Integralquotienten  ist,  hat  die  charakteristische 
Eigenschaft,  innerhalb  des  Bereiches,  wo  sich  diese  Function  wie  eine 
rationale  Function  verhält,  keinen  der  Werthe  annehmen  zu  können, 
der  einem  singulären  Punkte  der  betrachteten  Fuchs 'sehen  Differen- 
tialgleichung entspricht.  Wir  sagen  dann  (vergl.  Nr.  303,  S.  166),  diese 
Fuchs 'sehe  Function  lasse  die  gredachten  Werthe  a^us. 

Es  wird  also  hinreichend  sein,  wenn  wir  zeigen,  dass  stets  eine 
Fuchs 'sehe  Function  hergestellt  werden  kann,  die  die  beliebig  vor- 
geschriebenen Werthe 
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a,,  a^,  «3,  •■■  a^,  a„^^, 


i 


wo  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken, 

nehmen  können,  und  eventuell  auch  noch  gewisse  andere  Werthe 


^'o+2^   ■  ■  ■   ^t  +  a+1 


auslässt. 


327.     Beweis,    dass    eine    normale    Differentialgleichung    nicht    auf 
zwei  Arten  zu  einer  Fuchs 'sehen  gemacht  werden  kann. 

Ehe  wir  auf  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  in 
Aussicht  gestellten  Nachweis  eingehen,  möge  erst  gezeigt 
werden,  dass  allgemein  für  eine  beliebige  normale  Differen- 
tialgleichung (1),  wo  die  g^  der  Ungleichung  (4)  Genüge 
leisten,  die  Bestimmung  der  Coefficienten  von  E  _^(z)  bei 
fester  Wahl    der   a,,  «,,-••  a     nicht    auf    zwei    verschiedene 

i.  '        z '  a 

Weisen  so  erfolgen  kann,  dass  die  Differentialgleichung  eine 
Fuchs'sche  wird. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  für  eine  bestimmte  Wahl  der  Coefficienten 
von  E^_^{z)  die  Function  q{z)  gleich  q^(z),  für  eine  andere  Wahl 
dieser  Coefficienten  gleich  q^^/)^  ^^^  mögen  die  beiden  Difi"erential- 
gleichungen 

(5)  j^2  =  ^i(^)y^      j^2  =  ^2i^)y 

Fuchs'sche  sein.  Wir  bezeichnen  den  Integralquotienten  der  ersten 
Gleichung  durch  tj,  den  der  zweiten  durch  ^  und  denken  uns  t^,  ^  so 
gewählt,  dass  für  beide  Fuchs'sche  Functionen 

der  Orthogonalkreis  der  Einheitskreis  der  i]-  beziehungsweise  ^-Ebene 
sei,  dass  ferner  t]  und  ^  gleichzeitig  verschwinden,  so  dass  etwa 

a  =  /;(0),         a  =  f^(0) 

ist,  wo  a  einen  regulären  Punkt  beider  Differentialgleichungen  (5)  be- 
deutet, und  dass  endlich  für  einen  anderen  ebenfalls  regulären  Funkt 
z  =h  sowohl  71  als  auch  t,  reale  Werthe  annehmen. 

Die  Gruppen  d'^,  xt^,  die  zu  den  beiden  Fuchs'schen  Functionen 
fiiv) y  f^i^)  gehören,  sind  holoedrisch  isomorph,  die  entsprechenden 
Fundamentalbereiche  R^    und  RJ  sind   beide   eindeutig  conforme  Ab- 
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bildungen  der  in  passender  Weise  zerschnittenen  ^- Ebene.   Wir  schliessen 
hieraus,  dass  r],  t,  gegenseitig  eindeutige  Functionen  von  einander  sind, 
so  lanofe  diese  beiden  Grössen  innerhalb  des  Einheitskreises  verbleiben. 
Betrachten  wir  den  Quotienten 

so  ist  derselbe  sowohl  als  Function  von  r]  als  auch  als  Function  von 
t,  aufgefasst  eindeutig  innerhalb  des  Einheitskreises  der  betreffenden 
Variabein,  und  bleibt  überdies,  da  t,,  fj  gleichzeitig  verschwinden,  da- 
selbst stets  endlich  und  von  Null  verschieden. 

Zerlegen  wir  z.  B.  ?j  in  seinen  realen  und  imaginären  Theil 

1]  =  u  -\-  vi 
und    fassen    den  Quotienten   von  t,  und  iq   als  Function  von  r]   auf,    so 
wird  der  Ausdruck 

f  =  log    - 
eine  in  dem  Bereiche 

u   -\-  v'  <.'^ 
eindeutige,   endliche  und  stetige  Function  der  beiden  realen  Variabein 
u,  V  sein,    die   überdies,    da  t  den   realen  Theil   der  monogenen  Func- 
tion 

darstellt,  der  partiellen  Differentialgleichung 

(6)  .^  +  ^3  =  0 

ou  cv 

Genüge  leistet. 

Betrachten  wir  in  der  ?;-Ebene  einen  Kreis 

2,9  2 

u   -f-  V  =  r  , 
dessen  Radius  r  kleiner  ist  als  Eins.     Wenn  ri  auf  der  Peripherie  die- 
ses Kreises  verbleibt,  ist  t,   dem   absoluten  Betrage   nach  stets  kleiner 
wie  Eins,  und  folglich 

(7)  ^<log^- 

Nach  einem  bekannten  Satze  kann  aber  eine  Lösung  der  partiel- 
len Differentialgleichung  (6),  die  innerhalb  eines  von  einer  geschlossenen 
Curve  G  begrenzten  Bereiches  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  im 
Innern  dieses  Bereiches  keinen  Werth  annehmen  der  grösser  ist,  als 
der  grösste  Werth,  den  die  Function  auf  der  Begrenzung  C  erhält. 
Die  Ungleichung  (7)  gilt  folglich  für  alle  Werthe 


+  f"  <  r 


_i*_ 
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Lassen  wir  nun  r  gegen  die  Einheit  convergiren,  dann  ist 
lim  log  —  =  0 ; 

wir  schliessen  also,  dass  t  niemals  positiv  sein  kann,  wenn  i]  im  Innern 
des  Einheitskreises  verbleibt.     Es  ist  also  'für  |  tj  |  <  1  jedenfalls 

I  "n    — 
Da  71  und  t,  einander  ganz  gleichberechtigt  gegenüberstehen,  folgt 
ebenso,  dass  für  |  £;  ]  <  1  auch 

sein  muss.     Wir  haben  also  für 
nothwendig  die  Gleichung 

U\-\l\, 

also 

wo  t  eine  reale  Constante  bedeutet. 

Da  aber  ■i^ ,  t,  für  z  =^h  gleichzeitig  reale  Werthe  annehmen  soll- 
ten, muss  r  =  0  sein,  d.  h.  es  ist 

so    dass    in   der  That  die   beiden  Differentialgleichungen   (5)   identisch 
sein  müssen.     D.  h.: 

Wenn  bei  geßrebenen  q.  und  a.  die  Coefficienten  von 
^  —2(.^)  ^^  bestimmt  werden  können,  dass  die  normale  Dif- 
ferentialgleichung (1)  eine  Fuchs'sche  wird,  so  ist  diese  Be- 
stimmung auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich. 

328.    Erläuterung  der  „Methode  de  continuite"  an  einem  einfachen 

Beispiele. 

Wir  wollen  nun  die  „Methode  de  continuite",  deren  sich  Herr 
Poincare  zum  Beweise  seines  in  der  Nr.  326  (S.  251)  angeführten 
Satzes  bedient,  an  einem  einfachen  Beispiele  zu  erläutern  suchen,  um 
eine  Vorstellung  von  dieser  tiefen  und  wichtigen  Methode  zu  erlangen. 

Wir  betrachten  den  Fall,  wo  die  gegebenen  Werthe 
a,,  a,,  ■■■  a^,  a^^^ 

real   sind.     Wenn    dann    die    normale  Differentialgleichung  (1)    durch 
geeignete  Wahl  der  Coefficienten  von  E^_,^(z)  zu  einer  Fuchs 'sehen 
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gemacht  werden  kann,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  entsprechende 
Fuchs'sche  Gruppe  d^  eine  symmetrische  sein  müsse.  Dann  sind 
also  (Nr.  320,  S.  231)  in  q{z)  alle  Coefficienten  real,  d.h.  die  Coeffi- 
cienten  von  E^_^(z)  selbst  sind  reale  Grössen. 

Für  (?  ==  2  ist  g  (z)  vollkommen  bestimmt.  Der  nächste  Fall  6  =^3 
ist  also  der  einfachste,  für  den  der  Poincare'sche  Satz  überhaupt  in 
Betracht  kommt. 

Nehmen  wir  also  6  ^^  S ,  d.  h.  nebst 

a,  =  0 ,        «-,  =  1 ,        a,  =  oo 

1  7  v  7  4 

noch  einen  Punkt  a.^ ,  und  zwar  möge  «„  ein  realer  zwischen  1  und  oo 
gelegener  Werth  sein. 

Die  Zahlen  g^,  g^,  g^ ,  g^  mögen  sämmtlich  unendlich  gross  ge- 
wählt werden,  es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  dass  es  eine  Fuchs'- 
sche Function  giebt,  die  die  Werthe  0,  1,  a^,  oo  auslässt. 

Betrachten  wir  in  der  ?j -Ebene  ein  Viereck  mit  den  auf  dem  Ein- 
heitskreise gelegenen  Ecken  ^^,  fi^,  ftg,  ft^,  dessen  Seiten  Kreise  sind, 
die  den  Einheitskreis  rechtwinkelig  schneiden.  Wir  construiren  das 
Spiegelbild  dieses  Vierecks  etwa  in  Bezug  auf  die  Seite  (ju.^,  fij  und 
vereinigen  dasselbe  mit  dem  ursprünglichen  Vierecke  zu  einem  Bereiche 
R^j  der  dann  den  Fundameutalbereich  einer  gewissen  symmetrischen 
Fuchs'schen   Gi-uppe  %•  darstellt. 

Sei 

diejenige  zur  Gruppe  %■  gehörige  Fuchs'sche  Function,  die  die  ein- 
deutig conforme  Abbildung  des  Viereckes  (^^ ,  [i.^,  yi^,  [i^  auf  die 
untere  a^- Halbebene  darstellt  und  die  in  den  Punkten  y^,  y„,  ^^  die 
Werthe 

0  =  (p  (^i)  ,     1  =(p  (ji.-^ ,     oo  =  9  (^J 

annimmt.     Setzen  wir  dann 

so  ist  c  real  positiv  und  grösser  wie  Eins. 

Die  Function  tj  von  x  ist  dann  der  Integralquotient  einer  linearen 
Differentialgleichung 

(8)  S^^^"^^^' 

WO  q{x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  die  aus  dem  Ausdrucke  (2) 
(Nr.  325,  S.  246)  hervorgeht,  wenn  man  daselbst  x  an  Stelle  von  z 
schreibt  und 
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ö  =  3 ,     a^  =  0,  a,,=  l,  a^  =  c,     g^  =  ry^  =g^=g^==0 
nimmt;  in 

hat  der  constante  Parameter  t  einen  bestimmten  Werth. 

Es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  dass  wir  die  Ecken  ^^ ,  ^., ,  ^^,  (i^ 
des  Vierecks  als  Punkte  des  Einheitskreises  so  wählen  können,  dass 

c  =  qp  iVs) 
gleich  dem  willkürlieh  vorgeschriebenen  zwischen  1  und  cx)  gelegenen 
realen  Werthe  a^  wird. 

Lassen  wir  die  drei  Ecken  (i^,  ^^^,  (i^  fest  (vergl.  Fig.  32),  und 
denken  wir  uns  (i.^  auf  dem  Bogen  (/i-, ,  fij  veränderlich,  so  hängt  die 
Function  x  der  Variabein  tj  von  dem  ver- 
änderlichen Parameter  ^.,  ab.  Mit  ^^  ändert 
sich  auch  die  Gnippe  O-,  und  zwar  sind  die 
verschiedenen  Gruppen,  welche  verschiedenen 
Werthen  von  ft^  entsprechen,  offenbar  holo- 
edrisch isomorph. 

Nach  dem  Satze  der  Nr.  309  (S.  192) 
sind  die  zur  Gruppe  d'  gehörigen  Fuchs'- 
schen  Thetafunctionen  stetige  Functionen 
des  Parameters  jti., ;  also  ist  auch  die  Func- 
tion q)  ()/)  eine  stetige  Function  von  j«,g,  und 

folglich   hängt  auch   der  Werth  c,   den  diese  Function  für  rj  ^  ^^  an- 
nimmt, stetig  von  dem  Parameter  fi^  ab. 

Lassen  wir  ^.^  mit  fi„  oder  ^^  zusammenfallen,  so  verwandelt  sich 
das  Viereck,  von  welchem  wir  ausgegangen  waren,  in  ein  Dreieck. 
Die  Untersuchung  dieser  Grenzfälle  bildet  einen  wesentlichen  Theil  der 
P 0 in care 'sehen  Methode. 

Herr  Poincare  zeigt,  dass  wenn  ^^  auf  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises verbleibend  in  den  Punkt  (u..,  einrückt, 

lim   (f  (^.^)  =  lim   c  ^  1 , 

^'3  =  A'2  i"3=i"2 

und  wenn  fi.^  ebenso  in  den  Punkt  (i^  einrückt, 
lim   q)  (^ttg)  =  lim   c  ^  oo 

i"3=i"t  ."3  =  ."4 

wird. 

Nach  dem  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satze  kann  nicht 
für  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe  von  ^^,  die  auf  dem  Ein- 
heitskreise zwischen  ft^,  ^^  liegen,  die  Grösse  c  denselben  Werth  an- 
nehmen. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    11,2.  17 
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Wir  haben  also  eine  stetige  Function  c  von  ftg,  die,  wenn  ^i^  auf 
dem  Einheitskreise  von  ^i^  bis  ft^  geht,  jeden  Werth  nur  einmal  an- 
nimmt, für  /ig  =  fi^  gleich  Eins  und  für  ^^  =  ^^  gleich  Unendlich 
wird.  Nach  einem  bekannten  Satze  muss  diese  Function  folglich  jeden 
zwischen  Eins  und  Unendlich  gelegenen  Werth  einmal  und  nur  ein- 
mal annehmen,  während  /i^  den  zwischen  /i^  ^^^^  f*4  gelegenen  Bogen 
des  Einheitskreises  durchläuft. 

Damit  ist  also  der  Poincare'sche  Satz  (Nr.  326,  S.  251)  in  dem 
hier  betrachteten  besonderen  Falle  bewiesen.  Aehnlich  lässt  sich  der 
Beweis  für  den  Fall  beliebig  vieler  realer  a^ ,  a^,  ■  •  •  «^  und  belie- 
biger der  Ungleichung  (4)  (Nr.  326,  S.  249)  genügender  //^  führen. 
Wesentlich  schwieriger  ist  die  Anwendung  der  „Methode  de  continuite" 
im  allgemeinen  Falle  nicht  realer  Werthe  der 

«3^  «4?  •••  «a5 

wir  müssen  es  uns  versagen,  auf  eine  Darlegung  des  Verfahrens  ein- 
zugehen, mit  Hülfe  dessen  Herr  Poincare  diese  Schwierigkeiten  über- 
wunden hat. 


329.     Untergruppen  mit  endlichem  Quotienten  von  Fuchs 'sehen 

Gruppen. 

Wir  wollen  nun  eine  andere  Methode  entwickeln,  die  in  dem 
Falle  realer  Werthe  der  a^ ,  a^,  ■  •  ■  a^  und  für  unendlich  grosse  g^ 
nicht  nur  einen  Beweis  des  Poincare 'sehen  Theorems  liefert,  sondern 
auch  lehrt,  wie  man  die  Fuchs'sche  Function,  welche  die  Werthe 

"i  =  0;  S  =  1^  %'  "4^  •  •  •  «a;  %+i  =  ^ 

auslässt,  wirklich  herzustellen  im  Stande  ist.  Diese  Methode  stützt 
sich  auf  die  Theorie  der  Untergruppen  oder,  wie  man  auch  sagen 
kann,  auf  die  Theorie  der  Transformation  der  Fuchs'schen  Func- 
tionen; wir  müssen  daher  jetzt  Einiges  aus  den  Grundzügen  dieser 
Theorie  entwickeln. 

Es  sei  eine  Fuchs'sche  Gruppe  ^  von  der  in  den  ersten  Kapiteln 
des  vorigen  Abschnittes  behandelten  Art  durch  ihren  Fundamentalbereich 
Rq  gegeben,  die  Substitutionen  von  d-  seien 

^0^  ^}   ^i>  ^■^>  '  '  '  '} 

insbesondere  möge  S.  (x  =  1,  2,  ■  •  •  6)  diejenige  Substitution  bedeuten, 
die  die  Seite  t    von  R^  in  die  congruente  t '   überführt.     Ferner  sei 
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eine  zur  Grappe  d-  gehörige  Fuchs'sche  Function,  die  innerhalb  R^ 
ieden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt,  durch  welche  sich  also 
jede  zur  Gruppe  &  gehörige  Fu che 'sehe  Function  rational  ausdrücken 
lässt.     Die  Werthe,  welche  s  in  den  Eckpunkten 

von  Jt^j  annimmt,  bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  mit 

Wir  gelangen  auf  die  einfachste  Weise  zu  derjenigen  Art  von 
Untergruppen  der  Gruppe  -O-,  die  uns  hier  am  meisten  interessirt,  indem 
wir  eine  algebraische  Function  Z  von  z  betrachten,  die  sich  nur  in 
den  Punkten  (1)  der  £;-Ebene  verzweigt,  und  die  folglich  nach  dem 
Po incare  sehen  Principe  als  eindeutige  Function  von  tj 

dargestellt  werden  kann,  wenn,  wie  wir  voraussetzen  wollen,  die  Ord- 
nungszahlen der  dem  Punkte  «^  entsprechenden  Windungspunkte  in  der 
die  Verzweigung  von  Z  darstellenden  Riemann 'sehen  Fläche  T  in 
der  zu  a,   gehörigen  Zahl  g,   als  Divisoren  enthalten  sind. 

Betrachten  wir  ein  System  von  geschlossenen  Wegen  in  der 
^f- Ebene,  die  so  beschaä'en  sind,  dass  beim  Durchlaufen  derselben  alle 
Zweige  der  algebraischen  Function  Z  von  z  zum  Vorschein  kommen, 
dann  entsprechen  diesen  Wegen  gewisse  Substitutionen 

der  Gruppe  -O-,  und  wir  haben  folglich  in  den  n  Ausdrücken 

(2)  Z^  =  F{T^yi)         (.=0,1,. ..»-!), 

woselbst 

^0--=!;         Z,=Z^F(ri) 

gesetzt  wurde,  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  irreductiblen  algebrai- 
schen Gleichung  n-ien  Grades  mit  in  z  rationalen  Coefficienten 

(3)  O{Z,z)  =  0, 

der  Z  als  Function  von  z  genügt. 

Die  Function  F{r^)  bleibt  bei  gewissen  Substitutionen  der  Gruppe  -O- 
ungeändert;  diese  Substitutionen  bilden  offenbar  eine  Gruppe  &,  also 
eine  Untergruppe  von  %•.  Die  Gruppe  0  ist  im  Sinne  der  allgemeinen 
in  der  Nr.  322  (S.  236)  aufgestellten  Definition  eine  Fuchs'sche,  sie 
ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  vom  Geschlechte  Null,  wie  ■0-. 

17* 
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Setzen  wir 

so  ist  offenbar,  wenn  U  irgend  eine  Substitution  von  0  bedeutet, 

und  umgekehrt  ist  jede  Substitution  von  ?t,  die  F^  (rj)  ungeändert  lässt, 
in  der  Form 

y.  X 

darstellbar.  Die  Substitutionen  von  ■9',  welche  F^  (rf)  ungeändert  lassen, 
bilden  folglich  die  mit  &  innerhalb  d^  gleichberechtigte  Unter- 
gruppe (Nr.  140,  Bd.  II,  1,  S.  36) 


I 


Betrachten    wir    nun    eine    beliebige    Substitution    ^'   von   oJ-    und  |^ 

bilden 

F{S,l), 

so  muss,  da  die  Anwendung  der  Substitution  S  auf  ?/  einem  geschlos- 
senen Wege  der  Variabein  z  entspricht, 

F{Sn)  =  F.^{ri) 

sein,  wo  k  eine  bestimmte  der  Zahlen  0,  1,  ■  ■  ■  n  —  1  bedeutet.    Wir 
haben  also 

F{Sri)  =  F{T,^ri), 

d.  h.  die  Substitution 

y. 

gehört  der  Ginippe  &  an,  denn  sie  lässt  F{ri)  ungeändert  und  ist  in  -9- 
enthalten. 

Die  beliebige  Substitution  S  von  -O'  ist  also  in  der  Form 

S=  ZT 

y. 

darstellbar. 

Wir  können  demnach 

(4)  ^  =  0(1,  T,,  !,,•••  T_J 

setzen,    wo    das    symbolische  Product  auf   der  rechten  Seite   andeutet, 
dass  jede  Substitution  von  @  mit  jeder  der  Substitutionen 

(5)  1,  r,,  T„...r_, 

zu  componiren  ist.    Wir  nennen  das  System  der  Substitutionen  (5)  den 
Quotienten  der  Untergruppe  &  in  Bezug  auf  %■  (vergl.  Nr.  275,  S.  66j, 
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und  sagen,  da  dieser  Quotient  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Sub- 
stitutionen besteht,  &  sei  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quo- 
tienten von  0^. 

Wir  können  uns   die  Substitutionen  (5)   so  gewählt  denken,   dass 
die  Bereiche 

R^=T^R^  {.  =  1,2,. ..n-l), 

die  aus  dem  Fundamentalbereiche  J^^,  durch  Anwendung  dieser  Sub- 
stitutionen hervorgehen,  mit  R^  zusammengenommen  ein  zusammen- 
hängendes Gebiet  P^  bilden.  Dieses  Gebiet  spielt  für  die  Untergruppe 
&  die  Rolle  des  Fundamentalbereiches,  die  Ecken  von  P  vertheilen 
sich  in  Cykeln,  und  die  Winkelsumme  bei  den  Ecken  eines  Cyklus  ist, 
da  die  Gruppe  &  eine  discontinuirliche  ist,  gleich  einem  aliquoten 
Theile  von  2jc. 

ll 

'  I  330.    Vereinigung  mehrerer  Bereiche  zu  einem  Pundamentalbereiehe. 
!  Untergruppen  vom  Geschlechte  Null. 

Wir  betrachten  nun  umgekehrt  eine  gewisse  Anzahl  von  Bereichen 
I  der  der   Gruppe  -9-   entsprechenden  Theilung   des  Innern  des  Einheits- 
:  kreises,  die  mit  B^  zusammengenommen  ein  zusammenhängendes  Gebiet 
Pjj'  bilden;  seien 

(6)  -^o;  ^w  ^2^  •  ••  -^1-1 

diese  Bereiche,  und  bedeute  TJ  die  Substitution  von  ■O',  welche  R  in 
RJ  überführt.  Dann  werden  von  den  Seiten  der  Bereiche  (6)  gewisse 
frei  geblieben  sein,  d.  h.  längs  einiger  dieser  Seiten  stösst  der  Bereich 
Pq'  an  Bereiche  der  der  Gruppe  d-  entsprechenden  Theilung,  die  von 
den  Bereichen  (6)  verschieden  sind.  Diese  Seiten  bilden  die  Begren- 
zung von  P^'. 

Sei  t.  irgend  eine  Seite  von  P^,  t^'  die  ihr  congruente;  also 

t:=s.t., 

bedeute  ferner  t._^  die  dem  t.  entsprechende  Seite  von  R'  und  1'.  die 
dem  f.    entsprechende  Seite  von  P',  also 

t.  =T  t.,     t.  =  T  t' 

ly.  y.   i '        tx  y.   i   ' 

dann  werden  von  den  Seiten 

('      i\  '      (2'  i,n  —  1 

eine  gewisse  Anzahl,  etwa  v.,  frei  geblieben  sein.  Offenbar  sind  dann 
auch  genau  v.  von  den  Seiten 

frei. 
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Wir  können   dann  einer  beliebigen  der  frei  gebliebenen  Seiten  t^ 
eine  beliebige  der  frei  gebliebenen  Seiten,  deren  erster  Index  ebenfalls 
gleicb  i  ist,  etwa  t.^,  zuordnen,  und  so  v.  Seitenpaare  von  F^  erhalten. 
Auf  diese  Weise  erscheinen  die  Seiten  von  P„'  einander  paarweise  zu- 
geordnet; möge  der  Seite  x^  von  F^  die  Seite  x'^  entsprechen,  für 

ff 

x  =  l,  2,  •••  (?^;    0^=2j'^i- 

/=i 

Die  Ecken  von  P^'  mögen  dann  in  folgender  Weise  angeordnet 
werden. 

Denken  wir  uns  die  Begrenzung  von  P^'  in  einem  bestimmten: 
Sinne,  also  etwa  so  durchlaufen,  dass  die  Fläche  von  P^'  zur  Linken 
bleibt.  Wir  gehen  von  einer  Ecke  X^  von  P^  aus,  durchlaufen  in 
dem  angegebenen  Sinne  die  in  l^ '  einmündende  Seite  von  P^^',  dann  in 
demselben  Sinne  die  dieser  Seite  entsprechende  und  kommen  auf  diese 
Weise  zu  einer  zweiten  Ecke  k^^^  von  P^'.  Dann  durchlaufen  wir 
wiederum  die  in  A.,^^  einmündende  Seite,  dann  ihre  entsprechende,  kom- 
men so  zu  einer  dritten  Ecke  k^^  von  F^  und  fahren  so  fort,  bis  wir 
zu  der  Ausgangsecke  A  zurückgekehrt  sind,  was  offenbar  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Wiederholungen  des  angegebenen  Vorganges  ein- 
treten muss.     Die  so  der  Reihe  nach  berührten  Ecken 

jd)     jd)     3(1) 

fassen  wir  in  einen  Cyklus  zusammen. 

Wir  sehen,  dass  sich  die  Ecken  von  F^  auf  diese  Weise  in  CykelD 
vertheilen. 

Es  möge  nun  vorausgesetzt  werden,  dass  für  jeden  der 
so  gewonnenen  Cykeln  die  Summe  der  Winkel  von  F^  ein 
aliquoter  Theil  von  2n  sei. 

Dann  bilden  die  Substitutionen  Z,^,    welche  die  Seiten  x,^  von  F^ 

in  ihre  entsprechenden  x_'  verwandeln,  mit  ihren  inversen  ZT  die 
Basis  einer  Gruppe  0',  für  welche  P^'  die  Rolle  des  Fundamental- 
bereiches spielt,  und  diese  Gruppe  Q'  ist  eine  Untergruppe  von  9. 
also  selbst  wieder  eine  Fuchs 'sehe  Gruppe. 

Denken  wir  uns  den  Bereich  P^'  ausgeschnitten  und  derart  deformirt. 
dass  jede  Seite  t.  mit  ihrer  entsprechenden  r^'  so  zusammenfällt,  dass! 
correspondirende  Punkte  zur  Deckung  gelangen,  so  vereinigen  sich  diej 
in  einen  Cyklus  zusammengefassten  Ecken  von  F^  in  einem  Punkte! 
Die  so  entstehende  geschlossene  Fläche  P^'  ist  im  Allgemeinen  voc' 
höherem  als  einfachem  Zusammenhange,  sei  ihr  Zusammenhang  ein 
(2^  -f  l)-facher. 
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Diese  Fläche  P^'  denken  wir  uns  nun  auf  die  ä' -Ebene  in  folgender 
Weise  abgebildet.  Wir  markiren  in  jedem  Punkte  von  P  '  denjenigen 
T^-Werth,  der  vor  der  Deformation  von  P^'  durch  den  betreffenden 
Punkt  dargestellt  wurde,  und  bestimmen  nun  die  Gesammtheit  der 
^-Werthe,  die  diesen  r;-Werthen  vermöge  der  Function 

entsprechen.  Diese  Gesammtheit  bildet  eine  Fläche,  welche  die  ^; -Ebene 
offenbar  genau  w-fach  überdeckt  und  die  eine  unzerschnittene  ist,  da 
ja  ^  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten  t^,  tj  von  P^'  denselben 
Werth  annimmt.  Diese  w- blättrige  Fläche  T'  ist  als  eindeutig  con- 
forme  Abbildung  von  P^'  eine  (2p  -f~  l)-fach  zusammenhängende  und 
besitzt  nur  die  Punkte  «^,  a„,  •  •  •  ci^,^,  die  den  Ecken  der  Bereiche  (6), 
aus  denen  sich  P^'  zusammensetzt,  entsprechen,  zu  Windungspunkten. 
Denken  wir  uns  nun  eine  Function  Z'  von  ,s',  die  auf  dieser 
w- blättrigen  Fläche  T'  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist  und  jeden 
Werth  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  annimmt,  so  ist  diese 
Function  eine  algebraische  Function  von  z  und  eine  eindeutige  Func- 
tion von  r] 

Z'=F'(ri).     •        • 

Diese  Function  bleibt  offenbar  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  &' 
ungeändert,  ist  also  eine  zu  dieser  Untergruppe  von  -&■  gehörige 
Fuchs 'sehe  Function,  und  zwar  eine  solche  Function  vom  Geschlechte  q. 
Die  Gruppe  &'  ist  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten 
von  -O",  wir  haben  nämlich  offenbar 

&^&\i,  t;,  t;,  •••  j;_j, 

und  die  Ausdrücke 

Z^  =  F'{T^ri)         (x=o,i,--«-i) 

stellen  die  sämmtlichen  Zweige  der  algebraischen  Function  Z'  von 
ri  dar. 

Wir  kommen  also,  sowohl  wenn  wir  von  einer  algebraischen  Func- 
tion von  s,  die  in  ?;  eindeutig  ist,  ausgehen,  als  auch  wenn  wir  eine 
endliche  Anzahl  der  Bereiche  der  durch  die  Gruppe  %'  bestimmten  Thei- 
lung  zu  einem  neuen  Bereiche  P^  zusammenfassen,  zu  Untergruppen  mit 
endlichem  Quotienten  von  Q-,  und  zwar  können  wir  offenbar  auf  beide 
Arten  zu  jeder  beliebigen  solchen  Untergruppe  gelangen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  uns  ist  der  Fall,  wo  die  Unter- 
gruppe mit  endlichem  Quotienten  selbst  wieder  eine  Fuchs'sche  Gruppe 
von  derselben  Beschaffenheit  wie  d-,  d.  h.  also  eine  Fuchs'sche  Gruppe 
vom  Geschlechte  Null  ist. 
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Um  zu  einer  solchen  Untergruppe  ®'  zu  gelangen,  hat  man  die 
Bereiche  (6)  nur  so  zu  wählen  und  die  Zuordnung  der  frei  gebliebenen 
Seiten  in  entsprechende  Paare  nur  so  einzurichten,  dass  der  Bereich 
Pjj'  in  Bezug  auf  die  Yertheilung  seiner  Ecken  in  Cykeln  die  für  den 
Bereich  B,^  vorausgesetzte  Beschaffenheit  besitzt.  Bedeutet  dann  Z' 
eine  zu  der  Gruppe  &'  gehörige  Fuchs 'sehe  Function,  welche  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  P^  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimmt,  so  lässt  sich  jede  zur  Gruppe  0'  gehörige  Fuchs 'sehe  Func- 
tion rational  durch  Z'  darstellen. 

Nun  ist  offenbar 

z  =  f{n) 

eine  eindeutige  Function  von  iq,  die  bei  den  Substitutionen  von  &' 
ungeändert  bleibt,  denn  z  bleibt  ja  bei  allen  Substitutionen  von  %•  un- 
geändert,  und  &'  ist  in  #  als  Untergruppe  enthalten.  Femer  nimmt 
z  innerhalb  eines  jeden  der  Bereiche  (6)  jeden  Werth  nur  einmal  au, 
also  erhält  z  innerhalb  P^  jeden  Werth  genau  n  Male,  wenn  n  die 
Anzahl  der  Bereiche  (6)  angiebt.  Es  ist  also  z  eine  zur  Gruppe  @' 
gehörige  Fuchs 'sehe  Function  und  folglich  eine  rationale  Function 

(7)  ^  =  \iZ') 

von  Z'. 

Da  zu  jedem  Werthe  von  z  genau  n  Werthe  von  ?j  innerhalb  P^' 
gehören  und  da  Z'  innerhalb  P^  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimmt,  gehören  zu  jedem  Werthe  von  z  genau  n  im  Allgemeinen 
von  einander  verschiedene  Werthe  von  Z' ,  die  nur  für  diejenigen 
^r-Werthe,  welche  Ecken  der  Bereiche  (6)  entsprechen,  d.  h.  für  die 
Punkte 

z  =  a^,  «2?  ■  ■  ■  ^ff+i 

theilweise  zusammenfallen  können. 

D.h.:  Die  Gleichung  (1 )  stellt  eine  algebraische  Gleichung 
w-ten  Grades  für  Z'  als  Function  von  z  dar,  und  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Gleichung  sind  lineare  Functionen  von  z. 
Diese  Gleichung  ist  also  vom  Range  Null. 

Wenn  Z'  eine  Fuchs 'sehe  Function  bedeutet,  die  zu  einer  Unter- 
gruppe mit  endlichem  Quotienten  &'  von  %•  gehört,  die  ebenfalls  eine 
Fuchs'sche  Gruppe  vom  Geschlechte  Null  ist,  und  wenn  Z'  innerhalb 
des  Fundamentalbereiches  P^  von  &'  jeden  Werth  nur  ein  einziges 
Mal  annimmt,  so  sagen  wir,  die  Fuchs'sche  Function  Z'  gehe  aus  der 
Fuchs'schen  Function  z  durch  eine  rationale  Transformation 
und  zwar  durch  eine  solche  Ti-ansformation  vom  w-ten  Grade  hervor. 
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wenn  P^'  durch  Vereinigung  von  n  Bereichen   der  der  Gruppe  -O-  ent- 
sprechenden Theilung  des  Einheitskreises  entstanden  ist. 

Wenn  man  die  Bereiche  (6)  kennt,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit 
die  Riemann'sche  Fläche  anzugeben,  die  die  Verzweigung  der  alge- 
braischen Function  Z'  von  z  darstellt.  Wir  werden  dies  im  folgenden 
Kapitel  an  einigen  Beispielen  erläutern. 


331.    Ausgezeichnete  Untergruppen.    Beziehungen  zur  Galois 'sehen 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

Indem  wir  auf  die  Bezeichnungen  der  Nr.  329  zurückgreifen,  wollen 
wir  zunächst  kurz  den  Fall  betrachten,  wo  die  Untergruppe  0,  die 
zu  der  algebraischen  Function  Z  von  z  gehört,  in  der  Gruppe  Q'  als 
ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten  ist. 

In  diesem  Falle  ist  ®  mit  jeder  Substitution  von  %■  vertauschbar, 
und  folglich 

@=T~^ST=®  (x  =  l,2,..-n-l). 


Die  sämmtlichen  Zweige 

der  algebraischen  Function  Z  von  z  sind  also  Fuchs 'sehe  Functionen  von 
71,  die  bei  den  Substitutionen  derselben  Gruppe  ®  ungeändert  bleiben, 
und  hieraus  folgt  (Nr.  323,  S.  241),  dass  diese  sämmtlichen  Zweige 
durch  einen  derselben  und  durch  z  rational  mit  constanten  Coeffi- 
eienten  dargestellt  werden  können.  Die  Gleichung  (3)  der.  Nr.  329 
(S.  259),  welche  die  algebraische  Function  Z  von  z  definirt,  ist  dem- 
nach im  Sinne  der  von  Kronecker  eingeführten  Terminologie  eine 
Galois 'sehe. 

Aus  diesen  Bemerkungen  können  wir  in  dem  allgemeinen  Falle, 
wo  die  Gruppe  ®  keine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  %•  ist,  einige 
wichtige  Folgerungen  ziehen.  Betrachten  wir  nämlich  die  mit  ®  inner- 
halb -9-  gleichberechtigten  Untergruppen 

®^=T-^®T^  (.  =  l,2,...n-l), 

und  sei  S  eine  beliebige  Substitution  von  -0'.  Dann  ist  8  entweder 
in  ®  enthalten,  oder  es  wird  der  Zweig  Z^  unserer  algebraischen 
Function  Z  von  z  durch  Anwendung  von  S  auf  >j  in  einen  anderen 
Zweig,  etwa  Z.,  dieser  Function  übergeführt.  Im  letzteren  Falle  ist 
die  Gruppe 

s-^®s 
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diejenige^    deren  Substitutionen    den  Zweig  Z.  ungeändert  lassen,   d.  h. 
nichts  anderes  wie  0. .     Wenn  wir  also   die   Gruppe  0   durch   irgend  j  i 
eine  Substitution  von  %^  transformiren,  so  erhalten  wir  immer  nur  eine 
der  Gruppen 

d.  h.  diese    Gruppen    sind    die    sämmtlichen    mit   ®   innerhalb 
-i)-  gleichberechtigten  Untergruppen. 

Betrachten  wir  nun   die  Gesammtheit  der  Substitutionen,  die  den 
Gruppen 

@,  0^,  &„---®^_, 

gleichzeitig  angehören,   so   bildet  diese  Gesammtheit  offenbar  ebenfalls 
eine  Gruppe,  also  eine  Untergruppe  T  von  -O'. 

unabhängige 


Seien   a^,   a^,  ■ 

•  ■  a      ,    unbestimmte,    aber    von 

Grössen,  dann  ist 

V= 

a.Z^  -\-  a,Z,  -{-•••  -\-  a      ,Z     , 

0      0      '          1      1      '                   '          n  —  1      n — 1 

die  zu  der  algebraischen  Gleichung  (3)  gehörige  empfindliche  Func-Ija 
tion  (Nr.  148,  Bd.  II,  1,  S.  61).  Da  die  Gruppe  T  aus  der  Gesammt- 
heit derjenigen  Substitutionen  von  Q-  besteht,  die  jeden  Zweig  den 
algebraischen  Function  Z  von  2  ungeändei-t  lassen,  stellt  offenbar  T 
genau  diejenige  Gruppe  dar,  bei  deren  Substitutionen  die  Function  V 
von  7]  ihren  Werth  nicht  verändert,  d.  h.  V  ist  eine  zu  der  Gruppe  T 
gehörige  Fuchs 'sehe  Function  von  tj,  und  da  V  überdies  eine  alge- 
braische Function  von  0  ist,  so  ist  T  eine  Untergruppe  mit  end- 
lichem Quotienten  von  d-. 

Durch  alle  möglichen  Umläufe,  die  die  Variable  z  in  ihrer  Ebene 
vollzieht,  erfahren  die  Zweige 

j^n ,   Zi^  .  '  •  •  Zj      ^ 

0  *         1  '  n  —  1 

gewisse  Permutationen,  deren  Gesammtheit  die  Galois'sche  Gruppe  y 
der  Gleichung  (3)  constituirt,  wenn  man  als  Rationalitätsbereich  den  | 
Bereich  der  rationalen  Functionen  von  z  mit  willkürlichen  constanten 
Coefficienten  zu  Grunde  legt.  Durch  Anwendung  dieser  Permutationen  j 
in  dem  Ausdrucke  für  Y  verwandelt  sich  diese  Function  in  die  sämmt-  , 
liehen  Zweige  derjenigen  irreductiblen  Gleichung  mit  in  z  rationalen  , 
Coefficienten,  der  Y  Genüge  leistet,  und  diese  Gleichung  ist  dann  nichts 
Anderes,  wie  der  in  dem  angegebenen  Rationalitätsbereiche  irreductible  , 
Factor  der  zu  der  algebraischen  Gleichung  (3)  gehörigen  Galois'schen  t 
Resolvente.     Sei  j 

ein   System   von   Substitutionen  der   Gruppe  d',  bei   deren  Anwendung 


ä 
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auf  7]  die  sämmtliclien  Zweige  der  algebraischen  Function  V  von  2 
zum  Vorschein  kommen,  so  ist  also 

^  =  T(1,  U^,  U^,  ■■■  U_,), 

und  V  ist  die  Ordnung  der  zur  Gleichung  (3)  gehörigen  Galois'- 
schen  Gruppe  y,  d.  h.  die  Anzahl  der  in  y  enthaltenen  Permutationen, 
die  ihrerseits  eindeutig  den  Substitutionen 

zugeordnet  sind. 

Da   irgend   eine  Substitution  S   von  d^   auf  r;  angewandt   nur  eine 
Permutation  der  Zweige 

^oy  ^ir  ■  ■  ■  ^«-1 
bewirken  kann,  während  die  Substitutionen  von  T  alle  diese  Zweige 
ungeändert  lassen,  so  verwandelt  sich  jede  Substitution  von  T  durch 
Transformation  mit  S  wieder  in  eine  Substitution,  die  alle  Zweige  der 
Function  Z  von  2  ungeändert  lässt,  d.  h.  wieder  in  eine  Substitution 
von  T;  wir  haben  also 

d.  h.  T  ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  d-.  Aus  den 
oben  gemachten  Bemerkungen  über  ausgezeichnete  Untergruppen  folgt 
daher  in  Uebereinstimmung  mit  einem  bekannten  Satze  der  Algebra, 
dass  die  Gleichung,  der  V  als  Function  von  0  genügt,  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  jede  ihrer  Wurzeln  durch  eine  derselben  und  durch  z 
rational  ausgedrückt  werden  kann,  d.  h.  dass  diese  Gleichung  eine 
Galois'sche  ist.  Da  ferner  jedes  Z^  als  Function  von  rj  durch  die 
Substitutionen  von  T  nicht  verändert  wird,  ist  auch  jeder  Zweig  der 
algebraischen  Function  Z  von  z  eine  rationale  Function  von  V  und  0 
mit  Constanten  Coefficienten. 


Zweites  Kapitel. 

332.  Behandlung  einer  speciellen  Untergruppe  vom  Geschleehte  Null. 

Sei  die  Gruppe  d^  so  beschaffen,  dass  die  sämmtlichen  Winkel  ihres 
Fundamentalbereiches  B^  gleich  Null  sind.     Es  ist  also 

g   =z  OO  (z=i,  2,  •••  ff-|-l)j 

und  die  Substitutionen  S  von  -O-  befriedigen  demnach  keine  Relation 
(Nr.  308,  S.  188). 

Wir  denken  uns  dann  die  sämmtlichen  Bereiche 

die  den  Fundamentalbereich  i?^  kranzförmig  umgeben,  mit  E^  zu  einem 
Bereiche  P^  vereinigt.  Diese  Bereiche,  die  aus  R^  durch  die  Sub- 
stitutionen 

5^,    S~^  (z  =  l,2,    ■•ff) 

hervorgehen,  sind  sämmtlich  von  einander  verschieden,  imd  P:    besitzt 

demnach  genau 

(8)  6^=6(26—1) 

freie  Seitenpaare.  Die  Zuordnung  dieser  26^  Seiten  werde  nun  wie 
folgt  gemacht. 

Wir  bezeichnen  diejenige  Seite  des  Bereiches 

r^_^  =  s^\r;)       (.=1,2,...  ff), 

die  der  Seite  t.  beziehungsweise  t^!  von  R^^  entspricht,  mit 

t.-      beziehungsweise  t^-.  («=1,2,    -a), 

dann  bilden  die  Seiten 

t^!'^  (/,  z=+  1,  +  2,..  .  +ff;  i  +  x) 

die  Begrenzung  von  Pq  ,  während  längs  der  Seite  f  der  Bereich  R_ 
mit  R^^  zusammenstösst.     Es  mögen  dann  die  Seitenpaare 


einander  zugeordnet  werden. 


1  "     — t 


. 
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Die  Substitutionen,  welche  diese  Seitenpaare  in  einander  über- 
führen, lauten  der  Reihe  nach: 

'       '       '       \ /       V  ^y^-l^y.>  ■••7      ^y.^^^,.> 

So,      0,0    0„         O   ,■■•  O    S        ,  O   ,    b    ö    b   , 
x     1         y.>       y.     2  X'  X     a — 1     x'       x     a     x' 

ho       0,00        ,0,--'bo.,Ol  

X     a         x'       X     a  —  1     X'  x     x-\-\     x' 

Bezeichnen  wir  dieselben  in  dieser  Reihenfolge  durch 

q(1)      0(1)  q(i) 

SO  constituiren  diese  Substitutionen  mit  ihren  inversen  die  Basis  einer 
Untergruppe  &    ,  für  welche  P|,  ^  als  Fundamentalbereich  fungirt. 

Vermöge  der  angegebenen  Art  der  gegenseitigen  Zuordnung  der 
Seiten  von  P^  hat  der  Bereich  P^  genau  dieselbe  Structur  wie  der 
Fundamentalbereich  R^  der  ursprünglichen  Gruppe  d:  Die  Unter- 
gruppe &  ist  also  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten  und 
vom  Geschlechte  Null. 

Jede  Substitution  S  von  d-  lässt  sich  in  die  Form  setzen 

(9)  S=S^'^S^' 


X         ? 


)     wo  ;c  eine  bestimmte  der  Zahlen 

und  S  ^  eine  Substitution  von  0     bedeutet.    Um  diese  Darstellung  für 
die  Substitution    S  von  &   zu  erhalten,   kann  man  wie  folgt  verfahren. 
Sei  die  Substitution  >S'  durch  die  Elemente  der  Basis 

(10)  S^,  S-'        (.=1,2,....) 

von  -&■  ausgedrückt, 

(11)  Ä=Ä'^1>/"2   ...    5% 

WO  x^ ,  X, ,  •  •  •  X     Zahlen  aus  der  Reihe 

1,  2,  ...(? 
bedeuten,  von  denen  niemals  zwei  auf  einanderfolgende  übereinstimmen, 
während  die 
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positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind.  Wir  nennen  dann  die  An- 
zahl der  Substitutionen  der  Basis  von  Q-,  die  in  dem  Ausdrucke  von 
S  auftreten,  den  Index  oder  das  Gewicht  von  S  in  Bezug  auf  die 
Gruppe  Q-  und  setzen 


Zj  \y-^. 


InA^S 


i  —  \ 


Seien  S^,  S.  zwei  Substitutionen  der  Basis  (10)  von  '&■,  wo  u^  ß 
irgend  zwei  Zahlen  der  Reihe 

±1,  +2,  •••  +  <? 

bedeuten  und  für  negative  Werthe  von  a,  ß 

zu  nehmen  ist,  dann  lässt  sich  die  componirte  Substitution 
in  die  Form  setzen: 


t— 1 


(12)  S  S,=  S  S,S  -S'    - 

V/  a     p  a     p     a  a       ^ 

ebenso  ist  für  eine  aus  drei  Substitutionen  der  Basis  (10)  componirte 
Substitution 

(13)  k  S.S  =  S  S^S  •  o     SS     •  S 

\       y  a     p     Y  a     p     a         a  •/     a  a 

u.  s.  w.  Sowohl  in  (12)  als  auch  in  (13j  steht  auf  der  rechten  Seite 
eine  Substitution  von  @  angewandt  hinter  einer  Substitution  der 
Basis  (10). 

Verfahren  wir  auf  diese  Weise  mit  den  Substitutionen,  welche 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (11)  bilden,  so  erhalten  wir  S  in  der 
Form 

(14)  s={^v,p{^^p---{sy^-s7\ 

wo  l,  ,  l^,  ■  '  •  l    Zahlen  der  Reihe 

1,  2,  . .  .  <?, 

und  h^  ,  h^  ,  ■  •  •  h^  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten, 
während  x  eine  bestimmte  der  Zahlen 


ist,  und 


0,1,2,...  6 


S,  =  l 


gesetzt  wurde.    Ist  also  in  (14)  x  =  0,  so  ist  S  selbst  eine  Substitution 
von  0    ,  und  die  rechte  Seite  von  (14)  bricht  mit 


i 
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ab.  Ferner  denken  wir  uns  in  (14)  allemal  zwei  aufeinander  folgende 
der  Substitutionen  (S".  )-  ^ ,  die  einander  zerstören,  weggelassen,  so  dass 
also  in  der  Folge  der  Zahlen 

niemals  zwei  aufeinanderfolgende  identisch  sind. 

Dann  liefert  also  die  Gleichung  (14j  die  gesuchte  Darstellung  von 
S  in  der  Form  (9),  und  wir  können  zugleich  über  die  Zusammensetzung 
der  Substitution  S      von  &      eine  wichtige  Bemerkung  machen. 

Denken  wir  uns  nämlich  irgend  eine  Substitution  S  von  &  in 
der  Form 

^(1)  _  ^gWp^  ^ßWp,  .  .  .  ^^1)^^-/,         (,^^  ,^^ . . .  .^^,^,^ . . .  „^, 

dargestellt  und  zwar  in  der  einfachsten  Weise,  d.  h.  so,  dass  zwei  auf- 
einanderfolgende Substitutionen,  die  sich  zerstören,  bereits  weggelassen 
sind,  so  werden  wir  die  Summe 


V 


m.  I  =  Ind,  S 


x=l 

setzen    und   dieselbe   als   den  Index  oder  das  Gewicht  der  Substitution 
^^^  in  Bezug  auf  die  Gruppe   ©'^^  bezeichnen. 

Die  Gleichungen  (12),  (13)  zeigen  uns,  dass  wenn  S  auf  die 
angegebene  Weise  in  die  Form  (9)  gesetzt  wird,  allemal 

(15)  Ind^  S^'^  <  Ind^  S 

sein  muss. 

Für  die  Gruppe  d-  ergiebt  sich  die  Darstellung 

(16)  ^  =  ä'\i,  s^,  s.^,-..  s^,  s^'-.. s;\  s;') 

als  Product  von  &      in  den  Quotienten 

(17)  Q^  =  {i,s^,s.^,-.-s^,s;'--.^\s;'). 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  zur  Untergruppe  @ 
gehörigen  Fuchs 'sehen  Functionen. 


272  XVI.    Das  Poincare'sche  Princip.     Kapitel  2. 

333.     Bestimmung   der  zu  der   betrachteten  Untergruppe  gehörigen 
Riemann'sehen  Fläche. 

Sei 

z  =  fiyi) 
eine  zur  Gnippe  %■  gehörige, 

eine  zur  Gruppe  &  gehörige  Fuchs 'sehe  Function,  die  innerhalb  des 
Fundamentalbereiches  Jt^,  beziehungweise  F\^  ,  jeden  Werth  nur  ein 
einziges  Mal  annimmt.  Dann  wissen  wir,  dass  z  als  rationale  Function 
von  8^  darstellbar  sein  muss,  und  dass  die  Gleichung,  der  z^  als  Func- 
tion von  z  genügt,  in  z^  vom  Grade  26  -{-  1  und  in  z  vom  ersten 
Grade  ist. 

Die  einzigen  Verzweigungspunkte  der  Function  z^  von  z  sind  die 
den  Ecken  von  B^  entsprechenden  Wei-the  «^,  a^, ,  •  •  •  a^,^ .  Wir  unter- 
suchen also  das  Verhalten  von  z^,  wenn  z  geschlossene  Umläufe  um 
diese  Punkte  vollzieht. 

Einem  einfachen  positiven  Umlaufe  von  z  um  den  Punkt  a,^  ent- 
spricht die  Sub.stitution  A  von  Q-.  Diese  Substitution  ist  nach  Glei- 
chung (2)   der  Nr.  319  (S.  226)  für  x  =  2,  3,  •  •  •  ö  in  der  Foi-m 

A  =S^'S     , 

■/.  y.  y.  —  l 

darstellbar.     Die  Function  z^,  oder  genauer  gesprochen  der  Zweig 

dieser  Function,  verwandelt  sich  demnach  durch  einen  einfachen  posi- 
tiven Umlauf  der  Variabein  z  um  a    in  den  Zweig 

y.  O 

Eine  Wiederholung    dieses  Umlaufes  verwandelt  z^^  in  den  Zweig 

und  durch  einen  dritten  Umlauf  um  a,    wird  z^'~     in  den  Zweig 
zurückkehren. 


Für  a^  ist 


A=^7  ' 


wir  haben  also  beim  erstmaligen  Umlaufe  um  a^  für  den  Zweig  z^ 


,(0) 


.1 
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beim  zweiten  Umlaufe 

während  der  dritte  Umlauf  wieder  den  Ausgangszweig 

liefert.     Der  Zweig 

verwandelt  sich  bei  einmaligem  Umlaufe  von  .?  um  a^  in 

und   ein  nochmaliger  Umlauf  um  a^   führt  s~     in 


zurück. 


Für  a    ,  ,  ist 


(J  -|-  1  12  (7  o ' 

also   verwandelt   ein  einmaliger  Umlauf  um   diesen  Punkt   den  Zweig 


(0)     • 

z\     m 


{") 


f.(Av)  =  ^T, 


S-"-) 


und  den  Zweig  ^^     für  %  =  \,  2,  3,  ■  •  •  ö  in 


Ein   abermaliger  Umlauf  um  a    ,  ,   wird  dann  ,?,   "' 


(-y) 


a'^) 


überführen,  so  dass  also  z^    nach  einem  dreimaligen  Umlaufe  um  f'^  ,  ^ 
zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückkehrt. 
Die  Zweige  z\^  und  s~     bleiben,  da 

ist,   falls  i  von  \,  x,  x  -\-  1,   (?+!  verschieden  genommen  wird,    im- 
geändert,  wenn  s  einen  Umlauf  um  einen  der  Punkte  a.  vollzieht. 
Bezeichnen  wir  also  kurz  durch  +  ^  den  Zweig 

^[-"'  =  [,{^7"^)  (-0,1,....), 

so  wird   das  Verhalten  der  algebraischen  Function  z^  von  z  durch  das 
folgende  Schema  dargestellt: 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    11,2,  18 
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(18) 


,^a^:  {0,  -1,  +1),  (2,  -2),  (3,  -3j,-..((7,   -(?); 

S  =  a^_:    (0,   %,   y, —  1)  (;<  =  2,  3,- --a); 

z  =  a^^,:  {0,  6,-6),  (1,-1),  (2,-2),-..[cJ-l,-(ö-l)]. 


Die  über  der  ^--Ebene  auszubreitende  (2(?-|-  l)-blättrige  Ilicmann- 
scbe  Fläche  T^ ,  welche  die  Verzweigung  der  Function  s^  von  z  dar- 
stellt, wird  demnach  in  folgender  Weise  zu  construiren  sein. 

Wir  legen  durch  die  Funkte 

«i;    «2.    •••    «.^    «.r+l 

einen  alle  (26  -\-  1)  Blätter  (die  wir  den  durch  dieselben  repräsentirten 
Zweigen  .s^^-'''  entsprechend  durch  die  Zahlen 

bezeichnen   wollen)    durchdringenden    Verzweigungschnitt    und    heften 

für 

jc=  1,  2,  •••  ^ 

längs  des  Stückes  (rt^,  '''z+i)  ^^^  i"echte  (negative)  Ufer  des  Schnittes 
im  Blatte  0  an  das  linke  (positive)  Ufer  im  Blatte  —  x,  das  rechte 
Ufer  im  Blatte  —  x  an  das  linke  im  Blatte  n,  das  rechte  Ufer  im 
Blatte  %  an  das  linke  im  Blatte  0,  ferner  wenn  i  eine  von  k  verschie- 
dene Zahl  der  Reihe 

1,2,...  6 

bedeutet,  das  rechte  Ufer  des  Schnittes  im  Blatte  /  an  das  linke  im 
Blatte  —  i  und  das  rechte  Ufer  im  Blatte  —  i  an  das  linke  im 
Blatte  i. 

Ein  positiver  Umlauf  um  a,  ist  dann  für  x  =  2,  3,  •  •  •  ^  so  zu 
vollziehen,  dass  wir  von  dem  in  einem  bestimmten  Blatte  tc^  gelegenen 
,j'-Werthe  ausgehend  zuerst  bis  an  das  rechte  Ufer  des  zwischen  a  ,  a  .. 
gelegeneu  Schnittstückes  herangehen,  den  Schnitt  überschreitend  in  ein 
Blatt  y._,  gelangen,  in  diesem  bis  an  das  linke  Ufer  des  zwischen  (i.  _i,  ci^ 
s-eleo-enen  Schnittstückes  fortschreiten,  den  Schnitt  abermals  über- 
schreitend  in  ein  Blatt  x.^  gelangen  und  in  diesem  uns  dem  über  dem 
Ausgangspunkte  s  gelegenen  Punkte  annähern.  Beim  positiven  Um- 
laufe um  a  ,  ,  hat  man  dagegen  das  zwischen  (a  ,  o  ,  ,)  gelegene 
Schnittstück  längs  seines  linken  Ufers  zu  überschreiten  und  in  dem 
Blatte,  in  welches  man  so  gelangt,  zu  der  über  dem  Ausgangspunkte 
gelegenen  Stelle  hinzugehen. 

Unter  den  Zweigen 

JO)       ^(1)         (-1)      .  .  .      (a)       J-a) 
**!    j  -^l    ;  *!        ?  1    '      1 
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der  algebraischen  Function  2^  von  js  ist  der  Zweig  ^[^^  dadurch  vor 
allen  übrigen  ausgezeichnet,  dass  sich  derselbe  in  jedem  der  Yerzwei- 
gungspunkte 

verzweigt.  Wir  können  darum  diesen  Zweig  z^^^  als  den  Haupt  zweig 
bezeichnen. 


334.     Betrachtung  einer  speeiellen  Untergruppe  im  Falle  eines 
symmetrischen  Fundamentalbereiches. 

Wenn  die  Gruppe  d-,  von  der  wir  in  dem  vorigen  Beispiele  aus- 
gegangen waren,  eine  symmetrische  ist,  d.  h.  wenn  der  Fundamental- 
bereich B^  durch  die  Diagonale  t^,  die  die  Ecken  A  ,j,  A^  mit  ein- 
ander verbindet,  in  zwei  symmetrische  Hälften  B^',  B'^  zerlegt  wird, 
so  kann  man  Untergruppen  mit  endlichem  Quotienten  von  -9'  angeben, 
die  selbst  wieder  symmetrische  Grupi^en  sind.  Wir  erhalten  z.  B.  auf 
folgende  Weise  eine  derartige  Untergruppe,  die  ebenso  wie  d-  vom 
Geschlechte  Null  ist. 

Der  Bereich  B^^  ist  von  den  (ö  -j-  1)  Kreisbogen 

^0 '    ff '    (i  - 1 '  ■  ■  ■  ^1 

begrenzt,  von  denen  jeder  sowohl  den  vorhergehenden  wie  den  darauf 
folgenden  in  einem  auf  dem  Einheitskreise  der  ij- Ebene  gelegenen 
Punkte  berührt.     Sei 

diejenige  zu  ■d'  gehörige  Fuchs'sche  Function,  die  die  eindeutig  con- 
forme  Abbildung  von  Jt^,'  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  der 
^- Ebene  vermittelt.  Dann  entsprechen  also  den  Punkten  der  Begren- 
zung von  B^'  die  Punkte  der  Peripherie  des  Einheitskreises,  der  ^ -Ebene, 
diese  Peripherie  ist  also  die  Linie  l,  welche  die  singulären  Punkte 

«i;    «2^   •••    «ff-M^ 

die  den  Ecken  von  B^'  entsprechen,  untereinander  verbindet. 

Wir  denken  uns  nun  die  Spiegelbilder  des  Bereiches  B^  in  Bezug 
auf  jede  seiner  (?  +  1   Seiten  construirt;  seien  diese 

(19)  %,m„---m^, 

so  dass  also  9i^  das  Spiegelbild  von  B^'  in  Bezug  auf  die  Seite  t_^  be- 
deutet.    Vereinigen   wir   dann  B^^  mit  den  (<?-{-  1)  Bereichen  (19),  so 

erhalten  wir  einen  von 

18* 


276 


XVI.    Das  Poincare'sche  Princip.     Kapitel  2. 
(7,  +  1  =  (J  ((?  +  1) 


Seiten    begrenzten  Bereich  91  ,    der  genau   dieselbe  Beschaffenheit  be- 
sitzt  wie 
Function 


sitzt   wie  Jl^|   selbst.      Diesen   Bereich   9t     denken  wir   uns   durch   eine 


^1  =  ^i  (v) 

auf  das  Innere  des  Einheitskreises  einer  ^^- Ebene  abgebildet,  dann  ist 
diese  Function  offenbar  auch  wieder  eine  Fuchs 'sehe  von  derselben 
Beschaffenheit  wie  f(rj)',  wir  behaupten,  dass  die  zu  der  Function  (p^(rj) 
gehörige  Gruppe  #  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten  von 
^  ist. 

Bezeichnen  wir    den  Werth,    der   das  Spiegelbild  eines  complexen 
Werthes  a  in  Bezug  auf  den  Eiuheitskreis  darstellt,  durch 

1 

a  ' 

WO  ä  der  conjugirte  complexe  Werth  von  a  ist,  und  nennen  (wie  in 
der  Nr.  300,  S.  177)  'a  kurz  den  zu  a  harmonischen  Werth,  so 
lautet  die  Gleichung  des  Kreises,  der  die  Seite  t_^  des  Bereiches  R^ 
bildet, 

(20)  2rj'n-  iK  +  ^.+  i)  (>/+  Y'  +  2  ix  +  .  =  0 

(>;  =  0,  1,  2,  ■■■  a), 

wo  für  3c  =  0 

zu  nehmen  ist.  In  der  That  schneidet  der  durch  die  Gleichung  (20) 
dargestellte  Kreis  den  Einheitskreis  der  ?^ -Ebene  in  den  Punkten 
A.A.,   unter  rechtem  Winkel. 

Bezeichnen    wir     die    projective    Substitution    mit    der    Determi- 
nante —  1 


(  K.  +  K+x 


2^x^.+l 


'■y.-V^ 


'^y.  ~  ^x  +  1 
K  +  K  +  l 


l..  —  l 


y.  +  \ 


l..  —  l 


y.  +  l 


mit  27  ,  so  ist  offenbar 


(21)  Z_^^  =  1  (z  =  0,  l,2,--o) 

und  der  Ausdruck 

stellt  das  Spiegelbild  des  Punktes  7]  in  Bezug  auf  den  Kreis  (20) 
dar.  Wir  können  also  die  Spiegelung  in  Bezug  auf  den  Kreisbogen 
t    mit 


i 
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liezeichnen.  In  der  Regel  werden  wir  für  dieselbe  kurz  nur  2J. 
schreiben. 

Bilden  wir  nun  aus  den  6  -\-  \  Operationen 

(22)  2;/.^  2:,'n,---  u/n 

als  Basis  eine  Gruppe  -9-,  so  sind  die  Operationen  dieser  Gruppe  ein- 
deutig zugeordnet  den  verschiedenen  Bereichen,  die  aus  B.^'  durch  immer 
fortgesetzte  Spiegelungen  in  Bezug  auf  die  Seiten  entstehen,  d.  h.  mit 
anderen  Worten,  den  Halbbereichen,  in  welche  die  Bereiche 

5,i?y  (r=0,l,2,-.  X), 

die  aus  B^  durch  die  Substitutionen  S^,  der  Gruppe  d-  hervorgehen, 
durch  die  der  Diagonale  f^  von  B^  entsprechenden  Diagonalen  zerlegt 
werden. 

Eine  Operation  der  Gruppe  d-,  die  aus  einer  geraden  Anzahl  von 
Operationen  der  Basis  (22)  zusammengesetzt  ist,  ist  offenbar  nichts 
anderes  wie  eine  jirojective  Substitution  der  Gruppe  d;  und  umgekehrt 
ist  jede  Substitution  von  -9-  als  Composition  einer  geraden  Anzahl  von 
Operationen  der  Reihe  (22)  darstellbar,  denn  wir  haben 

Die  Operationen  von  d-  zerfallen  demnach  in  zwei  Arten;  die  Ojiera- 
tionen  der  ersten  Art  sind  die  aus  einer  geraden  Anzahl  der  Opera- 
tionen (22)  componirten  projectiven  Substitutionen  der  Gruppe  -O-,  die 
Operationen  der  zweiten  Art  bestehen  aus  einer  ungeraden  Anzahl 
von  Operationen  (22).  Wir  bezeichnen  die  letztere  Art  von  Opera- 
tionen typisch  durch  2J,  während  für  die  erste  Art  die  Bezeichnung  S 
beibehalten  wird. 

Wir  haben  dann  offenbar,  wenn  S  irgend  eine  Operation  erster 
Art  bedeutet,  in 

wieder  eine  Operation  der  ersten  Art,  d.  h.  es  gilt  der  Satz: 

Die    Gruppe  -9'    ist    in    der   Gruppe  d-   als    ausgezeichnete 

Untergruppe  enthalten. 

Man  sagt  mit  Herrn  Klein,   die  Gruppe  d-  sei  aus  der  Gruppe  0- 

durch    Erweiterung    mittelst    der    Spiegelung  ^^'i]  hervorgegangen, 

denn  offenbar  kann  jede  Operation  von  d-  in  einer  der  beiden  Formen 

dargestellt  werden,  wo  S  eine  Substitution  von  d-  bedeutet. 
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Die  Bezieliimgen  der  Operationen  der  erweiterten  Gruppe  d-  zu  der 
Function 

lassen    sich    auf  Grund    der  Ergebnisse    der  Nr.  319   (S.  225  ff.)   sofort 
angeben. 

Für  eine  Operation  erster  Art  S  ist 

0  =  f(Srj), 
dagegen   verwandelt   sieb   z  in  seinen  harmoniseben  Werth  '.z,   wenn  ?; 
eine  Operation  zweiter  Art  2J  erleidet,  d.  b.  wir  haben 

'.  =  /-(2: '.?)■• 

Insbesondere    können    wir    sagen:    wenn   i]   von    einem    Punkte   rj^    des 
Bereiches  J?^'  ausgehend,  die  Seite  t^  überschreitend  nach  dem  Punkte 

des  Bereiches  R.   geht,  so  bewegt  sich  z  von  dem  Punkte 

~^o  =  /■(%) 
nach  dem  harmonischen  Punkte 

hin,  indem   es  die  Peripherie   l   des  Einheitskreises  in  einem  zwischen 
den   Stellen   a_,   <^i.ii    gelegenen   Punkte    überschreitet;    dabei    ist    für 

ZU  nehmen. 

Wenn  wir  uns  also  die  unendlich  vielblättrige  Rie mann 'sehe 
Fläche  T  denken,  die  über  der  ?■- Ebene  ausgebreitet  die  Verzweigung 
der  Function  tj  von  z  darstellt,  und  jedes  Blatt  dieser  Fläche  durch 
den  Einheitskreis  l  in  zwei  Halbblätter  zerlegen,  so  entsprechen 
diese  Halbblätter  den  oben  erwähnten  Halbbereichen  der  Theilung  der 
>y- Ebene,  und  dadurch  eindeutig  den  Operationen  der  erweiterten 
Gruppe  #.  Die  Art,  wie  die  Halbblätter  längs  der  einzelnen  Theile 
des  Schnittes  l  in  einander  übergehen,  ist  durch  die  Gruppe  -O'  voll- 
kommen bestimmt;  da  wir  den  Bereich  R^'  mit 

zusammen    als    den   Fundamentalbereich   i?^    auffassen,    sind   diejenigen 
beiden  Halbblätter,  die  längs  des  Schnitttheiles 

mit  einander  zusammenhängen,  zu  einem  ganzen  Blatte  der  Fläche  T 
zu  vereinigen. 


335.    Quotient  der  Untergruppe. 
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335.     Beziehungen    zwischen    der    ursprünglichen   Gruppe   und    der 
betrachteten  Untergruppe. 

Betrachten  wir  nun  den  durch  Vereinigung  der  Bereiche 

^'ü'     ^^0?     -^^l?  "^ff 

entstandenen  Bereich   'Si  .     Die    zu    den   a^  -\-  1    freien   Seiten   von  'Sii 
gehörigen  Spiegehingen  sind  dann,  wie  man  sofort  übersieht 

U^^^J.^U^/rj         (/,,y-=o, 1,2, ■■■<!■  A  +  z); 
wir  bezeichnen  dieselben  z.  B.  in  der  Reihenfolge 


(23) 


durch 


a      a — 1       ö"  a      a  —  2      o" 

\      Q      o        *~0?  0      a— 1      0? 

T^       V  ^     .  .  .     V^ 

und  bilden  aus  den  Operationen 

Z.^ri  (z=o,i,2,-- 


a      0      o ' 


Z'E  E 

0      10 


'^i) 


als  Basis  eine  Gruppe  -9-  • 

Diese  Gruppe  ist  dann  oifenbar  eine  Untergruppe  der  Gruppe  0-. 
Wir    können    die    Beziehung    zwischen   %■  und  ^    sehr  leicht  angeben. 

Da  die  Operationen  (22)  den  Gleichungen  (21)  Genüge  leisten,  so 
lässt  sich  jede  beliebige  Operation  S  der  Gruppe  0-  auf  eine  Weise  in 
der  Form 

(24)  ^=  E.  E.  ■■■  E. 

darstellen,  wo  die 

1  '      2  ■  V 

irgendwelche  Zahlen  der  Reihe 

0,1,  2, -■■6 

bedeuten  und  niemals  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Zahlen  einander 
gleich  sind.  AVir  nennen  dann  v  den  Index  oder  das  Gewicht  der 
Operation  (24)  in  Bezug  auf  die  Gruppe  -0-  und  setzen 


Ind^  S. 
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Ebenso   kann   jede   Operation   S    von  d-     nur  auf   eine  Weise  in 
der  Form 

S^  =  2J':  u'  ■■■  2J' 

'1        '2  'v, 


dargestellt  werden ,  wo  die 

h'  hy  ■  • 

•\ 

Zahlen  der  Reihe 

0,1,2,. 

■■^1 

bedeuten,   von  denen  niemals  zwei  aufeinanderfolgende  einander  gleich 
sind,  da  die  Operationen  2J__    auch  die  Relationen 

■/.        y. 

erfüllen.     Wir  setzen  dann 


1 


und  nennen  diese  Zahl  den  Index  oder  das  Gewicht  der  Operation  S^ 
in  Bezug  auf  die  Gruppe  #■   . 

Um  nun  eine  beliebige  Operation  von  #■  aus  Operationen  von  d-^ 
und  gewissen  einfachsten  Operationen  von  -9-  zusammenzusetzen,  ver- 
fahren wir  ähnlich  wie  in  der  Nr.  331  (S.  270)  für  die  daselbst  be- 
trachteten Gruppen. 

Die  aus  zwei  Operationen  der  Basis  (22)  von  O'  zusammengesetzte 
Operation 

lässt  sich  in  die  Form  setzen 

(25)  Z  Z^  =  2J  U,Z  ■  U  ' 

ebenso  ist  eine  aus  drei  Operationen  der  Basis  (22)  componirte  Opera- 
tion in  der  Form 

darstellbar,  wenn  y  von  a  verschieden  ist. 

Auf  diese  Weise  lässt  sich  also  jede  Operation  S  von  d-,  die  in 
der  Form  (24)  gegeben  ist,  in  der  Gestalt 

(27)  S  =  S'-L\ 

darstellen,    wo   S     eine   Operation   von   ^^   und  Z"^   entweder   eine   der 
Operationen   der  Basis  (22)   oder  die  identische  Operation  1    bedeutet. 
Aus  den  Gleichungen  (25),  (26)  schliessen  wir,  dass  bei  der  Dar- 
stellung (27)  stets 

(28)  h^^S>hid^S' 
sein  wird. 


I 
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Wir  können  demzufolge  die  Beziehung  zwischen  den  Gruppen  -9- 
und  '9'^  durch  die  Gleichung 

(I.'irstellen,  d.  h.  die  Gruppe  -O-    ist  eine  Untergruppe  mit  dem  end- 
lichen Quotienten 

von  O'. 

Betrachten  wir  nun  die  in  der  Nr.  334  (S.  27b)  definirte  Fuchs'- 
sche  Function 

^1  =  9^1  iv) , 

welche  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Bereiches  91  auf  das 
Innere  des  Einheitskreises  der  ^^- Ebene  vermittelt.  Die  Gruppe  0' 
projectiver  Substitutionen,  bei  deren  Anwendung  die  Function  q)^  (i]) 
ungeändert  bleibt,  ist  dann  nichts  Anderes  wie  die  Gruppe  derjenigen 
Operationen  der  Gruppe  ^  ,  deren  Index  eine  gerade  Zahl  ist,  ebenso 
wie  Q-  aus  den  Operationen  mit  geradzahligem  Index  der  Gruppe  d- 
besteht. 

Also  ist  'O'  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  mit  endlichem  Quo- 
tienten von  #  und  folglich,  wie  wir  behauptet  hatten,  .auch  eine  Unter- 
gruppe mit  endlichem  Quotienten  von  9: 

Die  Gruppe  Q-^  ist  überdies  vom  Geschlechte  Null,  d.  h.  jede 
bei  ■9'^  unveränderliche  Fuchs 'sehe  Function  ist  rational  durch  ^^  dar- 
stellbar; also  erscheint  z  als  rationale  Function  von  ^^, 

Wir  haben  nun  die  durch  diese  Gleichung  definirte  algebraische  Func- 
tion t,^  von  z  genauer  zu  charakterisiren. 


336.     Bestimmung   der   zu   der  betrachteten  Untergruppe  gehörigen 
Riemann'schen  Fläche. 

Die  einzigen  Verzweigungsstellen  der  Function  t,^  von  z  sind  offen- 
bar die  Punkte 

«1,    «2'    •••    ^'«'    ^^+1' 

die  den  Ecken  von  Ji^  entsprechen.  In  der  durch  den  Querschnitt  l, 
der  längs  der  Peripherie  des  Einheitskreises  von  «^  über  a^  u.  s.  w. 
nach  dgi^  hingeführt  ist,  zerschnittenen  ^- Ebene  ist  also  t,^  eindeutig 
determinirt. 
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Gehen  wir  für  einen  ^'-Werth  mit  dem  innerhalb  des  Fundamental- 
bereiches Rq  von  d-  gelegenen  i^-Werthe  aus,  und  berechnen  den  ent- 
sprechenden Werth  von 

so  erhalten  wir  einen  wohlbestimmten  Zweig  q^  der  Function  t,^,  der 
also  innerhalb  der  durch  l  zerschnittenen  ^' -Ebene  eindeutig  ge- 
geben ist. 

Wir  vollziehen  nun  einen  positiven  geschlossenen  Umlauf  um  den 
Punkt  a_  ,  indem  wir  zunächst  den  zwischen  «^,  ^'^4.1  gelegenen  Theil 
des  Schnittes  l  in  der  Richtung  vom  negativen  nach  dem  positiven 
Ufer  hin  (vergl.  die  Fig.  ol,  S.  230)  überschreitend  nach  dem  zu  dem 
Ausgangswerthe  s  harmonischen  Werthe  's  gehen,  dann  den  zwischen 
a,^  und  «.  _j  gelegenen  Theil  von  l  in  der  Richtung  vom  positiven  nach 
dem  negativen  Ufer  hin  überschreitend  nach  z  zurückkehren.  Die 
Variable  t]  ist  dann  von  dem  innerhalb  B^^  gelegenen  Werthe  r^  zu  dem 
Werthe 

und  von  diesem  Punkte  weiter  nach 
gegangen.     Demgemäss  hat  sich  also 

in  den  Zweig 

verwandelt. 

Ein  abermaliger  positiver  Umlauf  von  z  um  a^  verwandelt  den 
Zweig  ^^^^  in 

Nun  ist  aber 

E  E       E  E        =  E  E       E  •  E       E       E        •  E       E 

wir  haben  folglich,  da  die  Substitution 

E  E     ,E  ■  E     ,E     ^E     , 

y.      y.  —  l      y.  /.  —  1      z  —  2      y.  —  1 

der  Gruppe  %^    angehört, 

Wenn  Avir  z  den  Umlauf  um  a.  zum  dritten  Male  vollziehen 
lassen,    so  verwandelt  sich  t,^^         in 

9^:  (^.^.-,^.  •   ^y.-.^y.K.-.n)   =   9^,  ^>?) 

d.  h.  wieder  in  den  Ausgangszweig. 
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Die«  gilt  für  alle  Werthe 

^=1,  2,-..(j+l, 

nur  ist  für  k  =^  1  im  oberen  Index  von  ^^  zu  nehmen 

%  —  1  =  (j  -[-  1, 

und  im  untern  Index  der  U 

;{  —  1=0,         X  —  2  =  0] 

ferner  ist  zu  beachten,  dass  der  zwischen  a^  vmd  f'„  ,  ^  j^elegene  Bogen 
l  des  Einheitskreises  der  *:-Ebeue  nicht  als  Querschnitt  fungirt,  dass 
vielmehr  der  Uebergang  von  einem  Punkte  s  zu  seinem  harmonischen 
Werthe  innerhalb  der  zerschnittenen  ^-Ebene  so  erfolgen  muss; 
dass  der  Einheitskreis  in  einem  Punkte  von  l^^  passirt  wird. 
Wir  haben  also  die  6  -\-  2  Zweige 

der  algebraischen  Function  t,^  von  z,  und  wenn  wir  dieselben  kurz 
durch  die  als  obere  Indices  fungirenden  Zahlen  bezeichnen,  so  gilt  für 
den  singulären  Punkt  a,    das  Verzweigungsschema 

(0,    X,    X  —   1)  (z  =  l,2,-«  +  l). 

In  der  That  bleibt  der  Zweig  ^^^^  bei  einem  einfachen  Umlaufe  um  a_^ 
ungeändert,  wenn  i  von  0,  x,  x  —  1  verschieden  ist,  denn  es  ist 
dann 

und  folglich 

Die  Construction  der  die  Verzweigung  von  ^^  darstellenden  Rie- 
mann  "sehen  Fläche  gestaltet  sich  hiernach  wie  folgt: 

Man  lege  durch  die  (ö-j-2)-fach  gedachte  5;-Ebene  den  alle  ^ -|- 2 
Blätter  (die  wir  entsprechend  den  durch  dieselben  repräsentirten  Zwei- 
gen von  2;^  durch 

0,  1,  2,  ...(?+ 1 

bezeichnen)  durchdringenden  Schnitt  1,  und  hefte  längs  des  zwischen 
(iy_^  und  a,   gelegenen  Stückes  für 

3f  =  2,  3,  •••(?+  1 

das  rechte  (negative)  Ufer  des  Schnittes  l  im  Blatte  0  an  das  linke 
(positive)  Ufer  im  Blatte  x  —  1,   das  rechte  Ufer  im  Blatte  x  —  1  an 
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das  linke  im  Blatte  6  -{-  1,  das  rechte  Ufer  im  Blatte  a  -{-  i  an  das 
linke  im  Blatte  0,  und  wenn  i  eine  von  0,  k  —  1,  <?  +  1  verschiedene 
der  Zahlen 

0,  1,  2,  ...^  +  1 

bedeutet,  das  rechte  Ufer  im  Blatte  i  an  das  linke  Ufer  im  selben 
Blatte,  so  dass  also  in  den  Blättern  i  das  zwischen  ci_^_^  und  «^  ge- 
legene Stück  von  l  nicht  als  Verzweigungsschnitt  fungirt. 

In  dieser  Riemann 'sehen  Fläche  %  ist  dann  ^^  eine  eindeutige 
Function  des  Ortes. 

Um  von  der  Natur  der  Fläche  Z^  eine  klare  Vorstellung  zu  ge- 
winnen, denken  wir  uns  jedes  Blatt  derselben  durch  den  Einheitskreis 
l  in  zwei  Halbblätter  zerlegt,  die  wir,  jenachdem  sie  das  Innere  oder 
das  Aeussere  des  Einheitskreises  bilden,  als  das  innere,  beziehungsweise 
äussere  Halbblatt  des  betreffenden  Blattes  von  %  bezeichnen.  Die  so 
entstellenden  2ö  -{-  4:  Halbblätter  entsprechen  gewissen  Halbbereichen 
der  durch  die  Gruppe  d-  bestimmten  Theilung  des  Einheitskreises  der 
tj- Ebene,  die  wir  in  folgender  Weise  erhalten. 

Wir  spiegeln  den  Bereich 

m'  =  i?o'  +  9^0  +    '^I   +   •  •  •   +   '^a 

in  Bezug  auf  irgend  eine  seiner  Seiten  r„  und  bezeichnen  die  so  ent- 
stehenden  Spiegelbilder  von  ?R^ ,  It^'  und  91^  beziehungsweise  mit 

SO  dass  also 

W  =  r;  +  m,  +  W,  +  ---  +  ^^ 

ist.     Der  Bereich 

%'  +  ~^' 

ist  dann  der  Fundamentalbereich  der  Fuchs 'sehen  Gruppe  -&■  ,  und 
wenn  wir  diejenigen  Seiten  desselben,  die  Spiegelbilder  von  einander 
in  Bezug  auf  die  Seite  r^^  von  9i^  sind,  einander  zuordnen,  so  bilden 
die  Substitutionen,  durch  welche  zwei  so  zugeordnete  Seiten  in  ein- 
ander transformirt  werden,  mit  ihren  inversen  eine  Basis  von  %•  . 

Offenbar  ist  nun  (1R^  -j-  9^^)  die  eindeutig  conforme  Abbildung 
der  Riemann 'sehen  Fläche  %  ,  wenn  wir  uns  diesen  Bereich  durch 
stetige  Deformation  und  Biegung  so  umgewandelt  denken,  dass  cor- 
respondirende  Punkte  je  zweier  einander  zugeordneter  Seiten  zur 
Deckung  kommen.  Es  entsprechen  demnach  dem  innern,  beziehungs- 
weise äussern  Halbblatte  des  Blattes  0  von  %    die  Halbbereiche 

Pi^  und  9^J, 


1 
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dem  Innern  beziehungsweise  äussern  Halbblatte  des  Blattes  ((?  -f  1) 
von  X    die  Halbbereiclie 

9^Q  und  R^', 

während  dem  innern  beziehungsweise  äussern  Halbblatte  des  Blattes  i 
von  %    die  Halbbereiche 

9?.  und   9t\         (/=i,2,-  ff) 
entsprechen. 

Die  auf  die  angegebene  Weise  aus  dem  Bereiche 

gebildete  geschlossene  Fläche  ist  aber  auch  die  eindeutig  conforme 
Abbildung  der  ^^- Ebene.  Den  Punkten  der  Begrenzung  von  9i^  ent- 
sprechen die  Punkte  der  Peripherie  des  Einlieitskreises  der  ^^- Ebene; 
den  Ecken  von  Üt    mögen  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  die  Punkte 


(.  1        1 


1 

"1  +  1 


entsprechen.  Es  sind  dies  dann  diejenigen  Werthe  der  algebraischen 
Function  ^^  von  ,",  die  in  den  Verzweigungspimkten 

^  =  «i;    «2'    •••    «a  +  l 

zum  Vorschein  kommen.  Der  Eintheilung  des  Bereiches  (jR^  -\-  9^'), 
beziehungsweise  der  aus  demselben  gebildeten  geschlossenen  Fläche  in 
die  Halbbereiche 

i?;,  R^;,  m^,  ^\     (.=0,1, 2,..  ff), 

entspricht  eine  Eintheilung  der  ^j- Ebene  in  Parzellen,  die  sich  schlicht 
neben  einander  lagern  und  deren  Begrenzung  von  jenen  ^^  Punkten 
gebildet  wird,  für  welche 

|.|  =  1 

ist.  Diese  Parzellen  sind  nichts  anderes  wie  die  den  einzelnen  Halb- 
blättern der  Fläche  X  entsprechenden  Bereiche ,  dieselben  geben  also 
in  ihrer  Anordnung  wieder  eine  getreue  Darstellung  der  Gestalt 
von  X  .  Hieraus  können  wir  einige  für  das  Folgende  wichtige  Schlüsse 
ziehen. 

Denken  wir  uns  z.  B.  s  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  be- 
schränkt; wenn  dann  s  einen  Punkt  des  Blattes  0  darstellt,  so  liegt 
der  entsprechende  T^-Werth  in  dem  Bereiche  R^\  Alle  Punkte  von 
Rq,    auch    die    Punkte    der    Begrenzung,    mit   Ausnahme    der   Ecken, 
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liegen  aber  im  Innern  von  9i  ,  also  liegen  die  entsprechenden  Werthe 
von  ^^  (da  ^^  die  conforme  Abbildung  von  9i  auf  das  Innere  des  Ein- 
heitskreises vermittelt)  innerhalb  des  Einheitskreises.     D.  h.: 

Wenn  s  innerhalb  oder  auf  dem  positiven  Ufer  der  Peri- 
pherie des  Einheitskreises  gelegen  ist^  und  nicht  mit  einem 
der  Verzweigungspunkte  zusammenfällt,  so  sind  die  zuge- 
hörigen Werthe  des  dem  Blatte  0  von  X  entsprechenden 
Zweiges  q  von  t,^  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  wie 
Eins. 

Möge  z.  B.  der  Punkt  a^  dem  Werthe  z  =  a^^  entsprechen,  und 
mögen  die  Punkte  «^  ,  «.,  ,  •  •  •  «„  ,  ^  auf  der  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises der  ^^- Ebene  so  aufeinander  folgen,  wie  die  wachsenden 
Zahlen  auf  dem  Zifferblatte  einer  Uhr.     Dann  sind  die  Punkte 

/  \  111  1 

\    ■'  1  '       a+l  '       2ö-}-l'  ff^-f-1 

die  Ecken  der  dem  inuern  Halbblatte  0  entsprechenden  Parzelle  der 
^^ -Ebene,  und  die  Begrenzung  dieser  Parzelle  wird  von  Curven  ge- 
bildet, die  ganz  im  Innern  des  Einheitskreises  verlaufen  und  nur 
die  Punkte  («)  mit  der  Peripherie  dieses  Kreises  gemein  haben.  Von 
den  ((J  -f-  1)  übrigen  Parzellen,  in  welche  das  Innere  des  Einheits- 
kreises durch  jene  Curven  getheilt  wird,  entspricht  die  eine  dem 
äusseren  Halbblatte  0,  während  die  übrigen  den  äusseren  Halbblättern 
1,  2,  •  •  •  6  entsprechen. 

Wenn  z  ausserhalb  des  Einheitskreises  im  Blatte  6  -\-  1  gelegen 
ist,  so  befindet  sich  tj  im  Bereiche  -R^,'.  Alle  Punkte  dieses  Bereiches, 
auch  die  auf  der  Begrenzung  desselben  gelegenen  Punkte,  mit  Aus- 
nahme der  Ecken,  liegen  innerhalb  des  Bereiches  9i  ,  der  die  Abbil- 
dung des  ausserhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Theiles  der  ^^-Ebene 
darstellt.  Also  liegen  die  den  Punkten  des  äusseren  Halbblattes  6  -\-  1 
entsprechenden  ^^ -Werthe  ganz  ausserhalb  des  Einheitskreises  und  er- 
füllen ein  zusammenhängendes  Gebiet,  welches  von  (ö  -{-  1)  Curven 
begrenzt  wird,  die  selbst  ganz  ausserhalb  des  Einheitskreises  ver- 
laufen und  nur  ihre  Endpunkte,  d.  h.  je  zwei  aufeinanderfolgende  der 
Punkte  (a)  mit  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gemein  haben.  Die 
6  -\-  1  zwischen  diesen  Curven  und  dem  Einheitskreise  gelegenen  Par- 
zellen entsprechen  beziehungsweise  den  inneren  Halbblättern 

1,2,...    6,6+1 
der  Fläche  %^ . 

Wir  heben  als  das  für  die  Folo-e  wichtigste  Resultat  hervor: 
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Wenn  z  im  Innern  oder  auf  dem  positiven  Ufer  des  Ein- 
heitskreises selbst  verbleibt  und  nicht  mit  einem  der  Ver- 
zweigungspunkte zusammenfällt,  so  sind  die  entsprechenden 
Werthe  des  einen  Zweiges  ^^  der  algebraischen  Function  t,^^  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  wie  Eins,  während  die  ent- 
sprechenden Werthe  der  übrigen  Zweige  absolute  Beträge 
besitzen,  die  grösser  oder  gleich  Eins  sind. 

Wir  nennen  diesen  Zweig  t^  den  Hauptzweig  der  algebraischen 
Function  t,^  von  s. 


Drittes  Kapitel. 

337.     Definition  der  gefundenen  algebraischen  Function  bei  ge- 
gebenen Werthen  ihrer  Verzweigungspunkte. 

Wenn  wir  von  der  Art,  wie  wir  die  algebraische  Function  ^^  von 
z  erhalten  haben,  absehen  und  uns  nur  die  auf  dem  Einheitskreise  der 
^r-Ebene  gelegenen  Punkte 

gegeben  denken,  so  können  wir  die  in  der  vorigen  Nummer  (S.  283) 
beschriebene  {o  -\-  2) -blättrige  Riemann'sche  Fläche  %  über  der 
^- Ebene  aufbauen,  und  dann  auf  Grund  der  Riemann 'sehen  Existenz- 
theoreme schliessen,  dass  es  eine  algebraische  Function  Z^  von  s  geben 
muss,  die  auf  dieser  Fläche  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist. 

Die  Riemann'sche  Fläche  %  ist  eine  einfach  zusammen- 
hängende, denn  die  Anzahl  ic  der  einfach  zu  zählenden  Verzweigungs- 
puukte  ist 

IV  =  2  {6+1), 

indem  jedes  a_  ein  doppelt  zu  zählender  Verzweigungspunkt  ist,  die 
Anzahl  n  der  Blätter  ist 

n  =  (j  +  2, 

man  hat  also  für  die  Zahl  2  p  -\-  1,  die  die  Ordnung  des  Zusammen- 
hanges der  Fläche  bestimmt,  nach  der  Riemann'schen  Formel 

IV  —  2n  =  2_2)  —  2, 
den  Werth  Eins. 

Wir   können   folglich    die   algebraische   Function  Z,   von  z  so  ein- 

o  O  1 

richten,  dass  sie  nur  an  einer  Stelle  der  Fläche  X  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  wird,  und  behalten  dann  in  Z^  noch  drei  willkür- 
liche Constanten,  indem  nämlich,  wenn  Z^  eine  specielle  so  beschaffene 
Function  bedeutet,  auch 
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für  willkürliche  complexe  Werthe  der  a,  ß,  y  die  gleichen  Eigen- 
schaften besitzt,  und  umgekehrt  jede  algebraische  Function  von  der 
angegebenen  Beschaffenheit  in  dieser  Form,  d.  h.  als  linear  gebrochene 
Function  von  Z^  dargestellt  werden  kann.  Es  ist  dann  z  eine  ratio- 
nale Function  von  Z^.     Bezeichen  wir  nun  durch 

Z^  =  Aiz) 

die  erwähnte  specielle  Function,  dann  ist  der  conjugirte  complexe 
Werth 

Z^  =  T{7) 

eine  monogene  Function  von  'z^  also  auch  von 

,    1 

z 

und  besitzt  als  Function  von  'z  aufgefasst  die  analogen  Eigenschaften 
wie  Z^  als  Function  von  z,  indem  ja  die  Verzweigungsstellen 


von  denen  die  Natur  der  algebraischen  Function  A{z)  allein  abhängt, 
beim  Uebergange  von  z  zu  'z  dieselben  bleiben.  Aus  demselben 
Grunde  ist 

ebenfalls  als  Function  von  'z,  eine  in  der  Fläche  %^  eindeutige  Func- 
tion, die  nur  an  einer  Stelle  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird; 
wir  erkennen  also,  dass  Z^  als  linear  gebrochene  Function  von  ACz) 
darstellbar  sein  muss. 

Daraus  folgt  (vergl.  die  in  der  Nr.  320,  S.  229,  angewandte  Schluss- 
weise), dass  es  in  der  Z^^-Ebene  einen  Kreis  K  giebt,  auf  welchem 
alle  Werthe  der  Function  Z^  liegen,  die  den  Verzweigungspunkten 

der  Fläche  %  entsprechen,  und  dass  z  auf  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises verbleibt,  wenn  Z^  die  Peripherie  von  K  durchläuft. 

Da  wir  durch  eine  lineare  Function  den  Kreis  K  auf  den  Ein- 
heitskreis abbilden  können,  so  folgt,  dass  wir  uns  die  Function  Z^^  von 
vornherein  so  gewählt  denken  können,  dass  wenn 

i  ^x  I  =  1 

ist,  auch  z  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  Ems  wird.  Die  so  be- 
stimmte Function  Z  enthält  noch  drei  reale  willkürliche  Constanten, 
indem  der  Ausdruck 

ScUlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  19 
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eine   ebenso  wie  Z^  beschaffene  Function  von  z  liefert,   wenn  die  pro- 
jective  Substitution 

eine  Verschiebung  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  darstellt. 
Die  vorhin  behandelte  Function 

k  =  9^1  (v) 

ist  offenbar  eine  solche  wie  Z^  beschaffene  Function. 

Für  diese  Function  Z^  von  ^  gelten  nun  in  Bezug  auf  ihre  Zweige 
genau  dieselben  Gesetze  wie  die,  welche  wir  für  die  Function  ^^  ge- 
funden hatten,  wenn  wir  noch  die  Bedingung  hinzufügen,  dass  einem 
bestimmten  Werthe  von  z,  der  innerhalb  des  Einheitskreises  liegt,  ein 
Werth  des  Hauptzweiges  der  Function  Z^  entsprechen  soll,  der  eben- 
falls im  Innern  des  Einheitskreises  gelegen  ist.  Es  ist  also,  wenn  Z^ 
den  Hauptzweig, 

7(1)      7(2)  y{o  +  l) 

die  übrigen  Zweige  der  Function  Z^  darstellen, 

für|^l<l,     lZf|<l,     |ZJ"M>1  (;<=i,2,...a+i). 

Wir  wollen  nun  über  die  drei  realen  Constanten,  von  denen  Z 
noch  abhängt,  so  disponiren,  dass  Z^  mit  z  gleichzeitig  verschwindet 
(dadurch  sind  zwei  reale  Constanten  festgelegt),  und  dass  einem  ge- 
wissen realen  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Werthe  h^  von 
Zj^  ein  ebenfalls  realer  und  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegener 
Werth  h  von  2  entspricht.  Die  so  vollständig  fixirte  Function  von  ,? 
wollen  wir  in  Uebereinstimmung  mit  der  bereits  benutzten  Bezeich- 
nung ^j  nennen.  Da  für  |  £;^  |  =  1  auch  |  .s  j  =  1  ist,  so  entsprechen 
nach  dem  Riem an n 'sehen  Fortsetzungsprincipe  harmonischen  Werthen 
von  ^^  auch  harmonische  Werthe  von  2,  es  ist  folglich  für  t,^  =  oo 
auch  2  unendlich  gross. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gleichung,  der  ^^  als  Function  von  s 
genügt,  so  besitzt  dieselbe,  da  2  rational  durch  t,^  ausdi'ückbar  sein 
muss,  in  0  lineare  Coefficienten,  und  der  Coefficient  von  ^°  ist,  da  2 
und  ^^  gleichzeitig  unendlich  werden,  eine  Constante,  die  wir  gleich 
Eins  nehmen  können.  Da  ferner  ^^  und  2  auch  gleichzeitig  verschwin- 
den, ist  der  Coefficient  der  nullten  Potenz  von  ^^  mit  0  proportional, 
also  etwa  gleich 
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und  zwar  ist^  wie  man  ohne  Schwierigkeit  einsieht, 
Nun  haben  wir  aber 


<^o  I  =  1  ■ 


L'S  ist  also,   wenn  z  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  wie  Eins  ist 


338.     Wiederholte   Anwendung   des   zur  Bildung   der   algebraischen 
Function  angegebenen  Verfahrens. 

Wir  können  nun  dasselbe  Verfahren,  welches  wir  auf  die  Function 

z  ^  f{ri) 
angewandt  haben,  um  zu  der  Function 

^1  =  9i  iv) 

zu  gelangen,  auch  auf  diese  ebenso  wie  f{ri)  beschaffene  Fuchs'sche 
Function  anwenden.  D.  h.  mit  anderen  Worten,  wir  bilden  die  Spiegel- 
bilder von  9ft  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  Seiten  dieses  Bereiches 
und  vereinigen  dieselben  mit  9t    zu  einem  neuen  Bereiche  9t',  der  von 

^^,+  l  =  <?^((?, +  1) 

Kreisbogen  begrenzt  wird  und  dessen  sämmtliche  Winkel  gleich  Null 
sind;  die  conforme  Abbildung  dieses  Bereiches  9t  auf  das  Innere  des 
Einheitskreises  einer  ^g- Ebene  wird  durch  eine  Function 

vermittelt,  die  zu  einer  symmetrischen  Fuchs'schen  Ginippe  Q-'  gehört. 
Von  der  Gruppe  -9-  ist  evident,  dass  sie  ebenso  aus  %^  hervorgeht,  wie 
'9'    aus  d-. 

Bilden    wir    nämlich    aus    den   zu    den    Seiten    von   9t     gehörigen 
Spiegelungen 

I         X         i         '  ^        '        7 

die  wir  etwa  in  der  dem  Schema  (23)  (S.  279)  entsprechenden  Reihen- 
folge durch 


^o>K>---  K, 


ir 
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bezeichnen,  als  Basis  einer  Gruppe  &■  ,  so  ist  jede  Operation  S   von  d- 
nur  auf  eine  Weise  in  der  Form 

S^  =  Z^  2f.  ■■'  2f. 

'1      '2  '»-2 

darstellbar,  wo 

\y  h'  ■  ■  •  \  =  0,  1,  2,  .  ■  •  0,;     i^  4=  i^,  i^  =f  i^,  ■  •  • 
ist.     Wir  setzen 

dann  ist  Q-^  diejenige  ausgezeichnete  Untergruppe  von  d'",  die  aus  den 
Operationen  mit  geradzahligem  Index,  d.  h.  aus  den  in  #  enthaltenen 
projectiven  Substitutionen  von  rj  gebildet  wird. 

Jede   Operation    von  &^    ist    nach    den    Ergebnissen    der    Nr.  335 
(S.  280)  in  der  Form 

s"-  =  s'  ■  uj- 

darstellbar,  wo  S'  eine  Operation  von  0-"  und  Z^    eine  der  Operationen 

der  Basis  von  i^^  oder  die   identische  Operation  1   bedeutet,    und  wir 

haben 

(30)  Sd.2  S'  <  Lad,  ^' . 

Die  Beziehung    zwischen   der   Gruppe  ■&•"  und   der  ursprünglichen 
Gruppe   rt  lässt  sich  hiernach  durch  die  Gleichung 

(31)  ^  =  ^^(1,  2:;,  ^/, .  •  •  2;;j  (1,  z,,  z^,...  2;j 

wiedergeben,  d.  h.  jede  Operation  S  von  if  kann  in  der  Form 

dargestellt  werden,   wo  S'  eine  Operation  von  ir' ,  Z'^    eine   der  Ope-    j  ■' 
rationen 


1,  <,  z/,...^;^ 


und  Z!      eine  der  Operationen 

bedeutet.      Bei    der    Darstellung    (32)    ist    dann    nach    (30)    und    (28) 

(Nr.  335,  S.  280) 

Ind^  Ä'^Ind^  S  —  2, 

d.  h.  also,  Operationen  von  d;  deren  Index  in  Bezug  auf  &  nicht  gi'össer 
ist  wie  2,  müssen  nothwendig  in  dem  Quotienten 


i 
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der  Gruppen  ■{>  und  9-'  enthalten  sein. 

Durch  die  Function  t^  ist  ^^  und  folglich  auch  s  rational  dar- 
stellbar; die  algebraische  Function  ^^  ^on  ^^  ist  eine  eindeutige  Func- 
tion des  Ortes  in  einer  über  der  ^^- Ebene  ausgebreiteten  (ß^  -f-  2)- 
blättrigen  Rie  mann 'sehen  Fläche  X  ,  die  mittelst  der  Punkte 

1        1  1 

^1 ;  s  7  ■  ■  ■  %+i 

oenau  ebenso  gebildet  ist,  wie  %    mittelst  der  Punkte 


Bezeichnen    wir    wieder    mit    S;.^     den    Hauptzweig    der  Function    ^^ 
von  ^^ ,  so  ist,  wenn  j  ^^  |  kleiner  als  Eins  ist,  nach  (29)  auch 

sofern  wir  die  nur  bis  auf  drei  reale  Constanten  bestimmte  Function  ^, 
so  einrichten,  dass  sie  mit  ^^  gleichzeitig  verschwindet. 
So  fahren  wir  nun  fort,  d.  h.  wir  bilden  aus 

^2  =  ^2  (^) 

eine  Function 

in  ähnlicher  Weise   wie  ^,  aus  ^^  und  £;^   aus   s  gebildet   worden   war, 
aus  dieser  eine  Function 

u.  s.  w.,  allgemein  sei 

die  zu  der  symmetrischen  Fuchs 'sehen  Gruppe  d-    gehörige  Fuchs 'sehe 
Function,  welche   die   eindeutig  conforme  Abbildung  des  Bereiches  ^ 
auf  das  Innere   des  Einheitskreises  der  ^^- Ebene  vermittelt.     9^'  geht 
aus    Sft*""^^    durch   Vereinigung    dieses    Bereiches    mit    seinen    Spiegel- 
bildern in  Bezug  auf  sämmtliche  Seiten  desselbei  hervor. 

Die  Spiegelungen  in  Bezug  auf  die  Seiten  von  9fl  ,   deren  Anzahl 
gleich 

ist,  sind  die  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  zu  nehmenden 

I  X  i  '  ' 

wir  bezeichnen  sie  mit 
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Z^    'rj  ('-  =  0,   1,   •■•   0;)  . 

Die  aus  denselben  als  Basis  gebildete  Gruppe  '&•''  enthält  O-''  als  aus- 
gezeicbnete  Untergruppe,  indem,  wenn  wir  irgend  eine  Substitution 
'S^  von  ^^  in  der  Form 

s'  =  2J^  2:^  ■■■  2f: 

darstellen,  wo 

h,  h^  ■■•  ^;.  =  0,  1;  2,  •  •  •  ^^ ;       «; 4=  i. ,  /, 4=  /g,  •  •  • 

ist,  und  

V.  =  Ed,  ^'■ 

setzen,  in  d-'  diejenigen  Operationen  von  d'^'  enthalten  sind,  deren  Index 
V.  eine  gerade  Zahl  ist. 

Die  Beziehung  zwischen  ^^   und  &■  wird,    wie    man    sofort    über- 
sieht, durch  die  Gleichung 

(33)  ^  =  ^'-  Q, 
dargestellt,  wo  Qj^  durch  das  symbolische  Product 

Q, = (1,  ij-,  ifr\  ■  ■  ■  <:_\)  (1,  K'\  K-\  ■  ■  ■  <:_.)  ■  ■  • 

■■•(1,  z„,  2:,,---iJ 

gegeben  ist.  D.  h.  bedeutet  S  irgend  eine  Operation  von  %■,  so  ist  S 
in  der  Form 

(34)  S=W'T^ 

darstellbar,  wo  S'  eine  Operation  von  Q^  und  T^  eine  Operation  von 
Q^  bedeutet. 

Aus  den  Gleichungen  (28)  (Nr.  335,  S.  280),  (31)  und  den  analogen 
Gleichungen  für 

A  =  2,  3,  ••• 

folgt,  dass  bei  der  Darstellung  (34)  stets 

(35)  Edo  S  >  ra^^  ^^  +  A  —  1 

sein  muss,  wenn  S  eine  von  1  verschiedene  Operation  der  Gruppe  -S"^ 
ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Alle    Operationen    der   Gruppe  %^,    deren  Index    in    Bezug 
auf   diese    Gruppe    nicht   grösser    ist    wie    A,    sind    unter    den     f 
Operationen  von  Q.^  enthalten. 

Die  Anzahl  der  Operationen  von  Q^  ist  offenbar  gleich 
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k  —  i 

^";  =  i^x-i  +  2)^;_,  -ni^,  +  2)  K=a) 

und  liefert  zugleich  den  Grad  der  algebraischen  Gleichung  mit  in  s 
linearen  Coefficienteu,  der  2;^  als  Function  von  z  Genüge  leistet.  Be- 
deutet ^^"^^  den  Hauptzweig  der  algebraischen  Function  ^^  von  ^;_^,  so 
ist  ähnlich  wie  für  A  =  1,  wenn  t;__i  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  wie  Eins  ist, 

I  f^  i<  1  e     I 

339.     Grenzfunction  des  gefundenen  Algorithmus  algebraischer 
Functionen  bei  Betrachtung  der  Hauptzweige. 

Unter    dem  Hauptzweige    der   algebraischen  Function  ^^   von  ^ 

verstehen  wir  Folgendes.     Wir   nehmen  zunächst  ^^   als  Function   von 

L_.    und    fixiren    den  Hauptzweig    dieser  Function;    dann    setzen  wir 

hierin    für    t,^^^    den    Hauptzweig    tfii    der   Function  ^^_^  von  ^^_2, 

hierin  für  ^^^  den  Hauptzweig  ^f[^^  der  Function  ^^^  von  ^^_^  u.  s.w. 

ein.     Den  so  bestimmten  Zweig  der  Function  ^^  von  0  bezeichnen  wir 

0 
durch  ^^  und  nennen  ihn  den  Hauptzweig. 

Wenn  wir  dann  2  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  beschränken, 

so  befindet  sich  zufolge  der  Ungleichung 

auch  2;^°^  innerhalb  des  Einheitskreises,  also  gilt  die  Ungleichung 


\L\<\tT\, 

und  ebenso  ist  allgemein 

w  iu<iLii<---<iH' 

wenn  z  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  wie  Eins. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Functionenfolge 

sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenzfunction 

nähert,  sofern 

\z\<l 

bleibt.    Es  ist  nun  auch  sofort  möglich,   die  Beziehung  dieser  Grenz- 
function zu  der  Function  rj  von  s  anzugeben. 


lim  UJ  =  H 
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Die  Operationen  von  Q^  entsprechen  eindeutig  den  verschiedenen 
Halbbereichen  (vgl.  Nr.  334,  S.  277)  der  der  Gruppe  %^  entsprechenden 
Theilung  des  Einheitskreises  der  ■»;- Ebene,  welche  zu  dem  Bereiche  Üt" 
vei'einigt  worden  sind,  indem  nämlich  diese  Halbbereiche  aus  11^  durch 
Anwendung  der  Operationen  von   Q.^  hervorgehen. 

Wir  wollen  uns  r[  so  eingerichtet  denken,  dass  der  Punkt  ?;  ^  0 
im  Innern  des  Bereiches  H^^  liegt,  und  dass  für  -jj  =  0  die  Function 
z  =  f{yi)  verschwindet;  überdies  setzen  wir  auch  gleich  fest,  dass  der 
reale  Werth  s  =  h  für  einen  ebenfalls  realen  und  innerhalb  R^  ge- 
legenen Werth  B  von  ri  zum  Vorschein  kommen  soll.  Diesen  Forde- 
rungen können  wir  stets  Genüge  leisten,  da  wir  ri  durch  irgend  eine 
linear  gebrochene  Function 

«^  -\-  ß 
vn  +  o' 

ersetzen  können,  worin  die  Substitution 

(;  f) 

eine  Verschiebung  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  darstellt. 

Denken  wir  uns  dann  um  den  Punkt  ij  =  0  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  beschrieben,  der  ganz  innerhalb  des  Bereiches  'di'  verläuft,  und 
sei  Q^  der  Radius  des  grössten  Kreises,  der  diese  Beschaffenheit  besitzt. 
Dann  ist  also,  wenn  'T]  auf  der  Begrenzung  von  'tR'  verbleibt, 

?;.  <hl<l, 

und  da  die  Function  ^^  für  die  Punkte  der  Begrenzung  von  'tÜ^'  dem 
absoluten  Betrage  nach  gleich  Eins  wird,  so  haben  wir  für  diese  Werthe 
von  rj 

(36)  I^I^UJ<'^, 

und  somit  auch 

(36a)  log|^|^loglgJ<log^. 

Setzen  wir  nun 

so  ist  der  Logarithmus  des  absoluten  Betrages  von  ^^  eine  Function 
der  beiden  realen  Variabein  x> ,  2,  die  der  partiellen  Differentialglei- 
chung 

(30  ^^  =  ^2  +   ^  =  0 

dp  oq 

Genüge  leistet  und  innerhalb  des  Bereiches  91  mit  Ausschluss  der 
Stelle  1^  =  0  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist.     Die  Functionen 
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(38)  l0gIl?I-l0gU;',  l0g|e;I-l0g||| 

genügen  folglich  derselben  partiellen  DifiPerentialgleichung  und  sind^  da 
für  ?;  =  0  sowohl  z  als  auch  alle  Functionen 

verschwinden,  innerhalb  des  ganzen  Bereiches  9?'^  eindeutig,  endlich 
und  stetig.  Zufolge  der  Ungleichung  (36  a)  ist  keine  der  beiden  Func- 
tionen (38)  auf  der  Begrenzung  von  9i'  positiv,  nach  einem  bekannten 
Satze  können  folglich  die  Functionen  (38)  auch  im  Innern  von  9ft' 
niemals  positiv  sein.     D.  h.: 

Die  Ungleichung  (36a)  und  somit  auch  die  Unglei- 
chung (36)  gilt  für  alle  Werthe  von  7j,  die  im  Innern  des 
Bereiches  ^'  liegen. 

Denken  wir  uns   die   Operationen   der  Gruppe  0-  nach  der  Grösse 

ihrer  Indices  oder  Gewichte  angeordnet  und  jedem  der  Halbbereiche,  die 

aus  M^   durch    Anwendung    der    Operationen   von  ^  hervorgehen,   den 

Index    der   betreffenden  Operation  als   sein  Gewicht   beigelegt.     Wenn 

dann  q  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet,  die  kleiner  ist  als  Eins,  so 

ist  es  offenbar  stets  möglich,  eine  positive  ganze  Zahl  m  so  anzugeben, 

dass  der  Bereich,   der   durch  Vereinigung  aller  Halbbereiche  von   den 

Gewichten 

0,  1,  2,  .-•m 

entsteht,  den  mit  dem  Radius  q  um  den  Punkt  ?;  =  0  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Kreis  ganz  in  sich  enthält. 

Bedeutet  nun  g  irgend  eine  positive  Zahl,  die  um  ein  Angebbares 
kleiner  ist  wie  Eins,  so  bestimmen  wir  die  zu  diesem  q  gehörige  ganze 
Zahl  m.  Nach  dem  in  der  Nr.  338  (S.  294)  bewiesenen  Satze  enthält 
dann  der  zur  Gruppe  %•'"  gehörige  Quotient  Q^^  alle  Operationen  von 
%■,  deren  Indices  nicht  grösser  sind  wie  m,  und  folglich  enthält  der 
Bereich  91'"  alle  Halbbereiche  der  ursprünglichen  Theilung,  deren  Ge- 
wichte die  Zahl  m  nicht  übertreffen. 

Wir  haben  demnach  zufolge  der  Ungleichung  (36)  für  Werthe 
von  y],  die  innerhalb  9^"'  liegen, 

und  a  potiori  für  jedes  ganzzahlige  positive  x 

I  ^  I  ^  1  L  +  r  1  <     7    ■ 
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Lassen  wir  nun  q  gegen  Eins  convergiren,  so  folgt  hieraus 

lim  I  ^.  I  =  I  -»y  I , 

d.  h.  der  Grenzwerth  H,  dem  die  Functionenfolge 

zustrebt,  ist  nichts  anderes  wie  der  absolute  Betrag  des  innerhalb  B^^' 
gelegenen  Werthes  rj ,  der  dem  zum  Ausgangspunkte  genommenen 
^-Werthe  entspricht. 

340.     Beweis  für  die  Existenz  der  Grenzfunction. 

Betrachten  wir  nun  die  der  partiellen  Differentialgleichung  (37) 
genügende  Function 

TT  1  \^^\ 

TJ.  =  loff   — 

^/.        °  1 7] ; 

der  beiden   realen  Variabein  p,  q,   so   ist   nach  (36a),    wenn  tj  inner- 
halb ffi    verbleibt, 
(39)  0<U;<logi, 

und  ferner 

lim  ()^=  1 . 
/. 

Die  Ungleichung  (39)  besteht  also  jedenfalls,  wenn 

\V\<Q;.<  Q; 

ist,  wo  Q^  sich  von  q.  um  ein  Angebbares  unterscheidet.  Hieraus 
können  wir  nun  den  Schluss  ziehen,  dass  nicht  nur  die  absoluten 
Beträge  der  ^^  dem  Grenzwerthe  |  rj  !  zustreben,  sondern  dass  die 
Grössen  t^  selbst  sich  der  Grenze  7]  nähern. 

Hat  man  nämlich  eine  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem  Mittel- 
punkte i?  =  0,  q  =  0  und  dem  Radius  q  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Function  u(p,  q),  die  der  partiellen  Differentialgleichung  (37) 
Genüge  leistet,  so  liefert  (vergl.  Nr.  212,  Bd.H,  1,  S.323)  der  Ausdruck 

{p,i) 
HP,ü)=l{^pdq-^^dp), 

wo  (a,  ß)  irgend  ein  dem  Innern  jenes  Kreises  angehöriges  Werthe- 
paar  bedeutet  und  die  Integration  längs  eines  beliebigen  ebenfalls 
innerhalb  des  gedachten  Kreises  verlaufenden  Weges  zu  erstrecken  ist, 
den  Coefficienten  von  i  in  einer  monogenen  Function  der  complexen 
Variabein  i] 


i 
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ii'ip,  2,)  -\-'iv{p,  q)  =  f(ri), 
deren  realer  Theil  gleicli  n{p,  q),  und  die  für 

\v\<Q 
eindeutig  und  allenthalben  regulär  ist.     Also  wird  der  Ausdruck 

der  in  der  monogenen  Function  von  tj 

log  — 
den  Coefficienten  von  i  bildet,  in  der  Form 

darstellbar    sein    müssen,    wo    {a^,    ß^)    ein  Werthepaar    bedeutet,    für 
welches   F^  gleich  Null  wird. 

Nun  besitzt  aber  zufolge  der  für  die  Function  ^^  von  2  und 
damit  auch  für  die  Functionen  ^^  von  t^  u.  s.  w.  getroffenen  Festsetzung 
(Nr.  337,  S.  290)  und  zufolge  der  für  rj  (Nr.  339,  S.  296)  gemachten 
Annahme,  für  den  realen  Werth  rj  =  B,  die  Function  s  von  r}  den 
realen  Werth  h  und  die  Function  ^^  einen  ebenfalls  realen  Werth. 
Wir  können  folglich  für  jeden  Werth  des  Index  A  den  Ausdruck  V^ 
durch  die  Formel 

(5,0) 

definiren. 

Es  kommt  nun  darauf  an  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Grenzwerthe 

(40)  Um-^  =  lim^-  =  0 


X 


dq         i     dp 


sind,   denn  dann  folgt  aus  der  eben  gegebenen  Darstellung,  dass  auch 


lim  F,  =  0 


sein  muss,  und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf 


lim  U,  =  0 


ohne  Weiteres,  dass  in  der  That 

(41)  lim  ?^  =  ^ 

ist. 
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Wir  wissen,  dass   U^_  der  Ungleichung  (39)  genügt,  wenn 

\'n\<Qx<Qx 

ist.  Weiss  man  allgemein  von  einer  der  partiellen  Differentialglei- 
chung (37)  genügenden  Function  u  (p,  q),  dass  dieselbe  innerhalb  des 
Kreises 

(42)  p    +  g-  =  p- 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist  und  dem  absoluten  Betrage  nach  stets 
kleiner  bleibt  wie  eine  bestimmte  Grösse  M,  so  kann  man  auf  folgende 
Weise  für  die  partiellen  Ableitungen 

c  u       c  u 
dp '     cq 

dieser  Function  eine  obere  Grenze  angeben. 

Wir    denken    uns  n(p,  q)    innerhalb    des  Kreises   (42)   durch   das 
Poisson'sche  Integral  (vergl.  Nr.  212,  Bd.  II,  1,  S.  324)  dargestellt: 

/*       2  .2  2 

-— — ,^^  9  w  (p,  Tj)  ds , 

wo    (p,  7])    einen    auf   der  Peripherie    des   Kreises  (42)  veränderlichen 

Punkt,  

ds  =  Vp^  -\-  q'  arctg  4 

das  Bogenelement  des  Kreises  in  diesem  Punkte  bedeutet,  und  wo  die 
Integration  über  die  ganze  Kreisperipherie  zu  erstrecken  ist.  Differen- 
tiiren  wir  dann  z.  B.  nach  p  unter  dem  Integralzeichen,  was  jedenfalls 
erlaubt  ist,  wenn 

(43)  p-  +  g-  <  ^-  <  p- 

ist,  wo  Q  eine  positive  Grösse  bedeutet,  die  um  ein  Angebbares  kleiner 
ist  wie  Q,  so  erhalten  wir 

grt^    1     /      p-  — (jj^-fg^)       [         —  2j3  —2{p-p}        \     (-  ~\f} 

Nun  ist  zufolge  der  Ungleichung  (43) 

Q'  —  (p'  +  q')  >  Q^  —  q'>  (q  —  q)', 
und  ebenso  auch 

(p-pf  +  iq-QfXQ-Q?, 

ferner  ist  offenbar 

\-2p-2{p-p)\<6q; 

wir  finden  demnach,  da 

\u(p,q)\<  M 
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sein  sollte,  die  Ungleichung 
1        6Jf 


du 
dp 


< 


-■-  r 


^-{p'  +  ^') 


iP—p)  +(<Z  — 3) 


^<^S, 


und    da  der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite  offenbar   den  Werth 
Eins  hat, 


dp 


< 


6  M 


^  'l_l 


Derselben  Ungleichung  genügt,  wie  man  sofort  übersieht,  auch 

I  du  I 

Wir  haben   demnach    für  die  partiellen  Ableitungen  der  Function 
U-.  die  Ungleichungen 


du, 


cp 


<r 


P;. 


6  loo'  — 


dV, 

01 


und  folglich  ist,   da  q^  mit  wachsendem  A  dem  Werthe  Eins  zustrebt, 

du^        .     (U^ 

lim  — —  =  lim  -, —  ^=  0 , 

X      OP  l        cq 

was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  also  den  wichtigen  Satz: 

Gehen  wir  von  der  zu  der  symmetrischen  Fuchs'schen 
Gruppe  d-  gehörigen  Fuchs'schen  Function  z  von  rj  zu  der 
transformirten  Fuchs'schen  Function  ^^  über,  dann  durch 
Wiederholung  derselben  Transformation  von  ^^  zu  ^^  ^^^^ 
fahren  so  bis  in's  Unbegrenzte  fort;  so  nähern  sich  die  auf 
diese  Weise  gebildeten  Functionen  einer  wohlbestimmten 
Grenzfunction,  und  diese  Grenzfunction  ist  nichts  anderes 
wie  die  unabhängige  Variable  rj. 


Viertes  Kapitel. 

341.     Definition    der   innerhalb   und   ausserhalb   des   Einheitskreises 
existirenden  Grenzfunetion. 

Wir  waren  von  der  Function  z  von  r^  ausgegangen,  die  durch 
eine  bestimmte  Grupjje  %  definirt  war,  und  die  also  die  bestimm- 
ten auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegenen  Werthe 

f'p  «..;   •••  ^'o;  ".  +  1 

ausliess.  Denken  wir  uns  nun,  es  seien  diese  (?  -f-  1  Punkte  a^  irgend- 
wie auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  £- Ebene  in  dieser  Auf- 
einanderfolge gegeben,  dann  können  wir  mit  Hülfe  der  eben  dargelegten 
Methode  die  Existenz  einer  Function  tj  der  unabhängigen  Variabein  z 
nachweisen,  deren  Umkehrung  eine  Fuchs'sche  Function  liefert,  die 
nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  tj -Ebene  existirt  und  die  be- 
liebig vorgeschriebenen  auf  dem  Einheitskreise  gelegenen  Punkte 
a    (;£  =  1^  2,  •  •  •  <?  -f-  1)  auslässt. 

In  der  That  können  wir,  wie  bereits  in  der  Nr.  337  (S.  288) 
hervorgehoben  wurde,  aus  z  die  algebraische  Function  ^^  von  z  her- 
stellen, wenn  nur  die  Lage  der  Punkte  a_  auf  dem  Einheitskreise  ge- 
geben ist.     Ebenso  kann  der  ganze  Algorithmus  der  Functionen 

=17    =2'    ^- 

in  völlig  bestimmter  Weise  hergestellt  und  auch  immer  der  Hauptzweig 

0 

%^  einer  jeden  der  successive  auftretenden  Functionen  t,^  ausgesondert 
werden. 

Für  die  so  definirten  Hauptzweige  besteht  dann  die  Ungleichung 
ia)  der  Nr.  339  (S.  295j,  aus  welcher  für  j  ^  |  <  1  die  Existenz  der 
Grenzfunetion 

lim  I  !,  I  =  H 
folgt.     Genau    so   wie    in    der  Nr.  340  (S.  298)    zeigt   man    nun,    dass 

0 

nicht  nur  die  absoluten  Beträge  der  ^^ ,  sondern  dass  auch  diese  Grössen 
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selbst   sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenzfunction  nähern;    wir  be 
zeichnen  diese  Grenzfunction  mit 

0  0 

(1)  lim  tx=V, 

dieselbe  ist  dann  nur  für  ^  j  <  1  definirt. 

Wenn  wir^  statt  das  Innere  des  Einheitskreises  zu  betrachten,  das 
Aeussere  dieses  Kreises  der  Untersuchung  zu  Grunde  legen  wollten,  so 
hätten  wir  für  die  Function  ^^  von  ^  nicht  ^^^\  sondern  ^|"  +  ^^  als  den 
Hauptzweig  zu  definiren.     Als  Hauptzweig  der  Function  L  von  0  wäre 

.  "+^ 
dann  derjenige  Zweig  ^^  anzusehen,  der  aus  dem  Zweige 

der  algebraischen  Function  ^.  von  ^.^  entsteht,  wenn  wir  an  die 
Stelle  von  t.    ,  setzen 

=;.  — 1  7 

hierin  wieder  an  die  Stelle  von  L   ■     den  Zweis? 

s;.  _  2 

u.  s.  w.  Nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  336  (S.  284)  besteht  dann 
für  diese  Zweige  ^-  die  fortlaufende  Ungleichung 

iß)  it  I  >  I  t-i  1  >  •  •  •  >  I  f ""''  I  > :  ^  I 

für  Werthe  von  ^,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  sind  wie 
Eins,  und  aus  (/3)  folgt  nun  die  Existenz  einer  bestimmten  endlichen 
Grenzfunction 

lim  1^;!  =  H, 

/. 

die  wieder  nach  dem  Verfahren  der  Nr.  340  (S.  298)  auf  die  Existenz 
einer  Grenzfunction 

ff+l       o+l 

(2)  lim  t;  =  7j 

i 

zu  schliessen  gestattet,  die  für  |  ^  j  >  1  definirt  ist. 

Wir  werden  uns  auf  die  Untersuchung  der  durch  die  Gleichung  (1) 

definirten  Function  ti  beschränken,  da  für  die  Function  i]  im  Wesent- 
lichen dieselben  Betrachtungen  massgebend  sind. 
0 
Die  Function  -j;  ist  durch  den  Algorithmus  von  algebraischen  Func- 
tionen 
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»1  ;    »2  '   '  '  ' 

der  unabhängigen  Variabein  z  definirt,  für  Werthe  von  z,  deren  ab- 
soluter Betrag  kleiner  ist  wie  Eins.  Es  handelt  sich  darum,  diese 
Function  nach  dem  ausserhalb  des  Einheitskreises  der  ^'- Ebene  gelegenen 
Gebiete  hin  fortzusetzen  und  die  Eigenschaften  der  auf  diese  Weise 
entstehenden  monogenen  Function  iq  von  z  zu  erforschen. 

342.    Einführung  der  to  -  Operationen  und  Betrachtung  der  aus 
denselben  gebildeten  Gruppen. 

Indem  wir  den  längs  der  Peripherie  l  des  Einheitskreises  der 
;s;-Ebene  gelegten,  die  Punkte  a^,  a.^,  ■  ■  ■  ci^,^  verbindenden  Schnitt 
l  in's  Auge  fassen,  der  durch  das  zwischen  «^  und  «^  ,  ^  befindliche  Stück 
l^  der  Peripherie  zu  l  ergänzt  wird,  definiren  wir  einen  von  einem  be- 
liebigen Punkte  z  ausgehenden  einfachen  positiven  Umlauf  um  den 
Punkt  rt.  als  eine-  auf  z  auszuübende  Operation  oT.  ,  wenn  dieser  Um- 
lauf so  ausgeführt  wird,  dass  wir  zuerst  das  zwischen  a^,  ci.^,^  gelegene 
Stück  von  l  in  der  Richtung  vom  negativen  nach  dem  positiven  Ufer 
hin  und  dann  das  zwischen  a  ,  «.  _i  gelegene  Stück  von  l  in  der 
Richtung  vom  positiven  nach  dem  negativen  Ufer  hin  überschreiten. 
Die  Operation  cJr^  ist  dann  einfach  ein  Umlauf  um  a^ ,  wobei  dieser 
Punkt  zur  Linken  bleibt,  die  Operation  to^^  ,  ^  ist  durch  die  Gleichung 

_— 1_— 1         —  1 


a» 


(3)  co^_^^  =  CO^      0), 

definirt,  wo   uj"     dem  im  entgegengesetzten  Sinne  vollzogenen  Umlaufe 
cö^  entspricht,  und  wo  allgemein  durch  das  Symbol  cö^w^  ein  Umlauf 
bezeichnet  wird,  der  demjenigen  äquivalent  ist,  den  wir  erhalten,  wenn 
wir  erst  13    und  dann   co  ,  ausführen. 
Aus  den  Operationen 

w-j,    Wg,  •  •  •  w^^i 

als  Basis   bilden  wir   eine  Gruppe  D,   diese   Gruppe   ist   dann  mit  der 
aus  0  -{-  1  parabolischen  projectiven  Substitutionen 

1 '        2 '  a '        o-\-l  > 

WO 

(T-f-l  12  a 

ist,  gebildeten  Gruppe  &•  holoedrisch  isomorph. 

Wir  erweitern  nun  die  Gruppe  D,  indem  wir  eine  Operation  cj^ 
hinzunehmen,  die  wir  als  den  Uebergang  von  einem  Punkte  z  nach 
seinem    harmonischen  Werthe  'z    definiren,    wobei    der  Uebergang   auf    ,6 


j 


i 
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einem  Wege  zu  vollziehen  ist,  der  die  Peripherie  des  Einheitskreises  in 
einem  zwischen  (f^,^,  a^  gelegenen  Punkte  überschreitet.  Für  diese 
Operation  ist  offenbar 

und  03^  ist  überdies  so  beschaffen,  dass  die  Transformation  einer  be- 
liebigen Operation  o  der  Gruppe  0  mit  a^,  d.  h. 


wieder  eine  Operation  von  D  liefert.  Betrachten  wir  dann  die  Opera- 
tionen 

0,  Oa^, 

wo  0  alle  Operationen  von  D  durchläuft,  so  bilden  dieselben  wiederum 
eine  Gruppe  i2,  in  welcher  £)  als  ausgezeichnete  Untergruppe  ent- 
halten ist. 

Für  die  Gruppe  i2  können  wir  auf  folgende  Weise  eine  Basis  her- 
stellen. 

Wir  gehen  z.  B.  von  einem  innerhalb  des  Einheitskreises  der 
^- Ebene  gelegenen  Punkte  z  aus  und  beschreiben  einen  Weg,  der  den 
Schnitt  l  in  einem  zwischen  a^,  ^x+i  g^lGgöD^ßii  Punkte  überschreitet 
und  in  dem  zu  s  harmonischen  Werthe  'z  endigt.  Diesen  Uebergang 
bezeichnen  wir  als  eine  auf  z  ausgeübte  Operation  oj^.  Für  dieselbe 
besteht  dann  offenbar  die  Gleichung 

(5)  ca^  =  1  iy=i,  2,  •••  ff). 

Wenn  wir  dann  von  dem  Punkte  co^^z  aus  auf  einem  Wege,  der  den 
Schnitt  I  in  einem  zwischen  a. ,  a.  ,  ^  gelegenen  Punkte  überschreitet,  zu 
dem  Ausgangspunkte  zurückkehren,  so  wird  dies  der  auf  co^z  anzuwen- 
denden Operation 

09    (O.CO    , 
y.     i     y.i 

also  für  if  =  X  wie  es  sein  muss,  der  Operation 

3 

m     =  ö 

y.  y 

entsprechen. 

Lassen  wir  nun  z  von  irgend  einem  beliebigen  Punkte  aus  den 
Umlauf 

y.  y.      y.  —  1  1 

vollziehen,  der  die  Punkte  a^,  a.^,  ■  •  •  «^  einfach  im  positiven  Sinne 
umschliesst,  so  können  wir  uns  diesen  Weg  so  ausgeführt  denken,  dass 
z  zuerst  nach  seinem  harmonischen  Werthe  geht  und  dann  wieder  in 
seine    Ausgangslage    zurückkehrt.      Liegt  z    innerhalb    des    Einheits- 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  2.  ^ü 
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kreises,  so  ist  also  zunächst  auf  z  die  Operation  oj^  und  dann  auf  ci,^z 
die  Operation 

■/.      0      X ' 

die  dem  Uebergange  längs  eines  den  Schnitt  l  zwischen  ci^,^,  a^  über- 
schreitenden Weges  entspricht,  auszuüben,  so  dass  mit  Rücksicht 
auf  (5) 

gefunden  wird.  Liegt  z  ausserhalb  des  Einheitskreises,  so  ist  zuerst 
die  Operation  co^j  und  dann  auf  den  innerhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen Punkt  a^^z  die  Operation  a^  anzuwenden,  so  dass  sich  auch 
wieder 

ergiebt. 

Da  aber  die  Operationen  o  und  deren  inverse  offenbar  eine  Basis 
der  Gruppe  D  ausmachen,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Operationen 

(6)  «o;  "i>  S'  •••  «a 

eine  Basis  der  Gruppe  ß  bilden.  Ebenso  wie  D  der  Gruppe  ■9-,  ist 
demnach  ß  der  Gruppe  %■  holoedrisch  isomorph,  und  wir  können  jetzt, 
indem  wir  die  Index-  oder  Gewichtsbezeichnung  für  die  Operationen 
der  Gruppe  ü  in  ähnlicher  Weise  einführen  wie  in  der  Nr.  335  (S.  279) 
für  die  Gruppe  ■O',  sagen: 

Diejenigen  Operationen  von  5i,  deren  Gewicht  bei  Zugrundelegung 
der  Basis  (6)  eine  gerade  Zahl  ist,  bilden  die  Gruppe  D,  wir  be- 
zeichnen sie  typisch  mit  o  und  nennen  sie  Operationen  erster  Art; 
dagegen  bezeichnen  wir  die  Operationen  von  ii,  deren  Gewicht  eine 
ungerade  Zahl  ist,  mit  o  und  nennen  dieselben  Operationen  zweiter  Art. 

Es  ist  dann  stets 

GiZ  =  'z,  oz  =  z , 

sofern  z  als  complexer  Zahlwerth  betrachtet  wird,  dagegen  ist  der 
Punkt  oz  als  von  dem  Punkte  z  verschieden  anzusehen.  Wir  ver- 
anschaulichen dies  am  besten,  indem  wir  uns  über  der  mit  dem  Schnitte 
l  versehenen  ^- Ebene  unendlich  viele  mit  dieser  Ebene  congruente 
Blätter  ausgebreitet  denken,  diese  eindeutig  den  Operationen  o  der 
Gruppe  D  zuordnen  und,  der  Bedeutung  dieser  Operationen  als  Um- 
läufen entsprechend,  längs  der  beiden  Ufer  der  Theile  von  l  aneinander 
heften. 

Die  von  diesen  Blättern  gebildete  Fläche  ist  dann  ihrer  Structur 
nach  mit  der  in  der  Nr.  334  (S.  278)  definirten  Fläche  T  identisch; 
wir    wollen    dieselbe    demgemäss    auch    hier    mit    T    bezeichnen    und 
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uns  jedes  Blatt  von  T  durch  den  Einheitskreis  in  zwei  Halbblätter 
zerlegt  denken,  ein  inneres  und  ein  äusseres.  Diese  Halbblätter 
entsprechen  dann  eindeutig  den  Operationen  der  Gruppe  ß. 

Zufolge    der    in    der   Nr.  336    (S.  283)    festgelegten    Gestalt    der 
Riemann'schen  Fläche  %  ,  welche  die  Verzweigung  der  algebraischen 
Function  t,^  von  z  versinnlicht,  gehen  die  verschiedenen  Zweige  von  t, 
■    aus    dem   Hauptzweige  q  ^  in    folgender  Weise    durch   die  Operationen 
von  ü  hervor. 

Bezeichnen  wir  ^^     als  Function  von  z  durch 

so  ist 

wenn  ferner  z  einen  im  Innern  des  Einheitskreises  gelegenen  Werth 
bedeutet,  so  haben  wir 

/■i(M  =  '^r       "^=^'--  "h 

und  demgemäss 

Ferner  ist  offenbar  für  x  =j=  A 

f,  (g)  CO,«  z)  =  /'  (coa.    03   ■  CO -.CO   •  co  co.co^-  coz) 

•  i.\     X     i.     y.    ■'  I  \  \     y.     l  y.  /.     x  k     /.      y.  y.    ' 

und  folglich 

(8)  /;(«^aj.«^^)=  (/;(»). 

Bezeichnen  wir  also  die  Operationen 

CJ   G>,  W  (><  =  0,  1,  •  ■  •  ff;  /.  \  y-) 

y     K      y. 

in  der  durch  das  Schema  (23)  der  Nr.  335  (S.  279)  fixirten  Reihen- 
folge durch 

(9)  "O    ^    ^1     '    •   •   •    "ai 

und  die  aus  diesen  Operationen  als  Basis  gebildete  Gruppe  mit  Sl  ,  so 
verwandelt  sich  ^^^  durch  Anwendung  einer  Operation  zweiter  Art  von 
Sl^  in  seinen  harmonischen  Werth  und  bleibt  bei  Anwendung  einer 
in  Sl^  enthaltenen  Operation  erster  Art  ungeändert. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Gruppen  ^  und  ß  ist  dann  genau 
dieselbe  wie  die,  welche  zwischen  den  oben  betrachteten  Gruppen  -9'  und 
■O-^  besteht;  wir  haben  also  insbesondere 

ß  =  5i'(l,    03^,    f-\;    •  •  •    W„)- 

20* 
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Bezeichnen  wir    mit  D     die    aus    den   Operationen    erster  Art  von  5i 
gebildete  ausgezeichnete  Untergruppe  von  Sl  ,  so  bleibt  der  Zweig 

C  =  /■  (^) 

bei  den  Operationen  von  D    ungeändert,  während  der  Zweig 

bei  den  Operationen  der  Gruppe 

(10)  «,_i«/C' «,«,_!, 

die  aus  0^  durch  Transformation  mit  der  Operation  C9^w^_j  hervor- 
geht, ungeändert  bleibt. 

343.     Untersucliung   und  neue  Definition  der  betrachteten 
algebraischen  Function. 

Betrachten  wir  nun  die  algebraische  Gleichung  (ß  -{-  2j-ten  Grades, 
der  L  als  Function  von  0  Genüge  leistet,  so  hat  dieselbe  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  337  (S.  290)  die  Form 

(11)        0^  (x„  z)  =  C'  +  (c:+,^  +  ^:+ j  C"  +  •  •  • 

ihre  Discriminaute  in  Bezug  auf  t,^  lautet 

x  =  0 

WO  0^'  die   erste  partielle  Ableitung  von  O^  nach  ^^  bedeutet,  z/^  (ß) 
ist  also  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  2  ((?  -(-  1)  in  2. 
Da  sich  (Nr.  336,  S.  283)  im  Punkte  s  =  a_^  die 

i>X   ?    fei  7    fei 

ineinander  verzweigen  und  (vergl.  Nr.  336,  S.  286)  daselbst  den  ge- 
meinsamen Werth 

1 

annehmen,  so  bestehen  die  Gleichungen 

^1  (f*.     ,^    II,    ö^ )  =  0>  ^/(ct.     ,v    .,,a)  =  0,  O'' (a,     ,,         a)=0, 

WO  O^'  die  zweite  partielle  Ableitung  von  ^^  nach  t,^  bedeutet,  und 
z/j  {z)  enthält  demgemäss  den  Factor  (z  — •  a^)  zur  zweiten  Potenz. 
Wir  haben  also 
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a+l 


12)  zJ^(z)  =  cYJ{z-a;f 


wo  c  eine  von  z  unabhängige  Grösse  bedeutet. 

Da  die  Discriminante  einer  algebraischen  Gleichung  in  ^^  zufolge 
der  ihr  innewohnenden  Invarianteneigen schaft  bei  linearer  Transforma- 
tion dieser  Variabein,  abgesehen  von  einer  Potenz  der  Transformations- 
determinante, ungeändert  bleibt,  so  ist  für  jede  der  in  der  Nr.  o37 
1 S.  2S8)  definirten  algebraischen  Functionen  Z^  von  z  die  zugehörige 
Discriminante,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  mit  z/^  (z)  iden- 
tisch, so  dass  also  die  Form  (12)  der  Discriminante  für  die  ganze  Classe 
der  algebraischen  Functionen  Z^  charakteristisch  ist. 

Die  Discriminante  z/  {z)  der  allgemeinen  algebraischen  Function  Z^ 
ist  eine  homogene  Function  2  ((? -f-  l)-ten  Grades  der  Coefficienten 

C  Z  4-  B  (z  =  0,  1,  2,..a+i) 

y.         I  y. 

der  Gleichung,  welcher  Z^  als  Function  von  z  Genüge  leistet.  Wenn  wir 
also  z/  (ß)  nach  Potenzen  von  z  ordnen,  so  erscheint  diese  Discriminante 
als  ganze  Function  2  ((? -f- l)-ten  Grades  von  z,  deren  Coefficienten 
homogen  in  den  2  ((?  -f-  3)  Grössen 

C    ,    D  (x=0,l,-<J  +  2) 

x>         y. 

sind.  Die  Gleichung  (12)  liefert  also,  indem  wir  auf  beiden  Seiten 
derselben  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z  miteinander 
vergleichen,  2  6 -\- ^  Gleichungen,  aus  denen  die  Grössen  C^,  D^  als 
Functionen  der 

«1.    «2^    ••■    "a  +  l 

und  dreier  willkürlicher  Parameter  bestimmt  werden  können.  Unter 
den  Lösungssystemen  dieser  Gleichungen  giebt  es  dann  eines  und  nur 
eines,  für  welches  die  Gleichung 

(T+2 

eine  Function  Z^  von  z  definirt,  welche  die  durch  die  Gestalt  der 
Riemann'schen  Fläche  %^  festgelegte  Art  der  Verzweigung  besitzt. 
Wir  gewinnen  auf  diese  Weise  eine  rein  algebraische  Bestimmung 
für  die  bisher  nur  auf  Grund  der  Riemann'schen  Existenztheoreme 
definirte  Function  Z^  von  z. 

In  der  Umgebung  von  z=  a^  besitzen  die  Zweige 

JO)        Jz— 1)        Jz) 
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die  gemeinsame  Entwiekelung 

(13)       i_,),+x + «r^  (^  - «/ + <'  (^  -  o'  +  •  •  • , 

während  die  übrigen  Zweige  der  algebraischen  Function  ^^  von  z  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  2  —  a^  entwickelbar  sind. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Abbildung  der  Riemann 'sehen  Fläche 
X^  auf  die  Ebene  der  complexen  Variabein  ^^  construirt  denken.  Nach 
den  Ergebnissen  der  Nr.  336  (S.  285)  haben  wir  dann  die  ^^- Ebene 
durch  die  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  ^-Ebene  entsprechenden 
Curvenzüge  in  2(6  -{-  1)  Parzellen  zerlegt,  die  den  Halbblättern  der 
Fläche  %^  entsprechen  und  zur  einen  Hälfte  innerhalb,  zur  anderen 
Hälfte  ausserhalb  des  Einheitskreises  der  ^j- Ebene  liegen.  Wir  be- 
zeichnen den  dem  inneren  Halbblatte  0  von  %  entsprechenden  Bereich  | 
von  ^^  mit  y^' '^  derselbe  ist  dann  von  {6 -\- 1)  ganz  innerhalb  des 
Einheitskreises  verlaufenden  Curven  begrenzt,  die  die  Peripherie  des 
Einheitskreises  in  den  Punkten  [ 

111  1 

«1  ,    «„  +  i;    «2a+l'    ■  •  •    ^o^  +  l 

treffen,  und  zwar  schliessen  in  jedem  dieser  Punkte  die  daselbst  zu- 
sammenstossenden  Curvenbogen  der  Begrenzung  von  7^    untereinander 

und  mit  der  Peripherie  des  Einheitskreises  den  Winkel  ^  ein,  da  sich 
die  entsprechenden  Curvenstücke  der  0- Ebene  in  er.  unter  dem  Winkel  7t 
schneiden,  und  für  die  sich  in  «^  verzweigenden  Zweige  von  ^^  in  der 
Umgebung  von  2  =  a_^  die  Entwiekelung  (13)  gültig  ist. 
Durch  Anwendung  der  Operationen 

auf  0  verwandelt  sich  der  Bereich  y^^  in  die  den  äusseren  Halbblättern 

0,    1,..(J 
von  %    entsprechenden  Bereiche  der  ^^ -Ebene,  die  wir  mit 

(0,0)         (0,1)  (0,f7) 

bezeichnen  und  die  mit  y^  zusammengenommen  das  ganze  Innere  des 
Einheitskreises  schlicht  und  lückenlos  erfüllen.  Die  Spiegelbilder  der 
6  -{-  2  Bereiche 

(14)  yf\    y^^^-"'  (.  =  0,l,2,...a) 

in  Bezug   auf   den   Einheitskreis    der  ^^- Ebene   entsprechen  dann  dem 
äusseren   und   inneren  Halbblatte  (?  +  1  und  den  inneren  Halbblättern   . 
0,  1,  •  •  •  0;  diese  bleiben  für  uns  ausser  Betracht. 
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Fassen  wir  die  Gesammtheit  der  einem  der  Bereiche  (14)  an- 
gehörenden ^^-Werthe  ins  Auge,  so  können  wir  diese  Gesammtheit  einen 
Halb  zweig  der  Function  ^^  von  s  nennen;  wir  behalten  für  den  dem 
Bereiche  7^"^  entsprechenden  Halbzweig  die  Bezeichnung  g^^^  bei,  wäh- 
rend die  den  Bereichen  y^'  entsprechenden  Halbzweige  mit  t'^'''^  be- 
zeichnet werden  sollen.  Der  Halbzweig  ^^^  besitzt  (Nr.  342,  S.  307) 
die  Eigenschaft,  bei  Anwendung  einer  Operation  erster  Art  der  Gruppe 
iß  auf  z  ungeändert  zu  bleiben  und  bei  Anwendung  einer  Operation 
zweiter  Art  dieser  Grappe  in  seinen  harmonischen  Werth  überzugehen. 
Die  analoge  Eigenschaft  kommt  dann  dem  Halbzweige  ^^"^'^^  in  Bezug 
auf  die  Operationen  der  Gruppe 

Sl    =  CO  ^  (o 
zu. 

Wir  bezeichnen  die  Gesammtheit  der  den  Gruppen 

gemeinsam  angehörenden  Operationen  mit  T  ,  dann  ist  (vergl.  Nr.  331, 
S.  266)  T  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten 
von  Sl  und  enthält  offenbar  die  Gesammtheit  aller  Operationen,  die 
den  Gruppen 

D  ,    G3        ,0)    D    03    ö        ,  (z  =  l,2,        (7  +  1) 

■        ■/.  —  1      y.  y.      /.  —  1 

gleichzeitig  angehören,  als  ausgezeichnete  Untergruppe  T    in  sich. 

Bilden  wir  eine  zu  der  Gleichung  (11)  gehörige  empfindliche  Func- 
tion Y  ,  so  können  wir  diese  Function  so  einrichten,  dass  sie  bei  den 
in  T  enthaltenen  Operationen  zweiter  Art  in  ihren  harmonischen  Werth 
übergeht,  während  sie  bei  den  Operationen  erster  Art  von  T  ungeändert 
bleibt.  Da  dann  jeder  Zweig  der  algebraischen  Function  t^  von  z 
rational  durch  V  und  z  darstellbar  ist,  so  haben  wir,  wenn  z  einen 
innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Werth  bezeichnet, 

t^^l^^{V\z) 

^r^^=<"^^('n  V)  (.=o,x,....), 

wo  jR^  ,  H^  '      rationale  Functionen  andeuten. 
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344.     Der  Algorith.inus  algebraisclier  Functionen,  und  independente 
Definition  dieser  runetionen. 

Da  der   Hauptzweig  ^f^   der   algebraischen  Function  g^   durch   die 

Operationen  (9)   der  Nr.  342   (S.  307),    die  ja    eine  Basis  der   Gruppe 

ß^  bilden,  in  seinen  harmonischen  Werth  verwandelt  wird,  so  kommt 

diesen  Operationen  in  Bezug  auf  die  ^j^- Ebene,  die  wir  uns  durch  einen 

die  Punkte 

11  1 

«j   ,     «2  >    ■   ■   ■     ^rr^  +  l 

verbindenden,  längs  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegten  Schnitt 
zerschnitten  denken,  eine  ähnliche  Bedeutung  zu,  wie  den  Operationen  (6) 
der  Nr.  342  (S.  306)  in  Bezug  auf  die  0 -Ebene.  Wir  können  demnach 
aus  den  soeben  für  ^^  abgeleiteten  Resultaten  sofort  die  analogen  für  L 
gültigen  Ergebnisse  erschliessen,  wenn  wir  beachten,  dass  ^.  aus  ^^_ 
auf  analoge  Weise  gebildet  ist,  wie  ^^   aus  2. 

Als    Function   von   t^  —  i   S^^^§^  ^x  einer    algebraischen    Gleichung 
von  der  Form 

"/.-1  +  2 

(15)  ^,  (t,,  l,_d  =2  (^/^-i  +  ^/-'  ^/  =  ^ 
woselbst 

^„        10=0,      c'       _i_o=l5      'f/'=0,      I  c/ '  =  1 

ist,  und  deren  Discriminante  in  Bezug  auf  ^^,  abgesehen  von  einem  con- 
stanten  Factor,  durch  das  Quadrat  des  Ausdruckes 

gegeben  wird.     Die 

(16)  «1      ;  «2     ;  •••  %_,  +  i 

sind  dabei  nichts  anderes  wie  die  Werthe,  welche  ^^_^  in  den  Punkten 

«1,  a-2,  ■■•  %+, 

der  ^- Ebene  annimmt;  diese  Werthe  (16)  liegen  also  auf  der  Peripherie 

des  Einheitskreises  der  ^^_^- Ebene,  und  wir  wollen  uns  dieselben  stets 

so  geordnet  denken,  dass  dem 

f.  /.  — 1 

-;.-!=  «1 

der  Werth  z  =^  a^   entspricht,   und  dass  die  Punkte  (16)  auf  der  Peri- 
pherie des  Eiuheitskreises  so  aufeinander  folgen,    wie   die  wachsenden 
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Zahlen  auf  dem  Zifferblatte  einer  Uhr  (vgl.  Nr.  336,  S.  286).  Die 
Art  der  Verzweigung  der  Function  ^^  von  t/__i  wird  durch  eine  Rie- 
mann'sche  Fläche  %  gegeben,  die  über  der  ^^_^- Ebene  mit  den  Punk- 
ten (16)  als  Verzweigungsstellen  in  analoger  Weise  aufgebaut  ist,  wie 
1^  über  der  2' -Ebene  mit  den  Verzweigungsstellen 

Die  Gleichung,  der  ^^  als  Function  von  z  Genüge  leistet,  hat  die 
Form 


(17)  O,  %  ,  .)  =2  (^>  +  ^'')  ^/  =  Ö' 

/!  =  0 

wo  (vergl.  Nr.  338,  S.  295) 

^.  =  (^  +  2)J7''^.  +  2) 


y.  =  l 


ist.     Die  Verzweigungspunkte  dieser  Gleichung*  sind 


z  —  a^,  «2,  •  •  •  «„_|.i, 

und  zwar  fallen  in  jedem  dieser  Punkte  genau  2d.^  einfache  Verzwei- 
gungspunkte zusammen,  wenn 

;.— 1     / 

gesetzt  wird.  Die  Discriminante  von  (17)  in  Bezug  auf  t,^  ist  eine 
ganze  rationale  Function  vom  Grade  2  (N^  —  1)  in  z,  sie  hat  demnach 
die  Form 

a  +  l 

(18)  J,{z)  =  c,U{z-af\ 

y.  =  l 

wo  c^  eine  von  z  unabhängige  Grösse  bedeutet.  Die  Verzweigung  der 
algebraischen  Function  ^^  von  z  wird  durch  eine  über  der  ^- Ebene 
auszubreitende  Riemann'sche  Fläche  ©'  bestimmt,  die  durch  Super- 
position  der  Flächen 

entstanden  und  ohne  Mühe  herzustellen  ist. 

Denken  wir  uns  die  Discriminante  zf-  der  Gleichung  (17)  gebildet 
und  nach  Potenzen  von  z  geordnet,  so  sind  die  Coefficienten  der  ein- 
zelnen ^;-Potenzen  ganze  rationale  homogene  Functionen  {'2N^  —  2)*^° 
Grades  der  2  (JV^  +1)  Grössen 

(19)  cj;  dj-         (x=o.i,....\^). 
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Wenn  wir  daun  in  der  Gleichung  (18)  auf  beiden  Seiten  die  Coeffi- 
cienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z  miteinander  vergleichen,  so  er- 
halten wir  2JV^ —  1  Gleichungen,  aus  denen  wir  die  Grössen  (19)  als 
Functionen  der  a,  ,  a^,  .  .  .  a  ,  ,  und  noch  dreier  willkürlicher  Para- 
meter  berechnen  können.  Unter  den  Lösungssystemen  dieser  Gleichungen 
giebt  es  dann  eines  und  nur  eines,  für  welches  die  Gleichung  (17)  eine 
algebraisch«  Function  von  0  definirt,  die  sich  in  der  durch  die  Rie- 
mann'sche  Fläche  &  bestimmten  Weise  verzweigt.  Diese  Function 
enthält  also  noch  drei  willkürliche  Constanten.  Bei  der  von  uns  zu 
benützenden  Function  ^^  ist  über  diese  drei  Constanten  in  geeigneter 
Weise  verfügt  (vergl.  Nr.  337,  S.  290,  Nr.  340,  S.  299). 

0 
Betrachten  wir   den  Hauptzweig   ^^  der  Function  2;^  von  0  (vergl. 

Nr.  339,  S.  295),  und  seien 

K\  K'  ■  •  •  K+i 

die  Werthe,    die    dieser  Zweig    in   den  Punkten   a^,  a^,  ■■•  «„.^   der 

^- Ebene  annimmt,  dann  gilt  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  a,  für  J 

0      _ 

^^  eine  Entwickelung  von  der  Form 

£  2 

(20)  Af  +  a^^^  (z  -  af  +  cl^  (z  -  af  +  •  ■  ■ , 

wo  «j     jedenfalls  von  Null  verschieden  ist.     Denken  wir  uns  nun  die 

Riemann'sche  Fläche  S'',  welche  die  Verzweigung  der  algebraischen 
Function  t,.  versinnlich t,  auf  die  ^^- Ebene  abgebildet,  so  erhalten  wir, 
entsprechend  den  einzelnen  Halbblättern  dieser  Fläche,  einfach  zusammen- 
hängende Gebiete,  die  durch  die  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der 
^- Ebene  entsprechenden  Curvenzüge  von  einander  getrennt  werden  und 
die  ^.-Ebene   schlicht  und  lückenlos  erfüllen.     Das  Gebiet  y.  ,  welches 

die  Abbildung    des   innerhalb   des   Einheitskreises  befindlichen   Theiles 

0  ;.    .  . 

des   dem  Zweige  l^  entsprechenden  Blattes  0  der  Fläche  ©'  liefert,  ist 

zu  Folge  der  für  die  Function  t,.  getroffenen  Festsetzungen  (vergl. 
Nr.  339,  S.  295)  ganz  innerhalb  des  Einheitski-eises  der  2;^ -Ebene  ge- 
legen, nur  seine  Ecken  h^',  h^',  •  •  •  Ji'^,^  befinden  sich  auf  der  Peri- 
pherie dieses  Kreises,  während  seine  Seiten  krumme  Linien  sind,  die 
sich  zufolge  der  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  a  gültigen  Ent- 
wickelung (20)  in  den  Eckpunkten  unter  dem  Winkel 
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schneiden  und  in  eben  diesen  Eckpunkten  mit  der  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises den  Winkel 

i-^1)  -  +  4  +  ---  +  4  =  -(i-^) 

oinschliessen. 


.■>45.     Untersuchung    der    algebraischen    Functionen    mit  Hülfe    der 
Gruppen  von  w- Operationen. 

Die  Beziehungen  der  Operationen  unserer  Gruppe  ß  zu  der  Func- 
tion t,^  gestalten  sich  nunmehr  zu  Folge  des  zwischen  den  Gruppen  Sl 
und  %■  bestehenden  holoedrischen  Isomorphismus  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Ergebnisse  der  Nr.  338  (S.  293)  wie  folgt. 

Betrachten  wir  die  Operationen 

CO'.  03    "    a''.  (/■,z  =  0,l,2,-- ff;_i;     » #  x)  , 

wo  die  ci~    aus  den  (o.""  in  ähnlicher  Weise  gebildet  sind,  wie  diese 
aus  den  Gi~^  u.  s.  w.,  endlich  die  m^  aus  den  co.    in  ähnlicher  Weise, 

w  ie  diese  letzteren  aus  den  a.  (Nr.  842,  S.  307)  und  setzen  den  Haupt- 

0  _  ' 

zweig  t,^  als  Function  von  z  aufgefasst  gleich 

so  ist,  wenn  wir  uns  z.  B.  z   als  einen  im  Innern  des  Einheitskreises 
gelegenen  Wertli  denken, 

0 

und  zwar  geht  t,^,  wenn  auf  z  die  Operation 

/  —  1    ;.  —  1    /.  —  1 

CO.         CO  00. 

I  y.  i 

angewandt  wird,  auf  einem  Wege,  der  die  Peripherie  des  Einheitskreises 
zwischen  zwei  bestimmten  der  Punkte 

;.       ;.  X 

etwa  a  ''  und  a'    ,  überschreitet,  nach  seinem  harmonischen  Werthe  't . 
Dem  entsprechend  setzen  wir 


;.— 

1    /-i    ;. 

-1                X 

. 

09           09. 

=  09 

/ 

y.            1 

Q 

und  bemerken,  dass  die  Zahl  q  durch  das  Zahlenpaar  i,  x  eindeutig 
bestimmt  ist,  und  dass  verschiedenen  Zahlenpaaren  i,  tc  auch  stets  ver- 
schiedene Zahlen  q  entsprechen. 
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Bilden  wir  daim  aus  den  Operationen 

OJ  ^'  (()  =  0,1,2,--  a;),  : 

die  offenbar  der  Gleichung 

).     '/.       -i 
CO     w     =  1 

genügen,  als  Basis  eine  Gruppe  Sl^,  so  ist  diese  mit  der  in  der  Nr.  338 
(S.  294)  definirten  Gruppe  §• '  holoedrisch  isomorph,  und  die  Gleichung 

(22)  Si  =  Sl^-  P^ 

drückt  demnach  die  Beziehung  zwischen  den  Gruppen  Sl  und  Sl'^  aus, 
wenn  wir  (vergl.  a.  a.  0.)  unter  P^  das  symbolische  Product 

(23)  P,  =  (l,  a;-\  ■  -  ■  (d'-_^  J  (l,  (oJ-',  ■  •  ■  ö-^^)  ■  •  •  (1,  Q„  öj,  ■  •  •  cöj 

verstehen.     Irgend   eine  Operation  co  von  51  ist  demnach  in  der  Form 

w  =  o/  ■  X 

darstellbar,  wo  w'  eine  Operation  von  Sl  und  x  eine  in  P^  enthaltene 
Operation  bedeutet. 

Uebertragen  wir  die  in  der  Nr.  388  (S.  294)  für  die  daselbst  be- 
trachteten Substitutionen  E  eingeführte  Indexbezeichnung  auf  die  Ope- 
rationen io,  so  haben  wir  (vergl.  (35),  a.a.O.),  falls  co"  nicht  die  iden- 
tische Operation  ist,  die  Ungleichung 

Ind^  ö  >  Ind^  co  -\-  l  —  1 , 

so  dass  also  alle  Operationen  oj  von  5i,  für  welche 

Ind„  (0  <  A  —  1 

ist,  nothwendig  in  P^  enthalten  sein  müssen. 

Die  Gruppe  ü"  hat  dann  offenbar  die  Eigenschaft,  dass  die  Func- 
tion 

durch  die  in  ü,'  enthaltenen  Operationen  erster  Art  ungeändert  bleibt 
und  durch  die  Operationen  zweiter  Art  von  St  in  ihren  harmonischen 
Werth  übergeführt  wird,   dagegen  verwandeln  die  Operationen  von  P^ 

0 

den  Hauptzweig  ^^  in  andere  Zweige  der  Function  ^  von  z. 

Bezeichnen  wir  wieder  ähnlich  wie  für  A  =  1  den  durch  die  Ge- 
sammtheit  der  Punkte  des  Bereiches  yf  dargestellten  Halbzweig  der 
Function  ^^  mit  ^^'^    und  setzen,  wenn 
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u  =  CO    a     ■       a     ,         ß  =  Iud„  u , 

irgend   eine  Operation  von  P^  bedeutet,    den  durch  Anwendung  dieser 
Operation  auf  0  aus  ^^     entstehenden  Halbzweig  gleich 

JO,  xi,  x^,..x   ) 

80  erfüllen  die  Werthe  dieser  JV^  Halbzweige  die  Bereiche 

die  das  Innere  des  Einheitskreises  der  ^^- Ebene  schlicht  und  lückenlos 
bedecken.     Für  u  ^^  1  ist  natürlich 


^(0,Xi,X2,    -x^,) 

= 

(0) 

Der  Halbzweig 

--,) 

gehört  dann  ebenso 

zu 

der  Gruppe 

vy-t 

,y-2 

wie  ^P  zu  ß'  gehört. 

Wir  heben  noch  hervor,  dass  aus  einem  innerhalb  des  Einheits- 
kreises gelegenen  Werthe  ^P  durch  Anwendung  der  Operationen  von 
J^  stets  Werthe  hervorgehen,  die  ebenfalls  im  Innern  des  Einheits- 
kreises gelegen  sind.  Der  Uebergang  vom  Lmem  nach  dem  Aeussern 
dieses  Kreises  wird  nur  durch  Operationen  von  Sl^  vermittelt. 

Es  werde  nun  ähnlich  wie  für  A  =  1  die  Gesammtheit  aller  der- 
jenigen Operationen  betrachtet,  die  den  iV^  Gruppen 

'        {y.l,y2-  ■■■  y^^,) 

gemeinsam  angehören;  diese  Gesammtheit  bildet  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten  von  Sl,  die  wir  mit  T  bezeich- 
nen, U2id  in  welcher  ofi'enbar  die  Gesammtheit  derjenigen  Operationen 
erster  Art,  bei  deren  Anwendung  die  sämmtlichen  Zweige  der  Func- 
tion ^^  ungeändert  bleiben,  als  ausgezeichnete  Untergruppe  T'  enthalten 
ist.  Bilden  wir  dann  eine  zu  der  Gleichung  (17)  gehörige  empfindliche 
Function  V^',  so  kann  diese  so  eingerichtet  werden,  dass  sie  bei  An- 
wendung der  Operationen  zweiter  Art  von  T''  in  ihren  harmonischen 
Werth  übergeht,  während  sie  bei  Anwendung  der  in  T'  enthaltenen 
Operationen  erster  Art  ungeändert  bleibt.  Jeder  Zweig  der  algebrai- 
schen Function  ^.  von  z  ist  dann  rational  durch  V^'  und  3  darstellbar; 
wir  haben  also,  wenn  0  einen  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen 
Werth  bedeutet: 
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und 

(24)  ^(o,x„.2,....„)_  j^(o,xi,.2,....^,)^^;.^  ^^ 

beziehungsweise  | 

(24a)  ,(0,.i,.o,-x^,)  _  j.(0,.„.o,....,,)  (.y^.^    ,^^^ 

jenachdem  ^i  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist^  d.  h.  jenaehdem 
der  Halbzweig 

einem  innerhalb  beziehungsweise  ausserhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen Halbblatte  der  Riemann'schen  Fläche  S  entspricht.  Die  B^ 
bedeuten  die  Alfjorithmen  rationaler  Functionen. 


I 


Fünftes  Kapitel. 
346.     Untersuchung  der  Eigenschaften  der  beiden  Grenzfunctionen, 

Wir  sind  nunmehr  im  Besitze  der  Hülfsmittel,  deren  wir  bedürfen, 
um  in  die  Natur  der  in  der  Nr.  341  (S.  303)  für  Werthe  von  z,  die 
innerhalb  des  Einheitskreises  liegen,  definirten  Grenzfuuction 

0  ,(j.  0 

?^  =  hm  ^  ^  =  lim  t 
X  ;. 

volle  Einsieht  zu  gewinnen.  Zunächst  ist  klar,  dass  diejenigen  Eigen- 
schaften  der  Function  t,^,   die   für  jeden  Werth   des  Index  A  bestehen, 

0 

:iiich  für  die  Grenzfuuction  ri,  die  aus  ri  durch  analytische  Fortsetzung 
hervorgeht,  erhalten  bleiben,  so  dass  also  diese  Grenzfuuction  keine 
anderen  Verzweiguugsstellen  besitzen  kann,  wie  die  Punkte 

^1?  S?  ■  ■  ■  ^V+i 

Ider  ^-Ebene.     Wir  haben   für  jeden  ^-Werth,   der  innerhalb  des  Ein- 
0 

heitskreises    gelegen    ist,    einen    wohlbestimmten  Wei-th  ti    der    Grenz- 

0 

function  definirt;  die  Gesammtheit  dieser  t; -Werthe  constituirt  demnach 
einen  Halbzweig  der  Grenzfuuction,  den  wir  mit  ij  bezeichnen  und 
der  sich  durch  Anwendung  der  Operation  oj^  auf  z  in  einen  dem  ausser- 
halb des  Einheitskreises  gelegenen  Gebiete  der  *;-EbeEe  entsprechenden 
Halbzweig  ^  '  verwandelt.  Dadurch  ist  nun  zunächst  die  Fortsetzung 
der  Grenzfuuction  r;  nach  dem  Aeussern  des  Einheitskreises  der  ^-Ebene 
vollzogen. 

Ebenso  wie  ^^  zu  der  Gruppe  Sl!  gehört,  wird  der  Halbzweig  yf^ 
der  Grenzfunction  zu  der  Gruppe 

lim  ^=  St 

X 

gehören.  Ferner  folgt  aus  der  für  [  ^^  |  <  1  bestehenden  Ungleichung 
(Nr.  339,  S.  295) 

uri<iexi<---<'^i, 
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dass  für  Werthe  von  z,  die  dem  Innern  des  Einbeitskreises  angehören 
aucli 

!  V"^  I  <  1 

sein  muss,  und  durch  einfache  Grenzbetrachtungen  erhellt,  dass  yf^^ 
durch  Anwendung  der  Operationen  von 

P,  =  lim  P^ 

auf  z  in  diejenigen  Halbzweige  der  Grenzfunction  ?;  übergeführt  wird, 
die  innerhalb  des  Einheitskreises  der  ?^- Ebene  gelegen  sind  und  deren 
Werthevorrath  das  Innere  dieses  Einheitskreises  schlicht  und  lückenlos 
erfüllt.     Da  nun  (Nr.  345,  S.  316j  aber,  wenn 

Indj,  C3  ^  A.  —  1 

ist,  die  Operation  a  noth wendig  in  P.  vorkömmt,  so  folgt,  dass  wie 
gross  auch  für  eine  Operation  o  von  ü  der  Werth  von 

Indjj  C9 

sein  mag,  die  ganze  positive  Zahl  Ä  stets  so  gross  gewählt  werden 
kann,  dass  co  in  allen 

-?;  +  ;,  (X  =  0,l,2,...) 

enthalten  ist,  wenn  A  grösser  ist  wie  A.  Es  enthält  also  P^,  sämmt- 
liche  in  ü  vorkommende  Operationen  und  offenbar  auch  keine  anderen, 
d.  h.  es  ist 

und  folglich  gemäss  der  Gleichung  (22)  der  Nr.  345  (S.  31G) 

lim  9J  =  .Q^  =  1  . 
/. 

Wir  schli essen  hieraus,  dass  rf''^  durch  Anwendung  aller  Opera- 
tionen von  ü  nur  in  solche  Halbzweige  verwandelt  werden  kann,  deren 
Werthevorrath  dem  Innern  des  Einheitskreises  der  t^ "Ebene  ange- 
hört, d.  h.: 

Die  Grenzfunction  ri  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  keine 
analytische  Fortsetzung  nach  dem  ausserhalb  des  Einheits- 
kreises gelegenen  Gebiete  der  i;-Ebene  gestattet. 

Es  ist  also  für  jeden  voij  a^^  «„ ,  •  •  •  «^  ,  ^  verschiedenen  Werth 
von  z 

dagegen  ist  für  die  Punkte  ö^i,  c^2?  '  "  "  ^a+i 

und  folglich  auch 

I  r;  i  =  1 . 
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Wir  bezeichnen  das  Gebiet  der  ?;- Ebene,  welches  von  der  Gesammt- 
beit  der  Werthe  des  Halbzweiges  rj^^^  erfüllt  wird,  durch  y^"^;  dann  ist 
y^^  ganz  im  Innern  des  Einheitskreises  gelegen,  nur  die  den  Punkten 
„"  =  a^,  «2  7  ■  *  ■  ^ff+i  entsprechenden  Werthe 

£   =  lim //.  (z=i,2,  ■•  fj+i) 

;.      "■ 

(vergl.  Nr.  344,  S.  314)  befinden  sich  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises. 
Die  Seiten  von  y  sind  Curvenbogen,  die  den  Punkten  der  Peripherie 
des  Einheitskreises  der  ^- Ebene  entsprechen;  dieselben  schneiden  sich 
(vergl.  a.  a.  0.)  in  den  Eckpunkten  s_^  unter  dem  Winkel 

lim  4  =  0 

und  bilden  in  eben  diesen  Punkten  mit  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises der  7j- Ebene  den  Winkel 

;.     2  V  37         2 

Wir  bezeichnen  den  aus  ry     durch  Anwendung  der  Operation 

CO  =  ö      0)       •  •   ■  (0 

von  5i  auf  2  hervorgehenden  Halbzweig  der  Grenzfunction  i]  mit 

und  das  von  dem  Werthevorrathe  dieses  Halbzweiges  erfüllte  Gebiet 
der  ?^- Ebene  durch 

f  1 

dann  befinden  sich  alle  diese  Gebiete,  wie  bereits  bemerkt,  innerhalb 
des  Einheitskreises  der  ?;- Ebene  und  erfüllen  diesen  Kreis  schlicht  und 
lückenlos. 

Hieraus  schliessen  wir  sofort,  dass  z  eine  allenthalben  ein- 
deutige Function  von  y]  ist,  die  nur  für 

hi<i 

existirt,  und  wir  erhalten  auch  eine  Darstellung  dieser  eindeutigen 
Function,  wenn  wir  in  dem  sich  aus  der  Gleichung  (17)  der  Nr.  344 
(S.  313)  ergebenden  rationalen  Ausdrucke  von  z  durch  ^^ 

für  welchen  nach  der  Definition  von  2;^  die  Gleichung 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  2.  21 
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besteht,  mit  X  zur  Grenze  übergehen.  In  der  Tliat  ergiebt  sich  durch 
einfache  Grenzbetrachtungen  i  i 

z  =  Mm  R.{Q  =  lim  B.{rD  =  F{ri), 

wo  F  den  Algorithmus  einer  eindeutigen  Function  bedeutet. 

Für   die  Gi*enzfunction  i],    die   aus  dem  für  Werthe  von  z,    deren 

absoluter  Betrag    grösser    als   Eins    ist,    durch    die  Gleichung  (2)    der 

ff+i 
Nr.  341   (S.  303)    definirten  i]   durch  analytische  Fortsetzung  entsteht, 

gelten  die  analogen  Resultate  wie  für  ri  selbst.  Wenn  dem  Werthe 
H  von  1],  wo  also 

|H|<1 
ist,  der  Werth 

Z=F{H) 

entspricht,  so  entspricht  dem  zu  H  harmonischen  Werthe  'H  von  ?J  der 
zu  Z  harmonische  Werth  'Z  von  z,  und  zwar  ist 

'Z=F{^H), 

d.  h.  der  Algorithmus  F  stellt  für  Werthe  i}  des  Argumentes,  deren 
absoluter  Betrag  grösser  wie  Eins  ist,  die  ausserhalb  des  Einheitskreises 
existirende  eindeutige  Function  z  von  ■^  dar,  ebenso  wie  er  für  Werthe 
des  Argumentes,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  wie  Eins  ist,  die  nur 
innerhalb  des  Einheitskreises  definirte  eindeutige  Function  z  von  ri 
liefert. 


347.     Beziehungen  zwischen  den  Halbzweigen  und  Zweigen  der 

Grenzfunction. 

Um  nunmehr  die  Beziehung  zwischen  den  verschiedenen  Halb- 
zweigen der  Function  ij  herstellen  zu  können,  müssen  wir  diejenige 
Function  V  heranziehen,  die  für  ri  eine  analoge  Rolle  spielt,  wie 
die  Function   V    für  ^^. 

Da  die  Gruppe  il^  ,  zu  welcher  t]  gehört,  nur  aus  der  identischen 
Operation  besteht,  so  gilt  das  Gleiche  für  die  Gruppen 


0)        Sl     03 


zu  denen  die  verschiedenen  Halbzweige  von  rj  gehören.  Also  reducirt 
sich  auch  die  Gesammtheit  T  der  allen  diesen  Gruppen  gemeinsam  an- 
gehörenden Operationen  auf  die  identische  Operation,  und  wir  können 
demnach  jeden  Zweig  der  Function  r]  selbst  als  Function  y      ansehen,    j 


Bedeutet  also 


einen  von 


^(o,/i,;.2,--;i^)  ^  ^.(1) 
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verschiedenen  Halbzweig  der  Function  rj,  so  folgt  nach  der  Analogie 
der  Gleichungen  (24)  und  (24  a)  der  Nr.  345  (S.  318),  dass  7/'^  durch 
-)]  '  und  z  beziehungsweise  durch  '?/  '  und  '3  eindeutig  dargestellt  werden 
kann,  jenachdem 

V  ^  fi  (mod  2) , 
beziehungsweise 

V  ^  ^  -f-  1  (mod  2) 

ist.  Da  nun  s  eine  eindeutige  Function  von  rj  ist,  so  stellt  sich  also 
1/  durch  >;  beziehungsweise  'r}^"\  d.  h.  jeder  Halbzweig  von  7]  durch 
jeden  anderen  oder  dessen  harmonischen  Werth  eindeutig  dar.  Hier- 
aus schliessen  wir  aber  nach  bekannten  functionentheoretischeu  Sätzen, 
dass  jeder  Halbzweig  eine  lineare  Function  mit  constanten  Coefficienten 
von  jedem  anderen  Halbzweige  oder  von  dessen  harmonischem  Werthe 
sein  muss.  In  beiden  Fällen  müssen  diese  linearen  Functionen  die 
Peripherie  des  Einheitskreises  der  ?;- Ebene  in  sich  selbst  transfor- 
miren. 

Insbesondere  ist  also  jedes 

eine  lineare  Function  von  r]  oder  von  '?;  ,  jenachdem  ^  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  ist.     Sei 

(25)  /•"=".',.,!", 

dann  ist  für  einen  Punkt  ^  der  Seite  (f^_,,  f^),  längs  der  die  Gebiete 
y(°^  und  y(''''')  zusammenhängen, 

"xl  '^  +  "x2 


t  = 


«xs'^+'^xi 


Hieraus  folgt  nach  einem  wiederholt  angewandten  Schlussverfahren 
(vergl.  z.  B.  Nr.  268 ,  S.  35  ff.)  und  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenschaft 
der  Substitution,  die  Peripherie  des  Einheitskreises  ungeändert  zu  lassen, 
dass  die  Seite  (f  _i,  ^  )  ein  Kreisbogen  ist,  der  den  Einheits- 
kreis   der    «-Ebene    in    den    Punkten    s     ^  ,   s     unter    rechtem 

'  X — 1  '  X 

Winkel  schneidet. 

Damit   ist  also  gezeigt,    dass  die   Grenzfunction  t]   die   Abbildung 
des  Kreisbogenpolygons  mit  verschwindenden  V/inkeln 

21  * 
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dessen  Seiten  den  Einheitskreis  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  auf 
das  Innere  des  Einheitskreises  der  ^- Ebene  liefert,  und  aus  dem  Satze 
der  Nr.  320  (S.  232)  folgt  nunmehr,  dass  wie  in  der  Nr.  341  (S.  302) 
behauptet  wurde,  in  der  That  die  Function  z  von  y\  eine  Fuchs 'sehe 
ist,  die  nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  ij- Ebene  existirt  und  die 
auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  ä- Ebene  beliebig  vorgeschrie- 
benen Werthe  a^,  a.^,  •  •  •  «^  ,  ^  auslässt. 

Von  einer  Fuchs'schen  Function,  die  beliebig  vorgeschriebene,  auf 
der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegene  Werthe  auslässt,  kann  man 
durch  eine  linear  gebrochene  Transformation  leicht  zu  einer  Fuchs'- 
schen Function  gelangen,  die  beliebig  vorgeschriebene  reale  Werthe 
auslässt;  wir  haben  also  in  der  That  das  zu  Beginn  der  Nr.  329 
(S.  258)  in  Aussicht  genommene  Ziel  erreicht,  d.  h.  es  ist  gezeigt, 
dass  sich  in  der  Differentialgleichung  (1)  der  Nr.  325  (S.  246), 
wenn  die  daselbst  mit  «,,  a,,  ...  a  ,  ,  bezeichneten  singulären 
Punkte  real  und  die  g^,  r/^ ,  •  •  •  ^^  ,  ^  sämmtlich  unendlich 
gross  sind,  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  E^_^{z)  als 
reale  Grössen  stets  und  (gemäss  dem  Satze  der  Nr.  327)  nur 
auf  eine  Weise  so  bestimmen  lassen,  dass  die  unabhängige 
Variable  z  eine  eindeutige  Fuchs'sche  Function  des  Integral- 
quotienten ri  wird. 


348.     Betraclitung   des  allgemeinen  Falles  beliebiger  nicht  auf  dem 
Einheitskreise  gelegener  singulärer  Punkte. 

Wir  wenden  uns  nun  za  der  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles, 
wo  in  der  normalen  Differentialgleichung  (1)  der  Nr.  325  (S.  246)  die 
a, ,  a„ ,  •  •  •  a  ,  ,  beliebige,  nicht  sämmtlich  reale  (oder  auf  einer  Kreis- 
Peripherie  gelegene)  Werthe,  und  die  (j^,  g.^,  ■  ■  ■  g^j_^  nicht  sämmtlich 
unendlich  gross,  sondern  irgendwelche  positive  ganze  Zahlen  sind,  die 
der  Ungleichung  (4j  der  Nr.  326  (S.  249)  Genüge  leisten.  Es  wird 
sich  dann  mit  Hülfe  der  in  den  vorhergehenden  Nummern 
erlangten  Resultate  zeigen  lassen,  dass  (vergl.  Nr.  326,  S.  252) 
stets  eine  der  Differentialgleichung  (1)  subordinirte  normale 
Differentialgleichung  gefunden  werden  kann,  in  der  sich  über 
die  noch  unbestimmt  bleibenden  Parameter  so  disponiren 
lässt,   dass   diese  Differentialgleichung  eine  Fuchs'sche  wird. 

Mögen  unter  den  gegebenen  Grössen 

(1)  a^,  «2,  •••  a„^i 

gewisse,  etwa  a^,  a,^,  '  '  '  ^x  ^'^^^  sein;  unter  den  übrigen 


348.    Beliebige  singulare  Punkte.  325 

^;.  +  i;   •  •  •   «a  +  i 

mögen  sich  gewisse  Paare  von  conjugirten  complexen  Grössen  befinden; 
sollten  dann  noct  complexe  Grössen  unter  den  a.  vorhanden  sein, 
deren  conjugirte  in  der  Reihe  der  «^  nicht  mit  enthalten  ist,  so 
tilgen  wir  diese  conjugirten  dem  Tableau  (1)  einfach  hinzu.  Die  so 
erweiterte  Reihe  möge  lauten 

1 1.)  a^,  a.^,  ■  ■  •  ct.,     cip^i,  •  •  •  «j._(_i7     ^h.  +  i>  '  '  '  ^t+\, 

wo  also  für  x  =  X-\-l,--r-\-l,  ä_  die  zu  «^  conjugirte  complexe 
Grösse  bedeutet.     Wenn  die  Zahl 

1  +  r  — 2  =  g 

gleich  Null  ist,  d.  h.  wenn  in  der  Reihe  (2)  nur  reale  Grössen  vor- 
kommen, so  ist  die  Existenz  einer  Fuchs 'sehen  Function,  die  die 
AVerthe  (2)  auslässt,  bewiesen.  Wir  zeigen  nun,  dass,  wenn  die  Exi- 
stenz einer  Fuchs'schen  Function  als  feststehend  angesehen  wird, 
die  ein  System  von  Werthen  auslässt,  welches  q  —  1  Paare  conjugirter 
romplexer  Grössen  enthält,  auch  eine  Fuchs 'sehe  Function  construirt 
werden  kann,  die  das  Werthesystem  (2)  auslässt,  in  welchem  die  An- 
zahl der  Paare  conjugirter  complexer  Grössen  gleich  g  ist. 

Bilden  wir   zu   diesem  Ende   die  ganze   rationale  Function  2gten 
Grades 
;; ,  (p(x)  =  (x  —  a^_^^  {x  —  f7^_^  J  ■■■(x  —  a^^^  {x  —  ä^_^^) , 

so  sind  die  Coefficienten  derselben,  wenn  wir  uns  nach  Potenzen  von 
,/■  geordnet  denken,  reale  Grössen.  Die  Ableitung  q)' (x)  von  q)(x)  ist 
von  ungeradem  (2q — Ij-ten  Grade,  die  Gleichung 

('4 )  cp'  (x)  =  0 

l)esitzt  demnach  mindestens  eine  reale  Wurzel.  Bezeichnen  wir  also 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  durch 

so  befinden  sich  unter  denselben  höchstens  (q  —  1)  Paare  conjugirter 
complexer  Grössen.     Demnach  enthält  auch  das  Tableau 

(5)  0,  (p  (aj,  ■■■  (p  («.),  (p  (c^),  <p  (c^),  ■■■  cp  (c,^_,) 

höchstens  (q  —  1)  Paare  conjugirter  complexer  Grössen,  wir  können 
folglich  gemäss  unserer  Voraussetzung  eine  Fuchs 'sehe  Function  F(r}) 
bestimmen,  die  nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  i^ -Ebene  existirt, 
innerhalb  des  Fundamentalbereiches  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimmt  und  die  Werthe  (5)  auslässt. 
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Setzen  wir  nun 
(6)  <pix)  =  F{r}), 

so  ist  zunächst  leicht  einzusehen,  dass  x  eine  eindeutige  Function 
von  rj  ist.  Die  Function  x  von  rj  könnte  nämlich  nur  für  solche  Werthe 
von  rj  eine  Verzweigung  erfahren,  für  welche  die  Ableitung  cp'  (x)  von 
(p{x)  verschwindet;  für  einen  solchen  r]-Werth.  müsste  aber 

F(ri)  =  ^ic;) 

sein,    wo   i   eine  der  Zahlen  1,  2,  ■  ■  •  2q —  1    bedeutet,    und    das   ist 

nicht  möglich,  da  F(r])  die  Werthe  (5)  auslassen  sollte.     Ferner  kann 

die    durch    die   Gleichung  (6)    definirte  Function  x  von   rj   keinen  der 

Werthe 

a.        {i=i, 2,  ■■■?.) 

annehmen,  da  sonst  F(rj)  gleich  dem  entsprechenden  q}{o^  sein  müsste, 
und  ebensowenig  kann  x  einen  der  Werthe 

«.,  ä.  (i=;.+i,-    t+i) 

erhalten,  da  sonst  F(rj)  verschwinden  müsste. 
Setzen  wir 

so  bilden,  da  z  eine  Fuchs 'sehe  Function  von  rj  sein  sollte,  die  y^,  y 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

worin  >][){£)  eine  rationale  Function  von  z  bedeutet.  Die  singulären 
Punkte  dieser  Differentialgleichung  sind  die  Stellen  (5),  und  die  deter- 
minirende  Fundamentalgleichung  eines  jeden  dieser  Punkte  besitzt  eine 
doppelte  Wurzel.     Nun  ist  aber 

dx 1     dz  ^ 

drj         cp'  {x)  dl] ' 

wenn  wir  also  in  der  Differentialgleichung  (7)  die  Substitution 

y  =  V^'  ipc)  w, 

z  =  (p(x) 

machen,  so  verwandelt  sich  (vergl.  die  Gleichungen  (10),  (11)  der 
Nr.  181,  Bd.  II,  1,  S.  189)  diese  Differentialgleichung  in 

^^^  0={p(9.(:r))^'(^)^  +  ^(; 


' 
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aus  welcher  sich  x  als  Fimction  von  t]  durch  Umkehrung  des  Quo- 
tienten der  Elemente 

-\/dx  -i/dx 

eines  Fundamentalsystems  ergiebt.  Offenbar  ist  der  Coefficient  von  u 
in  (8)  eine  rationale  Function  von  x,  wir  schliessen  also,  dass  x  eine 
Fuchs 'sehe  Function  des  Integralquotienten  iq  sein  muss,  die  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  an- 
nimmt. 

Die   singulären  Punkte  der  Dijfferentialgleichung  (8)  sind  offenbar 
diejenigen  Werthe  von  ,r,  für  welche  z  =  fp{x)  einen  der  Werthe  (5) 
annimmt,  d.  h.  also  erstens  die  Punkte  (2)  und  zweitens  die  von  diesen 
Punkten  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichungen 
9?  (a:)  =  9>  (a.)  («=1,2, ■••/), 

(p{x)  =  Cp  (^.)  0  =  1,  2,-  •  •  2?-l)  , 

die  wir  durch 

bezeichnen  wollen.  Für  jeden  dieser  singulären  Punkte  besitzt  die 
determinirende  Fundamentalgleichung  von  (8)  eine  doppelte  Wurzel,  die 
Function  x  von  rj   lässt  also   die  Werthe  (2)  und  die  Werthe  (9)  aus. 

Offenbar  ist  die  Differentialgleichung  (8)  der  normalen  Differential- 
gleichung (1)  der  Nr.  325  (S.  24ß),  von  der  wir  zu  Beginn  dieser  Num- 
mer ausgegangen  waren,  subordinirt,  die  Behauptung,  die  wir  daselbst 
aufgestellt  hatten,  ist  also  bewiesen.  Genauer  ausgesprochen  haben  wir 
den  Satz: 

Wenn  beliebige  reale  oder  complexe  Werthe 

«1^  ^2^  •••  %+i 
gegeben  sind,  so  lässt  sich  stets  eine  Fuchs'sche  Function 
finden,  die  diese  gegebenen  Werthe  und  überdies  noch  ge- 
wisse andere  nicht  gegebene  Werthe  auslässt,  nur  innerhalb 
des  Einheitskreises  existirt  und  innerhalb  des  Fundamental- 
bereiches (dessen  sämmtliche  Ecken  auf  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises liegen)  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt. 

340.     Zusammenfassung  der  bisher  erlangten  Resultate. 

Durch  diesen  Satz  ist  also  das  am  Schlüsse  der  Nr.  326  (S.  252) 
in  Aussicht  genommene  Ziel  erreicht,  d.  h.  es  kann,  wenn  eine  beliebige 

Function 

Y=F{z) 
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der  complexen  Variabein  z  gegeben  ist,  die  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Verzweigungspunkten  besitzt  und  die  in  der  durch  einen  die  Ver- 
zweigungspunkte unter  einander  verbindenden  Schnitt  zerschnittenen 
^;- Ebene  eindeutig  ist,  ein  Parameter  ri  so  gefunden  werden,  dass  z  als 
Fuchs 'sehe  Function  von  ri  und  Y  als  eindeutige  Function  von  tj  er- 
scheint (vergl.  Nr.  326,  S.  251). 

Wir  haben  gesehen,  dass  sich  auf  Grund  der  in  den  Nummern 
334,  335  (S.  275  ff.)  behandelten  Untergruppe  einer  aus  lauter  parabo- 
lischen Substitutionen  erzeugten  Fuchs 'sehen  Gruppe  mit  symmetri- 
schem Fundamentalbereiche  eine  Function  ri  von  z  herstellen  lässt,  die 
als  Grenzfunction  gewisser  algebraischer  Functionen  erscheint  und  deren 
Umkehrung  eine  Fuchs 'sehe  Function  liefert,  die  eine  endliche  Anzahl 
beliebig  vorgeschriebener  realer  (oder  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
ffelesener )  Werthe  auslässt.  In  ähnlicher  Weise  kann  die  in  den  Num- 
mern  332,  333  (S.  268  ff.j  betrachtete  Untergruppe  einer  aus  lauter 
parabolischen  Substitutionen  erzeugten  Fuchs 'sehen  Gruppe  mit  nicht 
symmetrischem  Fundamentalbereiche  dazu  benutzt  werden,  einen  Algo- 
rithmus von  algebraischen  Functionen  der  Variabein  z  aufzustellen, 
dessen  Grenzfunction  ri  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  Umkehrung  eine 
Fuchs'sche  Function  liefert,  die  eine  endliche  Anzahl  beliebig  vor- 
geschriebener, willkürlich  (d.  h.  nicht  auf  einer  Kreisperipherie)  in  der 
0 -Ebene  gelegener  Werthe  auslässt.  Wir  gehen  auf  eine  Ausführung 
dieses  Verfahrens  nicht  ein,  da  uns  die  in  der  vorigen  Nummer  erlangten 
Ergebnisse  einen  für  die  Zwecke,  die  wir  im  Auge  haben,  ausreichenden 
Ersatz  für  dasselbe  bieten,  sondern  wollen  jetzt  in  eine  genauere  Be- 
trachtung der  Integrationsmethode  für  eine  lineare  homogene  Differen- 
tialgleichung beliebiger  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  eintreten, 
die  aus  der  Anwendung  des  Poincare'schen  Princips  entspringt. 


i 


Siebzelinter  Absclinitt. 
Theorie  der  Puchs'schen  Zetafunctioiieii. 

Erstes  Kapitel. 

350.     Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  auf  Grund  des  P o ine are 'sehen  Prineips. 

Wenn  es  sich  um  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  algebrai- 
schen Coefficienten  handelt,  deren  Ordnungszahl  keiner  Beschränkung 
unterliegt,  so  kann  man  dieselbe  mit  Hülfe  der  in  der  Nr.  61  (Bd.  I, 
S.  218)  angegebenen  Reductionsmethode  auf  eine  lineare  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Coefficienten  zurückführen;  wir  dürfen  uns 
demnach  für  die  allgemeinen  Betrachtungen,  denen  wir  uns  jetzt  zu- 
wenden, auf  die  Behandlung  von  linearen  Differentialgleichungen  mit 
rationalen  Coefficienten  beschränken. 

Sei 

(1)  ^  +i?,  (^)  ^^  H \-i>  (x)y  =  0 

eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  x  sind,  die  nur  in  den  Punkten 

unendlich  werden.  Die  Bezeichnuno^  denken  wir  uns  so  crewählt,  dass 
die  Punkte 

\,  h,  ■■■  K 

die  ausserwesentlich  singulären  und  diejenigen  wesentlich  singulären 
Stellen  bedeuten,  in  deren  Umgebung  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  (1)  nur  wie  eine  rationale  Function  unendlich 
wird,  dann  sind  also  die  Stellen 

die  einzigen  Verzweigungspunkte  oder  Unbestimmtheitsstellen  der  Inte- 
grale von  (1). 
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Bilden   wir   nun    eine   normale   Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung (Nr.  826,  S.  249j 

(2)  p,  =  ä{^)v, 

clx 
deren  singulare  Punkte  die 


1'       2'  o  '  ff  +  1 

sind  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  für  x  =  1,  2,  ■  ■■  q,  6  -{-  1  die 
Differenz  d^  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung, 
die  zu  X  =  a_  gehört,  im  Allgemeinen  gleich  Null  ist;  nur  wenn  a 
kein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (1)  ist,  wenn  überdies  die  Entwickelungen  dieser  Integrale  in 
der  Umgebung  von  x  =  a  keine  Logarithmen  enthalten  und  die  Wur- 
zeln der  zu  a_^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (1) 
rationale  Zahlen  sind,  kann  d^  gleich  dem  grössten  aliquoten  Theile 
der  Einheit  gewählt  werden,  als  dessen  ganzzahlige  Multipla  sich  diese 
rationalen  Zahlen  darstellen  lassen.  Nach  den  Ergebnissen  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  kann  dann  jedenfalls  eine  der  Differentialgleichung 
(2)  subordinirte  Diff'erentialgleichung 

(2  a)  -^  =  q{x)u 

dx 

gefunden  werden,  in  welcher  die  unabhängige  Variable  x  eine  nur  im 
Innern  des  Einheitskreises  existirende  Fuchs'sche  Function  x  =  f  (rj) 
des  Integralquotienten  rj  ist,  die  die  Werthe 

and  eventuell  noch  gewisse  andere  Werthe 

auslässt.  Zufolge  des  Poincare 'sehen  Princips  ist  dann  das  allgemeine 
Integral  y  der  Differentialgleichung  (1)  eine  eindeutige  Function 
von  rj. 

Denken  wir  uns  in  die  Differentialgleichung  (1)  die  Grösse  rj  als 
neue  unabhängige  Variable  eingeführt,  so  nimmt  diese  Differential- 
gleichung die  Gestalt  an 

(1")  f|  +  9',Wf^H---  +  ^„('i)y  =  0> 

wo  die  Coefficienten  (p^  (rj) ,  (p^  (>j),  •  ■  ■  (p^  (^/)  eindeutige  Functionen  von 
r^  sind,  die  nur  für 

existiren.     Wenn    wir    die    Differentialgleichung    (1)    durch    Multipli- 
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cation  mit  einer  geeignet  gewählten  ganzen  rationalen  Function  auf 
die  Form 

bringen,  wo  die  P^  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten  und  P^ 
nur  für  die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  verschwindet, 
so  ist 

c^y  ^ry       1  ^^   cr-\j      f"(n)  _. 

dx"    dr,''[f'{ri)T      'f?^"-'[rwr+' 

die  Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  r]  nimmt  folg- 
lich nach  Multiplication  mit  [/"(>?)]^"~^  die  Gestalt  an  (vergl.  Nr.  124, 
Bd.  I,  S.  458) 

Die  Ableitung  f  {t])  der  Fuchs'schen  Function  x  =  f{ri)  kann 
nur  für  Werthe  von  rj,  die  auf  dem  Einheitskreise  liegen,  gleich  Null 
oder  Unendlich  werden,  ebenso  liegen  diejenigen  tj -Werthe,  denen  die 
;/; -Werthe 

a,  ,  a,,  ■  ■  •  n  ,     a   .  . 

entsprechen,  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises.  Die  Differential- 
gleichung (la)  besitzt  also  innerhalb  des  Existenzbereiches  ihrer  Coef- 
ficienten    nur    diejenigen    >;- Werthe    als    singulare    Stellen,    denen    die 

x- -Werthe 

b^,  b.,,  ■  ■•  b^ 

entsprechen.  In  der  Umgebung  dieser  tj -Werthe  besitzt  das  allgemeine 
Integral  von  (la)  den  Charakter  einer  rationalen  Function;  wenn  wir 
insbesondere  voraussetzen,  dass  die  b^  nur  ausserwesentliche  singulare 
Punkte  der  Differentialgleichung  (1)  sind  (ein  Fall,  auf  den  sich  der 
allgemeine  stets  durch  Multiplication  von  y  mit  einer  ganzen  rationalen 
Fimction  von  x  zurückführen  lässt),  so  sind  die  entsprechenden  rj -Werthe 
auch  ausserwesentlich  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung  (la). 
Dann  sind  also  die  Integrale  der  letzteren  Differentialgleichung  für 

lr}\<l 
holomorph  und  folglich  in  ihrem  ganzen  Existenzbereiche  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  r]  entwickelbar;  und  zwar  erhalten  wir,  wenn  der 
Punkt  rj  =  0  keine  der  ausserwesentlich  singulären  Stellen  von  (1  a) 
ist,  für  das  allgemeine  Integral  eine  Entwickeluug,  deren  n  erste  Coef- 
ficienten  willkürliche  Constanten  sind.  Die  folgenden  Coefficienten  er- 
geben   sich    mittelst   Recursionsformeln,    wenn    die    Coefficienten    der 
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Differentialgleichung  (la)  bekannt  sind;  um  diese  herzustellen  bedarf 
es  nur  der  Kenntniss  der  Function  x  =  f(ri)  und  diese  kann,  wenn 
die  a  ,  a  ,  ■  •  •  a^  gegeben  sind,  nach  der  in  dem  vorhergehenden  Ab- 
schnitte behandelten  Methode  stets  als  Grenzfunction  rationaler  Func- 
tionen gefunden  werden. 

Wir  haben  also  auf  diese  Weise  eine  Integrationsmethode 
für  eine  beliebige  lineare  Differentialgleichung  (1)  mit  ra- 
tionalen Coefficienten,  die  uns  gestattet,  abhängige  und  unab- 
hängige Variable  als  beständig  (d.  h.  für  alle  Werthe  des 
Existenzbereiches)  convergente,  nach  positiven  ganzen  Po- 
tenzen der  Hülfsvariabeln  tj  fortschreitende  Reihen 

darzustellen,  und  dieses  Reihenpaar  liefert  uns  für  Werthe 
von  rj,  die  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen,  alle  regu- 
lären Stellen  des  analytischen  Gebildes  (x,  y). 

351.     Charakter  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  der 
Fuchs'schen  Classe  als  Functionen  des  Parameters  i]. 

Wenn  wir  das  Verhalten  des  allgemeinen  Integrales  der  Differen- 
tialgleichung (1)  bei  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein  x  unter- 
suchen wollen,  so  haben  wir  auf  ri  die  Substitutionen  der  Gruppe  der 
Fuchs'schen  Function  x  =  f(r})  anzuwenden. 

Um  die  Untersuchung  gleich  in  der  vollen  Allgemeinheit  zu 
führen,  denken  wir  uns,  es  sei  die  Differentialgleichung  (2a)  irgend 
eine  der  Differentialgleichung  (2)  subordinirte  Fuchs 'sehe  Differential- 
gleichung (Nr.  326,  S.  249),  so  dass  also  nicht  nothwendig  die  Diffe- 
renzen d,  der  Wurzeln  aller  zu  (2  a)  gehörigen  determinirenden  Fun- 
damentalgleichungen gleich  NuU  sind.  Dann  ist  nach  wie  vor  sowohl 
X  als  auch  y  eine  nur  für  I  ■»;  |  <  1  existirende  eindeutige  Function 
von  7^5  wenn  wir  uns  also  ein  Fundamentalsystem 

von  (1)  gegeben  denken,  so  ist 

WO  cp.  (rj)  eine  nur  für  |  r;  |  <  1  definirte  eindeutige  Function  von  r] 
bedeutet. 

Sei  d-  die  projective  Monodromiegruppe  der  Fuchs'schen  Diffe- 
rentialgleichung (2  a),  und  denken  wir  uns  auf  rj  eine  Substitution 


351.    DifFereutialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe.  333 

«f^   +   ßv 


s,.n 


YrV  +  ^„ 


der  Fuchs 'sehen  Gruppe  d^  angewandt,  d.  h.  lassen  wir  7]  auf  einem 
innerhalb  des  Einheitskreises  verlaufenden,  sonst  beliebigen  Wege  von 
dem  Punkte  rj  nach  dem  Punkte  S^,r]  gehen,  so  bleibt  die  Fuchs 'sehe 
Function  x  =  f(r})  ungeändert,  d.  h.  x  vollzieht  in  seiner  Ebene  einen 
j^eschlossenen  Weg.  Die  Integrale  [i/.]  verwandeln  sich  demnach  in 
lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst,  d.  h.  sie  erfahren  eine  lineare 
Substitution 

tler  homogenen  Monodromiegruppe  &  von  (1).  Offenbar  wird  zufolge 
der  Art  und  Weise,  wie  wir  die  Differentialgleichung  (2)  eingerichtet 
haben,  dadurch  dass  wir  S,  alle  Substitutionen  der  Fuchs 'sehen 
Gruppe  d-  darehlaufen  lassen,  jede  Substitution  T  der  Gruppe  &  zum 
Vorschein  kommen;  die  Gruppen  d-  und  &  sind  demnach  isomorph,  im 
Allgemeinen  ist  dieser  Isomorphismus  aber  kein  holoedrischer,  sondern 
is  entspricht  der  identischen  Substitution  von  @  eine  gewisse  aus- 
gezeichnete Untergruppe  E  von  -S-, 

Wir  können  also  die  analytische  Beschaffenheit  des  Functions- 
systems  [?/.]  von  i]  in  folgender  Weise  charakterisiren: 

Die  y.  sind  eindeutige,  nur  für  |  ">?  |  <  1  existirende  Func- 
tionen von  rj,  die  die  Substitutionen  einer  gewissen  linearen 
homogenen  Gruppe  &  erfahren,  wenn  wir  auf  r/  die  Substi- 
tutionen der  Fuchs'schen  Gruppe  d-  anwenden. 

Diese  Eigenschaften  haben  die  [«/.]  offenbar  mit  jedem  dem  Funda- 
mentalsysteme [?/.]  entsprechenden  Fundamentalsysteme  einer  mit  (1) 
zu  derselben  Art  gehörigen  Differentialgleichung  gemein,  und-  all- 
gemeiner mit  jedem  System  von  Functionen,  welches  in  der  Form 

dy,                              cr-^y. 
Au  -i-  A  —  4-  ■  •  ■  -\-  Ä ('=1, 2,  •  •  • «) 

darstellbar  ist,  wo  die  J.^,  A^,  ■  •  -  A^_^  eindeutige  Functionen  von  x 
bedeuten.  Um  die  y.  als  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten  zu  charakterisiren,  müssen  demnach 
noch  weitere  Eigenschaften  dieser  Grössen  als  Functionen  von  iq  an- 
gegeben werden,  es  sind  dies  Eigenschaften,  die  das  Verhalten 
der  y.  in  der  Nähe  der  Ecken  des  Fundamentalbereiches  F^ 
der  Fuchs'schen  Gruppe  ■0'  bestimmen. 

Da  sieh  der  Behandlung  des  allgemeinen  Falles,  wo  die  Integrale 
von  (1)  an  allen  oder  an  einzelnen  der  Stellen 
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unbestimmt  werden,  noch  wesentliche  Schwierigkeiten  entgegenstellen, 
so  wollen  wir  für  das  Folgende  voraussetzen,  dass  die  Differential- 
gleichung (1)  der  Fuchs'schen  Classe  angehört.  Dann  lässt  sich 
das  Verhalten  der  Integrale  der  Differentialgleichung  (la)  in  der  Nähe 
der  Eckpunkte  des  Fundamentalbereiches  F^  auf  folgende  Weise  charak- 
terisiren. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  einer  im  Innern  des  Einheits- 
kreises gelegenen  Ecke  X  von  F^  oder  eines  der  mit  F^  congraenten 
Bereiche  der  Theilung  des  Einheitskreises  (bei  der  allgemeinen  Fest- 
setzung, dass  die  Fuchs 'sehe  Differentialgleichung  (2  a)  irgend  eine  der 
Differentialgleichung  (2)  subordinirte  sein  soU,  können  solche  Ecken 
in  der  That  auftreten),  dann  gehört  A^  einem  gewissen  Cyklus  von 
Ecken  an,  in  welchem  die  Winkelsumme  gleich  2;rd^  ist,  wenn  für 
7]  z=  X     die  Fuchs 'sehe  Function  x  den  Werth  a     annimmt.     Gemäss 

I  y.  y.  ^ 

der  Definition  der  normalen  Differentialgleichung  (2)  besitzt  dann  die 
zum  Punkte  a_  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der 
Differentialgleichung  (1)  lauter  rationale  Wurzeln 

''i  >  ^'o  >  •  •  ■  ''„  y 
die  sämmtlich  ganz  zahlige  Multipla 

r  =  m  ö  (»■=1, 2,  ■  •■«) 

von 

"  Sy 

sind,  und  die  Entwickelungen  der  Elemente  des  zu  x  =  a^  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  ^^,  ^, ,  •••  l)^  von  (1)  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a    enthalten  keine  Logarithmen.     Wir  haben  also 

X^^  =  {x  —  af"-  ^„  (x  i  aj  (v=i,  2, . . .  n) , 

wo  die  '^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a^  fortschreitende 
Reihen  bedeuten. 

Andererseits  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  «^ 

n  -  K. 

wo  X_^  den  zu  A^  harmonischen  Werth,  ^  (x  j  aj  eine  gewöhnliche 
Potenzreihe  von  x  —  a.  bedeutet,  die  für  x  =  a^  nicht  verschwindet; 
wir  haben  also  in  der  Umgebung  von  yj  =  A^ 
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x-a^  =  {ri-  Xj>'-le^  +  .,(>;  -  Aj  +  •  ■  •],     a,  4=  0, 
und  folglich 

{x  -  aß  =  {^i  -  A J  [.,  +  ä^,  (v  -  A J  +  .  .  .] . 
Demnach  ergiebt  sich 

wo  die   ^^^,  gewöhnliche  Potenzreihen  von  >;  —  A.   bedeuten. 
Da  nun 

ist,  wo  die  c.    Constanten  sind,  für  welche 

|C.J4=0  </,v=l,2,...n), 

SO  erkennt  man,  dass  die  Functionen  y.  in  der  Umgebung  von 
r;  =-  A^  sich  wie  rationale  Functionen  verhalten. 

Sei  ferner  i;  =  A^  eine  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  ge- 
legene Ecke  eines  der  mit  jP^^  congruenten  Bereiche,  dann  lauten  die 
Entwickelungen  der  Elemente  des  zu  x  =  a  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems   der  Differentialgleichung  (1)  allgemein  wie  folgt: 

Bedeuten  r^ ,  r^,  •  ■  r  die  von  einander  nicht  um  ganze  Zahlen 
verschiedenen  Wurzeln  der  zu  x=  o^  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung von  (1),  so  lässt  sich  (Nr.  50,  Bd.  I,  S.  174)  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  r^ ,  r^ ,  •  •  •  r  die  Gruppe  der  Integrale ,  die  zu  r  ^ 
und  den  a  von  r  um  ganze  Zahlen  verschiedenen  Wurzeln  gehören, 
in  der  Form 

/  — 1 

/  =  0 

darstellen,  wo  die  cp^^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a^  bedeuten 

und 

g 

ist.  Für  die  Differentialgleichung  (2  a)  ist  A^  Doppelpunkt  einer  para- 
bolischen Substitution  der  Gruppe  &,  wir  haben  folglich  in  der  Nähe 
von  A^  für  x  —  a.    die  Entwickelung 

wo 
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n  —  ^y, 

sesetzt  wurde,  und  ß    eine  wohlbestimmte  Constante  bedeutet. 
Hiernacb  ist  also 

{x  -  aj'-/'  =  /." '  (s,  -\-lJ-\---  •),         ^  +  0, 
log  (x  -  aj  =  t  (ö;  +  d,  c'  +  .  .  .),  d,  +  0, 

und   folglich 

wo  die  O  ,  ^,     gewöhnliche  Potenzreihen  von  e    bedeuten. 

Da  nun  jedes  y^.  als  lineare  homogene  Function  mit  constanten 
Coefficienten  der 

darstellbar  ist,  ergeben  sich  für  die  y.  Entwickelungen  von  der  Form 

{a)  e^'  ^1  •  ^1  +  ß'"''  ^2  •  ^2  +  •  •  •  +  «'■''  ^,  •  ^,; 

wo    die  P^ ,  Pg ;  •  •  •  P    ganze  Functionen  von   t   beziehungsweise  von 
den  Graden 

«1—1^     «2— l'--     ^— 1 
bedeuten,   deren  Coefficienten  ebenso  wie  die  ^^ ,  ^^,       ■  (^    gewöhn- 
liche Potenzreihen   von  e    sind.      Die    Summe    der  Gradzahlen  der  P. 
befriedigt  die  Gleichung 

(/3)  «^  —  1  +  «2  —  1  H \r  a.^—\=n  —  q. 

Wenn  wir  also  in  der  linearen  Differentialgleichung  der  Fuchs'- 
schen  Classe  {X)  an  Stelle  von  x  den  Integralquotienten  r;  der  Fuchs'- 
schen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  f2a)  als  neue  unabhängige 
Variable  einführen,  so  lässt  sich  ein  Fundamentalsystem  [^.]  von  Inte- 
gralen der  so  entstehenden  Differentialgleichung  (1  a )  wie  folgt  charak- 
terisireu: 

Die  [«/.]  sind  eindeutige  nur  für  ,  i;  |  <  1  existirende  Func- 
tionen von  ?j,  die  die  Substitutionen  der  Monodromiegruppe 
0  von  (1)  erfahren,  wenn  auf  tj  die  Substitutionen  der  Fuchs'- 
schen  Gruppe  ^  ausgeübt  werden.  Diese  eindeutigen  Func- 
tionen zeigen  in  der  Umgebung  jeder  im  Innern  des  Ein- 
heitskreises der  T^-Ebene  gelegenen  Stelle  das  Verhalten 
rationaler  Functionen  und  gestatten  in  der  Nähe  der  auf  der 
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Peripherie  des  Einlieitskreises  gelegenen  Ecken  der  Bereiche 
der  zu  der  Gruppe  -O*  gehörigen  Theilung  Entwickelungen 
von  der  Form  (cc),  wo  die  Grade  der  ganzen  Function  P^  die 
(Heichung  (/3)  befriedigen. 


352.     Analogie  mit  Problemen  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen.     Fuchs 'sehe  Zetafunctionen. 

Der  Process,  durch  welchen  wir  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1)  als  eindeutige  Functionen  eines  eindeutig  umkehrbaren 
Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
dargestellt  haben,  hat  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  sein 
Analogen. 

Betrachtet  man  nämlich  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gat- 
tung (vergl.  Nr.  248,  Bd.  II,  1,  S.  478) 

X 

/dx 

0 

die  obere  Grenze  x  als  Function  von  u,  so  ist  diese  Function,  d.  h.  also 
die  Umkehrutigsfunction  von  u,  eine  eindeutige 

X  =  sin  am  ti  =  sn  u 

mit  den  Perioden  4K  und  2K'i,  wo  K,  K'  durch  die  Gleichungen  (5) 
(a.  a.  0.)  definirt  werden.  Wenn  man  die  ebenfalls  eindeutigen  und 
doppeltperiodischen  Functionen 


Vi  —  x^  =  an  u,      Vi  —  %%   =  dn  %i 

einführt,  so  ist 

dx  =  cn  M  •  dn  M  •  du^ 

und  das  Normalintegral  zweiter  Gattung  (Nr.  250,  Bd.  II,  1,  S.  485) 

X 

E  (u)  =  X    /  — 

0 

verwandelt  sich  durch  Einführung  von  u  als  Integrations variable  in 

u 

E  (u)  =  %"  (  snu  du  • 

0 

Da    für  X  =^1    das   Integral  u   den  Werth   K  erhält,    lautet    das 
complette  lutegi-al  zweiter  Gattung  (a.  a.  0,  S.  485) 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     11,2.  22 
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1  £ 

E  = 


/K^X^dx  2/27 

,  =  X    /  sn  M  du: 

Vil-x')il-^'x')  J 


0  0 

durch  Einführung  von  ^''x"  =  t  verwandelt  sich  E  in 


~   2     /   V...        ■l)(t_xf 


Wenn  man  nun  mit  Jacobi  (Fundamenta  nova  theoriae  functio- 
num  ellipticarum,  art.  47)  die  Function 

(y)  Z  (u)  =  ^U  —  E{u) 

in  Betracht  zieht,  so  ergiebt  sich  für  das  Integral  zweiter  Gattung  die 
Darstellung 

E(u)  =  ^u  —  Z(u) . 

Setzt  man  dann  in  der  Gleichung  {y)  für  sn'  u    die  für  diese  Function 
von  Jacobi  (a.a.O.  art.  41)  gegebene  Darstellung 

wo  q   die   in  der  Nr.  265  (S.  21)   definirte  Grösse  bedeutet,    so   erhält 
man 

CO 

n  =  l    ^  'i 

Die  Function  Z(ii)  ist  demnach  eine  eindeutige  Function  von  ii, 
das  Gleiche  gilt  folglich  gemäss  der  Gleichung  (y)  für  das  Integral 
zweiter  Gattung  E(iC).  i' 

Vermehrt  man  u  um  2Ky  so  bleibt  Z{u)  ungeändert,  und  E{u) 
verwandelt  sich  in 

E{u  -^  2K)  =  E{ii)  -ir  2E', 
vermehrt  man  u  um  2K'i,  so  verwandelt  sich  Z(ii)  in 

Z{u  -j-  2K' i)  =  Z{u)  —  ''^, 
und  folglich  E(u)  in 


E (m  -{-2E'i)  =  ~  (u  +  2K'  i)  —  Z{u)  +  j' 
=  E{u)-\-^{2EK'i-\-:ti}. 
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Nun  haben  wir  aber  zufolge  der  Legendre 'sehen  Relation  (Nr. 250, 
Bd.  II,  1,  S.  485,  Gleichung  (23),  vergl.  Nr.  251,  ebenda  S.  491) 


wo 


E'i 


1 


/2 


oder,  wenn  wir  wiederum  n^x'  =  t  setzen, 

1 

T;,,    .  1        Z'  dt 

J  yt(t-i){t-^') 

•2 
X 

der    dem   K'  i   entsprechende    aliquote    Theil    des    zu  E  (u)   gehörigen 
Periodicitätsmoduls  ist*).     Es  ergiebt  sich  demnach 
E(u  +  2K'i)  =  E(u)-\-  2 E'i. 

Wir  sehen  also,  dass  während  das  elliptische  Integral  zweiter  Gat- 
tung E{^u)  als  Function  von  x  keine  eindeutige  Umkehruug  zulässt, 
durch  Einführung  des  eindeutig  inversiblen  Integrales  erster  Gattung 
u  als  neuer  unabhängiger  Variabein  eine  Function  E(^u)  von  ii  resultirt, 
die  eindeutig  ist,  und  bei  Vermehrung  des  Argumentes  u  um  Perioden 
die  entsprechenden  Zuwüchse  um  Periodicitätsmoduln  erfährt.  Wir 
haben  also  in  der  That  die  analogen  Verhältnisse,  wie  in  dem  Falle 
einer  beliebiojen  linearen  DifFerentialo^leichunff,  deren  Integrale  sich  durch 
Einführung  des  eindeutig  umkehrbaren  Integralquotienten  tj  einer  Dif- 
ferentialgleichung zweiter  Ordnung  in  eindeutige  Functionen  von  t]  ver- 
wandeln und  die  Substitutionen  ihrer  Monodromiegruppe  erleiden,  wenn 
auf  7]  die  Substitutionen  der  Fuchs 'sehen  Gruppe  angewandt  werden, 
die  die  eindeutige  Umkehrungsfunction  von  rj  ungeändert  lassen. 

Die  Function  Z(i()  ist  selbst  ein  Integral  zweiter  Gattung,  nämlich 


^«=/(|-'''^^)y(^ 


dx 


0 

da  nun  die  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (1)  zu  der 
Fuchs 'sehen  Function  x  von  rj  in  ähnlicher  Beziehung  stehen,  wie 
die  Function  Z(u)  zu  der  Function  snu,  so  nennt  maji  nach  Herrn 
Poincare  die  Integrale  y^,  i/^^,  •  •  •  y^  von  (1)  als  Functionen  von  ri 
Fuchs'sche  Zetafunctionen  (fonctions  zetafuchsiennes). 

*)  Vergl.  die  Berichtigung  zu  Bd.  II,  1,  S.  487  fF.  am  Schlüsse  dieses  Bandes. 

22* 
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353.     Allgemeine  Definition  und  Eigenschaften  der  Systeme 
Fuclis 'scher  Zetafunctionen. 

Allgemein    definiren   wir    ein    System    Fuchs'scher    Zetafunc- 
tionen in  folgender  Weise: 
Sei 

d-  =  (1,  s^,  s^,  ■  ■  •) 

eine  Fuchs 'sehe  Gruppe  von  der  in  der  Nr.  304  (S.  169  ff.)  angegebenen 
Beschaifenheit,  und  nehmen  wir  wie  gewöhnlich  den  Einheitskreis  der 
■»2 -Ebene  als  Orthogonalkreis;  seien 

n  innerhalb  des  Einheitskreises  existirende  eindeutige  Functionen  von 
rj  von  der  Beschaffenheit,  dass  sich  jedes  Z.  in  eine  lineare  homogene 
Function  der  Z, ,  Z,.,-Z 

ya''\Z 

ji^     ty.     y. 

y.==l 

verwandelt,  wenn  i]  eine  Substitution  S  der  Gruppe  &  erfährt,  dann 
bilden  die  Substitutionen 

(/,  z  =  l,  2,  •••  «) 

eine  mit  -O-  isomorphe  Gruppe  @.  Der  analytische  Charakter  der 
Functionen  Z.  werde  dahin  fixirt,  dass  sich  diese  Functionen  innerhalb 
des  Einheitskreises  wie  rationale  Functionen  verhalten  und  in  der  Nähe 
der  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegeneu  Ecken  A.  der  der 
Gruppe  &  entsprechenden  Theilung  eine  Darstellung  von  der  Form  (a) 
gestatten,  wo  die  Gradzahlen  der  Polynome  P^,  •  •  P  der  Gleichung  (/3) 
Genüge  leisten. 

Ein  so  beschaffenes  Functionssystem  nennen  wir  ein  System 
Fuchs 'scher  Zetafunctionen,  welches  zu  der  Fuchs 'sehen  Gruppe  9-  und 
der  Fuchs'schen  Zetagruppe  0,  oder  kurz  zu  den  Gruppen  -O-  und 
&  gehört. 

Ehe  wir  auf  den  Existenzbeweis  für  '  diese  Functionen  bei  be- 
liebiger Wahl  der  mit  -0^  isomorphen  Zetagruppe  &  eingehen,  mögen 
noch  einige  Eigenschaften  der  Systeme  Fuchs 'scher  Zetafunctionen 
hervorgehoben  werden,  die  eine  unmittelbare  Folge  ihrer  Definition 
sind. 

Zunächst  ist  evident,  dass  die  in  den  Nummern  350,  351  betrach- 
teten Fundameutalintegrale  y^,  •  •  •  y,^  der  linearen  Differentialgleichung 
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der  Fuchs 'sehen  Classe  (1),  aufgefasst  als  Functionen  des  Integral- 
quotienten rj  der  Differentialgleichung  (2  a),  ein  System  Fuchs 'scher 
Zetafunctionen  bilden,  für  welches  die  zugehörige  Fuchs 'sehe  Gruppe  ■9' 
und  die  Zetagruppe  &  durch  die  projective  beziehungsweise  homogene 
Monodromiegruppe  der  Differentialgleichungen  (2  a)  beziehungsweise  (1) 
cfegeben  werden.  Ebenso  bilden  aber  auch  die  Elemente  eines  dem 
[y]  entsprechenden  Fundamentalsystems  einer  beliebigen  mit  (1)  zu  der- 
selben Art  gehörigen  linearen  Differentialgleichung  ein  System  zu  den 
Gruppen  d',  ®  gehöriger  Fuchs 'scher  Zetafunctionen. 

Diese  letztere  Bemerkung  gestattet  eine  Umkehrung,  die  wir 
gleich  für  ein  beliebiges  System  Fuchs 'scher  Zetafunctionen  beweisen 
wollen. 

Sei  X  =  f(ri)  eine  zu  der  vorgelegten  Fuchs'schen  Gruppe  d-  ge- 
hörige Fuchs 'sehe  Function,  die  innerhalb  des  Fundamentalbereiches 
F^^  von  d-  jeden  AVerth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt,  und  sei 

ein  System  Fuchs 'scher  Zetafunctionen,  welches  zu  den  Gruppen  -9-  und 
&  gehöi-t.  Betrachten  wir  die  [?/.]  als  Functionen  von  x,  so  haben 
wir  uns  zuvörderst  die  Abbildung  des  Fundamentalbereiches  F^  auf  die 
./;- Ebene  zu  construiren. 

Wir  denken  uns  der  Einfachheit  wegen  den  Fundamentalbereieh 
F^  von  vornherein  so  gewählt,  dass  er  in  Bezug  auf  die  Anordnung 
seiner  Ecken  und  Seiten  von  derselben  Beschaffenheit  sei,  wie  der 
in  der  Nr.  211  (Bd.  II,  1,  S.  320)  betrachtete  Bereich  F^  (vergl.  Nr.  304, 
S.  169  ff.)  und  behalten  für  die  Ecken  und  Seiten  von  F^  auch  die  ge- 
wohnten Bezeichnungen  bei.     Wenn  dann 

lim/(r;)  =  a^  (z=i,  2,  ■  •■  o), 

lim  f(r])  =  lim  fXrj)  =  a^,^         (^=1,2, •■■  n-i) 

ri  =  ^-a  +  l  'i^^o+l 


gesetzt  wird,  so  sind  die 

«1;  «2>  •••  '^a>     %+i 
die  singulären  Pimkte  der  linearen  Differentialgleichung 

(n)  -^  =  q(x)u, 

aus  der  die  Fuchs 'sehe  Function  x  =  f{rj)   durch  Inversion  des  Inte- 
gralquotienten entspringt. 

Lassen  wir  ■>;   die  Begrenzung  von  F^  im  positiven  Sinne   durch- 
laufen, so  beschreibt  x  in  seiner  Ebene  ein  Liniensystem 
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h>  h>  '  ' '    o^ 

welches  den  Punkt  a^,^  mit  den  Punkten  a^,  a,^,  ■  ■  •  a^  verbindet 
(vergl.  Nr.  215,  Bd.  II,"!,  S.  340,  insbesondere  Fig.  9),  und  die  durcb 
dieses  Liniensystem  zerscbnittene  a;-Ebene  T  ist  die  eindeutig  conforme 
Abbildung  des  Fimdamentalbereiches  F^^. 

Wenn  x  den  Querschnitt  l_^  so  übersehreitet,  dass  es  vom  posi- 
tiven Ufer  nach  dem  negativen  Ufer  übergeht,  so  erfährt  rj  die  Sub- 
stitution Ä^r]  der  Gruppe  ■0',  die  die  Seite  s^  von  F^  in  die  Seite  sj 
verwandelt;  die  [?/.]  aufgefasst  als  Functionen  von  x  erfahren  also  die- 
jenige Substitution  A^  der  Gruppe  &,  die  der  Substitution  Ä_^  von  O' 
vermöge  des  zwischen  0-  und  &  bestehenden  Isomorphismus  entspricht. 
Allgemein  erfahren  die  [?/.] ,  wenn  x  irgend  einen  geschlossenen  Weg  U 
in  seiner  Ebene  beschreibt,  diejenige  Substitution  T^  der  Gruppe  0, 
die  der  Substitution  S^^tj  von  &  entspricht,  welche  tj  durch  den  Um- 
lauf U  erleidet.  Innerhalb  f  sind  die  [^.]  eindeutige  Functionen 
von  X. 

Da  die  [?/.]  eine  lineare  homogene  Substitution  erfahren,  wenn 
t]  von  F^  nach  einem  anderen  der  mit  F^  vermöge  der  Substitutionen 
von  -O-  congruenten  Bereiche  übergeht,  so  entspricht  im  Allgemeinen 
jeder  innerhalb  des  Einheitskreises  der  7; -Ebene  gelegenen  Unendlich- 
keitsstelle der  [?/J  eine  Unendlichkeitsstelle  von  derselben  Ordnung 
innerhalb  F^,  und  da  ferner  die  [1/.]  als  Functionen  von  rj  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle,  die  im  Innern  des  Einheitskreises  liegt,  das 
Verhalten  rationaler  Functionen  zeigen,  so  können  dieselben  im  Innern 
des  Fundamentalbereiches  F^^  jedenfalls  nur  an  einer  endlichen  Anzahl 
von  Stellen  von  endlicher  ganzzahliger  Ordnung  unendlich  werden.  Seien 
die  diesen  Unendlichkeitsstellen  entsprechenden  a;-Werthe 

\,  h,  •■■Kr 

so  befinden  sich  diese  innerhalb  der  Fläche  T,  und  die  [y^  verhalten 
sich  an  jeder  von  den  h^,  •  •  ■  b^  verschiedenen  und  im  Innern  von 
T  gelegenen  Stelle  regulär,  während  sie  für 

wie  rationale  Functionen  unendlich  werden,  indem  ja  7;  in  der  Um- 
gebung einer  solchen  Stelle  h_^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X  —  1)    entwickelbar  ist. 

Das  Verhalten  der  [i/J  in  der  Umgebung  der  Stellen 

der   A'- Ebene    ergiebt    sich    aus    den  in   Bezug  auf  das  Verhalten    der 
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Fuchs 'sehen  Zetafunctionen  in  der  Nähe  von  Ecken  des  Fundamental- 
Ijereiches  F^  und  der  mit  F^  congruenten  Bereiche  getroffenen  Fest- 
setzungen durch  Umkehrung  der  in  der  Nr.  351  (S.  334  ff.)  angewandten 
Schlussweise.  Man  findet  so  ohne  Weiteres,  dass  die  Stellen  a  für 
die  [?/^.]  keine  Punkte  der  Unbestimmtheit  sind.  Wir  haben  also  das 
Resultat: 

Das  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen  [yj  aufgefasst  als 
Functionen  von  x  =  f\y])  hat  die  Eigenschaft,  dass 

1)  die  [y.J  innerhalb  der  Fläche  T  eindeutig  sind  und 
nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  von  endlicher 
ganzzahliger  Ordnung  unendlich   werden, 

2)  die  Verzweigungspunkte  der  [?/.]  unter  den  Punkten 

enthalten  sind, 

3)  wenn  ic  die  Querschnitte  l,  der  Fläche  T  überschreitet, 
die  [y.]  die  linearen  Substitutionen  A^(>«=i,  2,      a)  erleiden, 

und  umgekehrt  ist  jedes  System  von  n  Functionen  der 
Variabein  x,  welches  diese  drei  Eigenschaften  besitzt,  ein 
System  Fuchs'scher  Zetafunctionen  von  iq,  das  zu  den  Grup- 
pen d-,  @  gehört. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  Ableitungen  jeder  Ordnung  der  [?/.] 
nach  X  ebenfalls  ein  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen  bilden,  das 
zu  den  Gruppen  0-  und  &  gehört,  und  dass  das  Gleiche  von  jedem 
Functionssysteme  gilt,  welches  durch  Gleichungen  von  der  Form 

du-  cV'y, 

(A)  i^„y,+  F,^  +  ...  +  F^        <,  =  .,V.) 

definirt  wird,  wo  p  eine  beliebige  ganze  Zahl,  F^,  F^.  ■  ■  ■  F^  Fuchs'- 
sche  Functionen  von  1^,  also  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 


354.     Beziehungen  zwischen  Systemen  Fuchs'scher  Zetafunctionen, 
die  zu  denselben  Gruppen  gehören. 

Betrachten  wir  allgemein  (;i  +  1)  Systeme  zu  den  Gruppen  d;  & 
gehöriger  Fuchs'scher  Zetafunctionen 

2/11?         ^12^         ■  ■  '  ^1«' 

2^21'  ^22?  '  '  '   ^2?i' 


yH+i,if  ^«+1,2?  ■  ■  ■  ^«+1,5 
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und  definireu  die  n  Functionen  (p^,  9)^,  •••  fp^^^y  durch  das  System 
linearer  Grleicliimgen 

(III)      ^,yu+ "P^y^zi-^ f-  9>„+iy„+v  =  0       o-=i,2,...), 

so  sind  die  tp^,  q)^,  •••  fp,^,^  proportional  den  aus  dem  rechteckigen 
Systeme 

gebildeten  Determinanten  n-ter  Ordnung,  falls  das  System  (ö)  vom 
Range  n  ist.  —  Wenn  x  den  Querschnitt  l^  überschreitet,  so  erfährt 
jedes  der  Systeme 

die  Substitution  A^,  jede  der  erwähnten  {n -\-  1)  Determinanten  mul- 
tiplicirt  sich  folglich  mit  der  Determinante  |  A^  |  dieser  Substitution. 
Die  n  Quotienten  dieser  Determinanten  sind  also  in  der  unzerschnittenen 
a;- Ebene  eindeutige  Functionen  von  x,  und  da  diese  Functionen  ebenso- 
wenig wie  die  [y.  .]  selbst  Unbestimmtheitsstellen  darbieten  können, 
sind  sie  rationale  Functionen  von  x  und  demnach  Fuchs'sche  Func- 
tionen von  rj.     Die  durch  die  Gleichungen  (I)  definirten  Functionen 

9^1,  ^2>  ■■'  'Pn+l 
sind  also  proportional  gewissen  wohlbestimmten  rationalen  Functionen 
von  X,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

1)  Je  (;)i  -\-  1)  Systeme  zu  den  Gruppen  d'  und  &  gehöriger 
Fuchs'scher  Zetafunctionen  von  rj  befriedigen  eine  homogene 
lineare  Beziehung  von  der  Form  (III),  deren  Coefficienten 
Fuchs'sche  Functionen  von  rj  sind. 

Falls  das  System  (d)  von  niedrigerem  als  dem  «-ten  Range  ist, 
befriedigen  die  Functionssysteme  nicht  eine,  sondern  mehrere  von 
einander  unabhängige  Beziehungen  von  der  angegebenen  Ai't. 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  nun  zwei  wichtige  Folgerungen  (vergl. 
die  ähnlichen  Betrachtungen  in  den  Nummern  163,  222,  Bd.  II,  1). 

Zuvörderst  betrachten  wir  das  System  [i/.]  Fuchs'scher  Zetafunc- 
tionen und  die  Systeme  der  Ableitungen  1,  2,  •  •  •  n-ter  Ordnung  dieser 
Functionen  nach  x.  Wenn  dann,  wie  wir  offenbar  voraussetzen  dürfen, 
zwischen  den  [^.J  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coef- 
ficienten besteht,  so  ist  (Nr.  14,  Bd.  I,  S.  38)  die  Determinante 


(^) 


d''-' 


d.  h.  wir  haben  in  den 


f. 


=1=0  {!,y.=l,2,      -n)^ 
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(z  =  0,  1,  •••n;     /  =  1,  2,  ■■■«) 

\)i  -\-  V)  Systeme  zu  den  Gruppen  %•  und  ®  gehöriger  Zetafunctionen, 
die  ein  rechteckiges  System  vom  Range  n  bilden.  Diese  Systeme  be- 
friedigen demnach  eine  homogene  lineare  Relation  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten,  und  zwar  ist  der  Coefficient  der  w-ten  Ableitung  zufolge 
der  Ungleichung  (e)  von  Null  verschieden.  Hieraus  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  oben  gefundenen  Eigenschaften  der  [t/.]  der  Satz: 

2)  Betrachtet  man  ein  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen, 
welches  zu  den  Gruppen  %^  und  @  gehört,  als  Functionen  einer 
/u  der  Gruppe  %•  gehörigen  Fuchs'schen  Function,  die  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  jeden  Werth  nur  ein  einziges 
^lal  annimmt,  so  constituiren  diese  Functionen  ein  Funda- 
mentalsystem einer  linearen  homogenen  Differentialglei- 
chung w-ter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe,  die  nebst  den 
Werthen 

«j,  ctg,  •  •  •  a^,     tt^^i, 

die  den  Ecken  des  Fundamentalbereiches  der  Gruppe  ■O'  ent- 
sprechen, nur  noch  ausserwesentlich  singulare  Stellen  oder 
solche  wesentlich  singulare  Stellen  besitzen  kann,  wo  die  Inte- 
grale wie  rationale  Functionen  unendlich  werden.  Die  Mono- 
dromiegruppe  dieser  Differentialgleichung  ist  die  Gruppe  &. 
Bedeutet  [Z]  ein  beliebiges  System  zu  den  Gruppen  ^  und  & 
gehöriger  Zetafunctionen,  so  folgt  durch  Zusammenstellung  dieses 
Systems  mit  den  n  Systemen 

(z  =  0, 1,  •  ■  •  «  —  1 ;     «■  =  1,  2,  ■  ■•  m) 

und  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  1)  oder  auch  direct  aus  den  Ergeb- 
nissen der  Nummern  163,  165  (Bd.  II,  1)  und  dem  Satze  2)  der  Satz: 

3)  Systeme  Fuchs'scher  Zetafunctionen,  die  zu  denselben 
Gruppen  0-,  &  gehören,  befriedigen  als  Functionen  von  a; =/'(■»?) 
aufgefasst,  Differentialgleichungen  derselben  Art, 

oder  mit  anderen  Worten: 

Jedes  System  zu  den  Gruppen  -O-,  &  gehöriger  Fuchs'- 
scher Zetafunctionen  ist  durch  ein  solches  System  [?/.]  in  der 
Form  (A)  darstellbar,  wo  die  Zahl  jj  <  w  ist. 


Zweites  Kapitel.  g 

355.     Einführung  der  Reihen  S,  und  allgemeine  Eigenschaften  '" 

derselben. 

Wir  wencleu  iius  iiuu  zum  Beweise  der  Existenz  eines  Systems 
Fuclis'scher  Zetafunctiouen,  welches  zu  den  gegebeneu  Gruppen  d-  und 
@  gehört. 

Es  mögen  durch 

„  «v"^  +  ßv 

(v  =  0,l,2,.-;     .50  =  1) 

die  Substitutionen  der  Gruppe  -9-  und  durch 

T=(a^"')         (,=0,1,2,...) 

(i,y.  =  l,  2,  ■■  n) 

die  entsprechenden  Substitutionen  der  mit  -0-  isomorphen  Gruppe  @ 
bezeichnet  werden.  Es  werde  ferner  vorausgesetzt,  dass  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe  &  unimodulare  seien,  was  offenbar  keine  wesent- 
liche Beschränkung  der  Allgemeinheit  involvirt. 

Die  zu  T  inverse  Substitution  von  &  lautet  dann  (vergl.  Nr.  30, 
Bd.  I,  S.  94) 

(i,y.  =  l,2,-n), 

wo  J.^'^  die  zu  dem  Elemente  «^'^.  gehöriffe  Subdeterminante  der  Deter- 
minante 

1  ^'■'  I  =  1 

I      ly.  I 
(i,y.  =  l,2,---  n) 

bedeutet. 

Wenn  wir  die  Substitution  T,  auf  ein  System  von  u  Grössen 

anwenden,  so  bezeichnen  wir  den  Ausdruck,  in  den  sich  y.  verwandelt, 
durch 
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n 

und  betrachten  nun  n  rationale  Functionen  von  rj 

Mit  Hülfe  dieser  Functionen  bilden  wir  das  System  von  n  Reihen 

00 

wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  grösser  als  Eins  bedeutet,  dann  be- 
sitzen diese  Reihen,  ihre  unbedingte  Convergenz  vorausgesetzt, 
die  folgenden  Eigenschaften. 

Untersuchen  wir  zunächst  die  Aenderungen,  die  die  Reihen  h,.  er- 
fahren, wenn  auf  tj  eine  Substitution  S^^  der  Gruppe  d-  angewandt  wird. 
Die  Gesammtheit  der  Substitutionen 

SS  (V=:0,l,2,--) 

J'        (( 

ist  mit  der  Gruppe  d-,   die  Gesammtheit  der  Substitutionen 

TT  (v=o,i,2,...) 

j'    ,« 

mit  der  Gruppe  &  identisch;  da  ferner 

ist,  so  können  wir  die  Reihe  |.  in  die  Form 


(2)  Uv)  -'2'^;'^V'B,{Sß^r,)  (^')" 

r  =  0  ' 

setzen. 

Wenden  wir  in  (1)  auf  iq  die  Substitution  S ^  an,  so  ergiebt  sich 

wir  erhalten  also  durch  Vergleichung  mit  (2) 
woraus  sich 

ergiebt.     Diese   Gleichung  lehrt  also,   dass  sich   die  I,.  (^)   bei  Anwen- 
dung der  Substitution  S    von  ■O-  auf  rj  mit  dem  Factor 
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(^)  =  (''.^  +  V^ 


multipliciren  und  überdies  die  der  Substitution  S  ^  von  -S-  entsprecliende 
Substitution  T  ^  der  Gruppe  &  erfahren. 

Aehulicb  wie  bei  den  Thetareihen  (Nr.  314,  S.  2 10  ff.)  kommen  wir 
zu    Ausdrücken,    deren    Verhalten    gegenüber    den    Substitutionen    der 
Gruppe  %•  ein  übersichtlicheres  ist,  wenn  wir  von  den  Reihen  |.(>?)  zu 
homogenen    Ausdrücken    des    Grades    ( —  2m)    zweier    Grössen   n^,   u 
übergehen,  als  deren  Quotient 


die  Variable  i]  aufgefasst  werden  kann.  Betrachten  wir  z.  B.  die  zu 
der  Gruppe  d-  gehörige  Fuchs'sche  Function  x  =  f{ri),  die  innerhalb 
des  Fundamentalbereiches  F^  von  •9-  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimmt,  so  sind 

ydx  1  /dx 

drj'        ''■2  =  'iVdn 

die  Elemente  eines  Fundamentalsjstems  der  Differentialgleichung  (II) 
(Nr.  353,  S.  341)  die  (vergl.  Nr.  314,  S.  210)  sich  in 

verwandeln,  wenn  r;  die  Substitution  S^^  der  Gruppe  ■O-  erfährt.  Die 
homogenen  Substitutionen  (4)  constituiren  eine  mit  ^  isomorphe  Gruppe  t, 
wir  behalten  für  die  Substitutionen  von  t  die  Bezeichnung  S^  bei,  da 
es  bei  den  folgenden  Ueberlegungen  auf  das  +,  durch  welches  die 
homogene  Substitution  sich  von  der  projectiven  unterscheidet,  nicht 
ankömmt. 

Multipliciren  wir  die  rationalen  Functionen 

H^(r]),H,(ri),...H(v) 

mit  u~  '",  wodurch  dieselben  in  homogene  Functionen  (Formen)  des 
Grades  ( —  2  m)  in  den  u^,  u^ 

«r""-s,(^)  =  9'.K^  «2)    ('=1,2,...«) 

übergehen,  so  ist  offenbar 

(p.(S^u^,  Ä  w,)  =  u^  ■  "H.{S^ri)  [-^J  ^ 
und  folglich  sind  die  Reihen 
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■f. 

r  =  0 

(/=1,2,---M) 

ebenfalls  homogene  Functionen  oder  Formen  des  Grades  ( —  2w) 
der  ?^j ,  w^ . 

Wenn  nun  die  u^,  ?/,  die  Substitution  S  der  mit  der  projectiven 
Gruppe  ^  isomorphen  homogenen  Gruppe  t  erfahren,  so  verwandelt 
sich  Z.{%i^,  ?t„)  in 

d.h.  die  Z.i'U^,  ?(.,)  werden  durch  die  entsprechende  Substitution  der 
Gruppe  &  transformirt  und  bilden  folglich,  die  unbedingte  Convergenz 
der  Reihen  (5)  vorausgesetzt,  ein  Functionssystem  von  i^,  welches  in 
Ik'zug  auf  die  Gruppen  d-  und  &  ein  ähnliches  Verhalten  zeigt,  wie 
CS  für  die  Systeme  der  zu  diesen  Gruppen  gehörigen  Fuchs 'sehen 
Zetafunctionen  gefordert  wurde.  Dabei  können  die  in  den  Reihen  (5) 
auftretenden  q).  (ii^ ,  u^)  offenbar  ganz  beliebige  rationale  homogene 
Functionen  ( —  2wVten  Grades  der  «t^,  u,^  bedeuten. 


356.     Ansatz  zum  Convergenzbeweise  im  Falle,  wo  keine 
parabolischen  Substitutionen  vorhanden  sind. 

Wir  gehen  nun  an  die  Untersuchung  der  Convergenz  der  Reihen  (5) 
beziehungsweise  (1). 

In  mehr  expliciter  Form  lauten  die  Reihen  (1)  wie  folgt: 


-—  (i  =  l,2,      -n)  . 


Da  sich  (vergl.  Nr.  305,  S.  170)  für  die  Ausdrücke 

^7^*3  + V 

eine  obere  Grenze  angeben  lässt,  vorausgesetzt,  dass  (vergl.  a.  a.  0. 
S.  175)  die  rationalen  Functionen  H.(rj)  an  keiner  auf  der  Peripherie 
des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  unendlich  werden,  und  dass  t]  weder 
eine  Unendlichkeitsstelle  dieser  u  rationalen  Functionen  ist,  noch  mit 
einer  solchen  vermöge  der  Substitutionen  der  Gruppe  &  correspondirt, 
so  hängt  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihen  (la)  wesentlich  von 
der  Convergenz  der  n'  Reihen 
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(y.rj  +  *,y 


(/,  y.  =  l,2,-n) 


r  =  0 

ab. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Fuchs'sche  Gruppe  -O-  so 
beschaffen  ist,  dass  ihr  Fundamentalbereicb  F^  keine  para- 
bolischen Ecken  enthält,  so  dass  also  die  Winkelsummen  bei 
den  Ecken,  die  einen  Cyklns  bilden,  nicht  gleich  Null,  son- 
dern gleich 

(x  =  1,  2,  ■  •  •  ff  4- 1)  l     ' 

9, 

sind,  wo  die  <j  endliche  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.  Bezeichnen 
wir  wie  gewöhnlich  mit  A^,  A^,  •  ■  ■  A^  die  Substitutionen,  die  die 
congruenten  Seitenpaare  s^,  s^  (z=i,  2,  -a)  von  F^  in  einander  trans- 
formiren,  dann  sind  diese  6  Substitutionen  elliptische  und  bilden  mit 
ihren  inversen  eine  Basis  der  Gruppe  ^.  Jede  Substitution  von  %•  ist 
in  der  Form 

(8)  8  =  A^-.-'Ä'^  ■•■A^.f^ 

darstellbar,  wo  die  i^,  /., ,  •  •  •  i^^  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  (7,  die 

A ,  ,    A  ,  ,    ...    A 

1  '       -'  '  fi 

positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Zufolge  der  Relationen 

(9)  ^?=1  (x  =  l,2,-.a) 

kann  jede  Substitution  S,  auf  unendlich  verschiedene  Arten  in  der 
Form  (8)  dargestellt  werden,  es  wird  aber  unter  diesen  Darstellungen 
eine  (eventuell  auch  mehrere)  geben,  für  welche  die  Summe  der  ab- 
soluten Beträge  der  Zahlen  A^  den  kleinsten  möglichen  Werth  erhält, 
wir  setzen  dann  diese  Summe 

(10)  2^lAj  =  Ind>S„ 

z  =  l 

und  nennen  sie  den  Index  der  Substitution  S^,. 

Sei  7]  z.  B.  ein  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F^  gelegener 
Werth,  und  denken  wir  uns  den  Punkt  S^/rj,  der  aus  rj  durch  die  Sub- 
stitution S ,  von  O-  hervorgeht,  mit  dem  Funkte  rj  =  0,  den  wir  als 
innerhalb  von  F^  gelegen  voraussetzen  wollen,  durch  eine  gerade  Linie 
verbunden.  —  Dann  entspricht  dieser  geraden  Linie  auf  der  Fläche 
vom  Constanten  Krümmungsmaasse  —  1  eine  geodätische  Linie;  die 
superficielle  Länge  der  geradlinigen  Strecke  von  0  bis  S^rj  ist  demnach 
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nichts  Anderes  wie  der  geodätische  Abstand  der  diesen  beiden  Punkten 
entsprechenden  Punkte  auf  der  Fläche  vom  constanten  Krümmungs- 
maasse  —  1,  also  übereinstimmend  mit  der  in  der  Nr.  308  (S.  186) 
mit  r'  bezeichneten  Grösse.  Wir  haben  folglich  nach  Gleichung  (26) 
der  erwähnten  Nummer 

Die  geradlinige  Verbindungslinie  der  Punkte  0  und  S  ^7j  wira  eine 
gewisse  Anzahl  der  mit  F^  congruenten  Bereiche  F  der  zu  der  Gruppe 
if  gehörigen  Theilung  durchqueren,  und  diese  Anzahl  N  kann  offenbar 
nicht  kleiner  sein,  wie  der  Index  der  Substitution  S  .  Zwischen  der 
Zahl  N  und  dem  geodätischen  Abstände  r '  des  Punktes  S  t]  vom  Null- 
punkte der  t; -Ebene  besteht  nun  eine  Beziehung,  die  sich  am  Einfach- 
sten herleiten  lässt,  wenn  man  sich  des  in  der  Nr.  287  (S.  108)  beim 
Discontinuitätsbeweise  angewandten  Verfahrens  bedient. 

Betrachten  wir  die  N  Theile,  in  welche  die  geradlinige  Strecke 
(0,  S  ■k)  durch  die  von  ihr  durchschnittenen  Seiten  der  Bereiche  F 
zerfällt  wird,  so  sind  zunächst  die  superficiellen  Längen  derjenigen 
Theile,  die  keine  Ecken  umspannen  (vergl.  a.  a.  0.),  endliche  und  von 
Null  verschiedene  Grössen,  die  nicht  unter  eine  angebbare  Grenze  Ä" 
herabsinken  können.    Die  Anzahl  dieser  Theile  unserer  Strecke  ist  also 

jedenfalls  kleiner  wie 

r' 
K' 

Solcher  Theile  der  geradlinigen  Strecke,  die  aufeinander  folgen  und  eine 
und  dieselbe  Ecke  umspannen,  kann  es,  da  alle  Ecken  Doppelpunkte 
elliptischer  Substitutionen  sind,  höchstens  ]i  geben,  wo  //.  die  grösste 
unter  den  positiven  ganzen  Zahlen 

bedeutet.  Der  Uebergang  von  aufeinander  folgenden  Theilen,  die  eine 
bestimmte  Ecke  umspannen,  zu  aufeinander  folgenden  Theilen,  die  eine 
andere  Ecke  umspannen,  erfolgt  nothwendig  durch  ein  Stück,  welches 
selbst  keine  Ecke  umspannt,  aber  durch  die  Vereinigung  zweier 
aufeinander  folgender  und  verschiedene  Ecken  umspannender  Theile  ent- 
steht (vergl.  die  Fig.  24,  S.  109).  Die  superficielle  Länge  eines  sol- 
chen Verbindungsstückes  bleibt  stets  oberhalb  einer  gewissen  angeb- 
baren Grenze  K,  die  Anzahl  solcher  Stücke  kann  demnach  nicht  grösser 

sein,  wie 

r' 

K 
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Folglich  ist  die  Gesammtzahl  aller  Theile  unserer  Strecke 

Die  Zalilj    die    den   Factor    von  r'  auf   der    rechten   Seite    dieser  Un- 
gleichung bildet,  ist  eine  feste  von  v  unabhängige  Grösse;  wir  bezeich- 
nen  dieselbe    durch   a.     Dann    ist   also   zufolge   einer   oben   gemachten 
Bemerkung 
(11)  Ind  S^,<r'a. 


\ 


357.     Convergenzbeweis  im  Falle,  wo  keine  parabolischen 

Substitutionen  vorhanden  sind.     Divergenz  der  Reihen  im 

allgemeinen  Falle. 

Seien  A.  diejenigen  Substitutionen  der  Gruppe  &,  die  vennöge 
des  zwischen  den  Gruppen  O'  und  @  bestehenden  Isomoii^hismus  den 
Substitutionen  A  von  Q-  entsprechen.  Dann  ist  offenbar  die  der  Sub- 
stitution S ,  von  ^  entsprechende  Substitution  T  von  &  in  der  der 
Gleichung  (10)  entsprechenden  Form 

(12)  T  =  A^iA^-2  •  ■  •  A^' 

darstellbar;  wenn  der  zwischen  -9-,  &  bestehende  Isomorphismus  kein 
holoedrischer  ist,  so  gestattet  die  Darstellung  (12)  von  T^  eventuell 
noch  eine  Reduction  auf  eine  Form,  wo  die  Summe  der  absoluten  Be- 
träge der  Exponenten  kleiner  ist  wie  lud  5'^.  Aus  (12)  folgt  für  die 
zu  T    inverse  Substitution 


(12  a)  T~'  =  A~^v' A~^v'-i  .  .  .  A 


'1        ' 


die  Coefficienten  J.^.'|  dieser  Substitution  treten  in  den  Reihen  (7)  mit 
Ausdrücken  multiplicirt  auf,  die  nur  noch  von  der  Substitution  S^ 
abhängen.  Wir  wollen  darum  versuchen,  für  die  absoluten  Beträge  der 
J[.     eine  obere  Grenze  aufzufinden. 

Betrachten  wir  die  Coefficienten  der  Substitutionen 

Aj,  A^,  •  •  •  A^ 

und  ihrer  inversen,  so  lässt  sich  jedenfalls  eine  positive  Zahl  M  an- 
geben, die  nicht  kleiner  ist,  wie  der  absolute  Betrag  irgend  eines  dieser 
2n6  Coefficienten.  Die  Coefficienten  einer  Substitution,  die  aus  zwei 
Substitutionen  A-\  A-^  componirt  ist,  sind  Summen  von  n  Gliedern, 
deren  jedes  ein  Product  von  einem  Coefficienten  der  einen  in  einen 
Coefficienten   der  anderen  Substitution  ist;    der   absolute  Betrag  eines 
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solchen  Coefficienten  ist  demnach  nicht  grösser  wie  n  M^ .  Schliesst 
man  so  weiter,  so  erkennt  man,  dass  für  die  in  der  Form  (12a)  dar- 
oestellte  Substitution  7^7^  der  absolute  Betrag  jedes  Coefficienten  der 
Ungieich\ing 

Genüge  leistet.     Wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  (11) 
(13) 


iW 


<e 


r'  a  ■  \og  n  31 


Nun  ist  nach  Gleichung  (27)  der  Nr.  308  (S.  186) 
1 


VvV  +  ^r 


7    .    -^ 


+  2 


<Ki 


wo  K  eine    von   v   unabhängige ,    nur   von  |  t]  \  abhängende  Grösse  be- 
deutet, und  folglich 


,(»■) 


<e 


r'  [a  ■  log  n  . 


■ '"  +  2]  -TT-in 


Wählen  wir  die  ganze  positive  Zahl  ni  so  gross,  dass 

(14)  m  —  2  >  a  •  log  w  iHf , 

so  ergiebt  sich 


li") 


y,.^  +  *» 


<r 


7rn  +  K 


die  Reihe 


ist  aber,  wie  in  der  Theorie  der  Fuchs 'sehen  Thetafunctionen  bewiesen 
wurde  (Nr.  306,  S.  181,  Nr.  308,  S.  187)  convergent,  wir  haben  also 
die  Convergenz  der  Reihen  (7)  für  Werthe  von  ni,  die  die  Un- 
gleichung (14)  befriedigen,  bewiesen,  und  hieraus  folgt  für 
ebensolche  Werthe  von  m  die  unbedingte  Convergenz  der 
Reihen  ^■('T])- 

Wir  bemerken,  dass  die  für  die  Zahl  m  gefundene  Beschränkung 
(14)  im  Allgemeinen  keine  noth wendige  ist;  da  es  uns  aber  im  Wesent- 
lichen nur  auf  einen  Existenzbeweis  ankömmt,  so  genügt  es,  die  Con- 
vergenz der  Reihen  ^.{v)  ^^^'  gewisse  wohlcharakterisirte  Werthe  von 
m  dargethan  zu  haben. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle,  wo  unter  den  Fundamental- 
substitutionen 

der  Fuchs 'sehen  Gruppe  &  parabolische  Substitutionen  enthalten  sind. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    11,2.  23 
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Zuvörderst  ist  leicht  einzusehen,  dass  in  diesem  Falle  die  Reihen 
^■{r/),  wenn  die  Gruppe  &  keinen  weiteren  Beschränkungen  unterworfen 
wird,  nicht  unbedingt  convergent  sein  können. 

In  der  That  sei  etwa 

eine  der  parabolischen  Substitutionen  unter  den  Ä_^  in  der  canonischen 
Form.  Dann  können  wir  uns  die  Gruppe  &  so  transformirt  denken, 
dass  die  der  Substitution  A  von  ^  entsprechende  Substitution  A  in 
der  canonischen  Form  (vergl.  Nr.  37,  Bd.  I,  S.  121 ) 

erscheint;  wir  nehmen  ferner  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  w^_j 
sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  dass  also 

..  0 

0    m^  •  •  •  0 


•  •  •  m 

n 

ist. 

Sondern  wir  aus  der  Reihe  ^.(r^)  diejenigen  Glieder  aus,  die  sich 
auf  die  positiven  und  negativen  Potenzen  der  Substitution  A  beziehen, 
so  lautet  das  Aggregat  dieser  Glieder 


oder  da  nach  (15) 


5  =  — X 


^={l  +  (^-A)27 


ist, 
(16) 

+  --r- 

wo 

^^.)-^M 

gesetzt 

wurde.     Die  Reihe  (16)  hat  also  die  Form 

(17) 

+  x 
q  =  —  00  '    i 

WO  q)  ((/)   den  Algorithmus   einer  rationalen  Function  von  q  bedeutet.  | 

Nun  ist  für  j  m.  \  >  1    der   Grenzwerth   des   Gliederquotienten   der 
Reihe 
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für  I  m.  I  <  1  der  Grenzwerth  des  Gliederquotienten  der  Reihe 

CO 

5=0     "h 

dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  wie  Eins,  die  Reihe  (17)  ist  folg- 

|m.l  +  l 


lieh,  wenn 


ist,  jedenfalls  divergent.  Da  die  m.  nichts  Anderes  sind,  wie  die  Wur- 
zeln der  zu  der  Substitution  A  gehörigen  Fundamentalgleichung,  so 
haben  wir  den  Satz: 

Wenn  die  Fuchs'sche  Gruppe  -O-  parabolische  Substitu- 
tionen enthält,  so  sind  die  Reihen  |.(^)  jedenfalls  nicht  un- 
bedingt convergent,  sofern  die  Wurzeln  der  Fundamental- 
gleichungen, die  zu  den  diesen  parabolischen  Substitutionen 
entsprechenden  Substitutionen  der  Gruppe  &  gehören,  von 
Eins  verschiedene  absolute  Beträge  besitzen. 


o 


358.     Ansatz  zum  Convergenzbeweise  im  Falle  wo  parabolische 
Substitutionen  vorhanden  sind. 

Wenn  unter  den  Substitutionen 

parabolische  enthalten  sind,  so  werden  wir  mit  Rücksicht  auf  den  eben 
bewiesenen  Satz  nur  dann  in  eine  Untersuchung  der  unbedingten  Cou- 
vergenz  der  Reihen  ^.{rj)  einzutreten  haben,  wenn  die  den  parabolischen 
Substitutionen  der  Gruppe  d-  entsprechenden  Substitutionen  der  Gruppe 
0  so  beschaffen  sind,  dass  die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  der  zu 
ihnen  gehörigen  Fundamentalgleichungen  den  Werth  Eins  besitzen. 
In  diesem  Falle  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass  die  Reihen  ^. (rj)  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  m  allemal  unbedingt  convergent  sind. 
Die  Voraussetzung,  dass  alle  Substitutionen  von  &,  die  paraboli- 
schen Substitutionen  von  &  entsprechen,  Fundamentalgleichungen  be- 
sitzen, deren  Wurzeln  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  Eins  sind, 
lässt  sich  durch  die  einfachere  ersetzen,  dass  diese  Bedingung  für  die- 
jenigen Substitutionen  von  &  erfüllt  sei,  die  den  parabolischen  unter 
den  Substitutionen 


A?  ^2? '  ■  ■  A/H-1 


23* 
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von  d-  entsprechen.  Denn  jede  parabolische  Substitution  von  d-  geht, 
wie  wir  wissen,  aus  einer  Potenz  der  unter  den  Ä,  ,  A,,  ■  ■  ■  Ä  ,  , 
enthaltenen  parabolischen  Substitutionen  durch  Transformation  mittelst 
einer  Substitution  von  d-  hervor;  eine  Substitution  von  &,  die  einer 
parabolischen  Substitution  von  d-  entspricht,  entsteht  also  aus  einer 
Potenz  einer  derjenigen  Substitutionen,  die  den  parabolischen  unter  den 

entsprechen,  durch  Transformation  mittelst  einer  Substitution  von  0; 
Substitutionen,  die  durch  Transformation  aus  einander  hervorgehen, 
haben  aber  dieselbe  Fundamentalgleichung,  und  die  Wurzeln  der  Fun- 
damentalgleichung einer  Substitution  T''  sind  die  p-ien.  Potenzen  der 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  der  Substitution  T. 

Ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  zu  beschränken  können  wir  vor- 
aussetzen, dass  die  zu  dem  (j-gliedrigen  Eckencyklus  des  Fundamental- 
bereiches F^  gehörige  Fundamentalsubstitution  A^,^  von  %•  keine  para- 
bolische sei;   es  lässt  sich  das  nämlich,  wenn  unter  den  Zahlen 

wenigstens  eine  endliche  vorhanden  ist,  durch  einfache  Vertauschung 
der  Reihenfolge  und  damit  verbundene  erlaubte  Abänderung  von  F^ 
erreichen;  falls  jedoch  alle  g  unendlich  gross  sein  sollten,  hat  man 
nur  einen  scheinbaren  [6  -f-  l)-gliedrigen  Eckencyklus  mit  der  Winkel- 
summe 2:t  einzuschalten,  demselben  die  identische  Substitution  1  zuzu- 
ordnen, um  dann  F^  durch  erlaubte  Abänderung  so  umgestalten  zu 
können,  dass  die  den  6  -\-  \  parabolischen  Substitutionen 

entsprechenden  Ecken  eingliedrige  Cykeln  bilden. 

Wir  betrachten  wieder  wie  im  Falle,  wo  keine  parabolische  Sub- 
stitution vorhanden  war,  einen  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F^ 
gelegenen  7j-Werth,  und  die  geradlinige  Verbindungslinie  des  ebenfalls 
innerhalb  F^^  gelegenen  Nullpunktes  der  t^- Ebene  mit  dem  Punkte  S^i]. 
Die  superficielle  Länge  der  geradlinigen  zwischen  0  und  *9  ?;  gelegenen 
Strecke  bezeichnen  wir  wie  oben  mit  r' .  Die  gerade  Linie  (0,  S^,ri) 
möge  den  Bereich  F^^  in  einem  Punkte  der  Seite  s^  verlassen,  dann  in 
einen  der  mit  F^  congruenten  Bereiche  eintreten,  diesen  in  einem 
Punkte  der  der  Seite  s^  von  F^  entsprechenden  Seite  verlassen  u.  s.  w. ; 
endlich  möge  die  von  dieser  Geraden  durchschnittene  Seite  des  letzten 
Bereiches,  welchen  dieselbe  noch  verlässt,  der  Seite  s  von  F,,  ent- 
sprechen.     Dabei  bedeuten 


s 

'1       '2                    ' 

if  Zalilen 

der  Reihe  H-  1, 

±2, 
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Zahlen  der  Reihe  +1,  +  2,  •  •  •  +  <^?  ^^^f^  ft^i'  ein  positives  k  wurde 
s_^  an  Stelle  von  s!  geschrieben. 

Die  Substitution  S^,y\  ist  dann  offenbar  in  der  Form 

S  =A   A    •■•  A 
darstellbar,  wo  wieder  für  ein  positives  l 

ZU  nehmen  ist.    Indem  wir  gleiche  und  aufeinander  folgende  unter  den 
A,  ,  A.  ,  ■  ■  •  A      zusammenfassen,  erhalten  wir  für  S ,  die  Darstellung 

(18) 

wo  die  i^,  ?*.,,  •  •  •  i-c  Zahlen  der  Reihe  +1,  ih  2>  '  '  *  ib  ^'j  ^^^ 

positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Wir  denken  uns  nun  ura  jede  Ecke  von  F^  einen  kleinen  Kreis  von 
folgender  Beschaffenheit  beschrieben.  Für  eine  Ecke  A,  die  Doppel- 
punkt einer  elliptischen  Substitution  ist,  sei  der  betreffende  Kreis  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  A  einen  gewissen  constanten 
(auf  der  Fläche  vom  constanten  Krümmungsmaasse  —  1  gemessenen) 
geodätischen  Abstand  haben,  für  eine  Ecke,  die  Doppelpunkt  einer 
parabolischen  Substitution  ist,  möge  der  betreffende  Kreis  den  Einheits- 
kreis in  dieser  Ecke  berühren.  Die  so  construirten  Kreise,  die  offenbar 
nichts  anderes  sind  wie  Bahncurven  (vgl.  Nr.  200,  Bd.  II,  1,  S.  271) 
derjenigen  Substitution,  um  deren  Doppelpunkt  dieselben  beschrieben 
sind,  bilden  wir  nun  durch  alle  Substitutionen  der  Fuchs 'sehen  Gruppe 
d^  ab,  dann  erscheint  jede  Ecke  der  dieser  Gruppe  entsprechenden  Thei- 
lung  mit  einem  solchen  Kreise  umgeben,  und  zwar  sind  die  um  cor- 
respondirende  Ecken  beschriebenen  Kreise  im  Sinne  der  in  der  Nr.  285 
(S.  101)  eingeführten  Terminologie  einander  congruent.  Wir  können 
die  gedachten  Kreise  so  klein  wählen,  dass  dieselben  sich  gegenseitig 
ausschliessen ;  die  superficielle  Länge  einer  Linie,  die  zwei  auf  den 
Peripherien  zweier  verschiedener  dieser  Kreise  gelegene  Punkte  mit 
einander  verbindet,  kann  dann  nicht  unter  eine  gewisse  angebbare 
Grenze  l  herabsinken. 

Die  gerade  Linie  (0,  Ä,i?)  wird  im  Allgemeinen  eine  gewisse  Anzahl 
dieser   kleinen  Kreise    durchqueren;    diese  Anzahl    ist   aber  keinesfalls 

grösser  wie 

»■' 
T" 
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Wir  sondern  nun  die  Substitutionen,  die  in  dem  Ausdrucke  (18) 
auftreten,  in  zwei  Kategorien.  In  die  erste  Kategorie  gehören  die- 
jenigen, die  Durchquerungen  von  Seiten  der  Bereiche  unserer  Theilung 
durch  die  gerade  Linie  (0,  S^tj)  entsprechen,  die  entweder  ausserhalVj 
der  kleinen  Kreise  oder  innerhalb  von  solchen  dieser  Kreise  er- 
folgen, die  um  Doppelpunkte  elliptischer  Substitutionen  beschrieben 
sind.  Der  zweiten  Kategorie  werden  jene  Substitutionen  zugezählt, 
die  Durchquerungen  entsprechen,  die  innerhalb  von  kleinen  Kreisen 
erfolgen,  die  um  Doppelpunkte  parabolischer  Substitutionen  beschrieben 
wurden. 

Betrachten  wir  einen  dieser  letzteren  kleinen  Kreise  (E,  und  sei  A 
der  auf  demselben  befindliche  parabolische  Doppelpunkt.  Dann  münden 
offenbar  alle  Seiten  der  Theilung,  die  von  (5  getroffen  werden,  in  dem 
Punkte  A  und  gehen  demnach  (da  die  parabolischen  Eckencykeln  als 
eingliedrige  vorausgesetzt  wurden)  aus  einer  dieser  Seiten  durch  An- 
wendung von  Potenzen  einer  parabolischen  Substitution  der  Gruppe  -O- 
mit  dem  Doppelpunkte  A  hervor.  Wenn  also  die  Gerade  (0,  S^rj)  etwa 
:i  solcher  Seiten  innerhalb  (5  durchquert,  so  entspricht  diesen  Durch- 
querungen eine  in  dem  Ausdrucke  (18)  auftretende  Substitution 

y.    > 

WO  B^  eine  der  parabolischen  unter  den  Substitutionen  Ä^,  Ä^,  ■  •  ■  Ä^ 
oder  deren  inversen  bedeutet. 

Die  Substitutionen  der  zweiten  Kategorie,  die  in  (18)  auftreten, 
können  also  durch 

bezeichnet  werden,  wo  die  i>^,  B^,  ■  ■  •  B    parabolische  unter  den  Sub- 
stitutionen 

odei-  deren  inversen,  die  7t ^,  7t ^,  ■  •  •  tc    positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Die  Anzahl  g  dieser  Substitutionen  ist  offenbar  kleiner  wie  die  Anzahl 

aller  kleinen  Kreise,    die  die  Gerade  (0,  S  tj)  durchqueren  kann,   wir 

haben  also 

^  »■' 
2<y 
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359.     Bestimmung  oberer  Grenzen  für  die  Summen  beziehungsweise 
Producte  der  Exponenten  der  Substitutionen  erster  und  zweiter 

Kategorie. 

Seien  s^,  s^,  ■  •  ■  £^^  die  Exponenten,  zu  denen  erhoben  die  Sub- 
stitutionen der  ersten  Kategorie  in  dem  Ausdrucke  (18)  auftreten. 
Dann  lässt  sich  für  die  Summe  dieser  s  sofort  eine  obere  Grenze 
angeben. 

Die  superficielle  Länge  einer  Curve,  die  zwei  auf  verschiedenen 
Seiten  von  F^  gelegene  Punkte  mit  einander  verbindet,  ohne  in  einen 
der  kleinen  Kreise  einzudringen,  bleibt  offenbar  stets  oberhalb  einer 
gewissen  angebbaren  Grenze  K.  Die  Anzahl  der  Seiten  von  Bereichen 
unserer  Theiluug,  die  von  der  geraden  Linie  (0,  S^rf)  in  Punkten 
überschritten  werden,   die   ausserhalb   der  kleinen  Kreise  gelegen  sind, 

ist  demnach  nicht  grösser  wie 

r' 
K' 

Die  Anzahl  der  Seiten,  die  die  Gerade  (0,  S_^^ri)  im  Innern  eines  der 
kleinen  eine  elliptische  Ecke  umgebenden  Kreises  durchqueren  kann, 
ist  jedenfalls  nicht  grösser  wie  die  grösste  unter  den  Zahlen  g  ,  die 
die  Periodicität  der  elliptischen  unter  den  Substitutionen 

angeben;  sei  diese  grösste  Zahl  gleich  h.  Dann  ist  also  die  Anzahl 
der  von  unserer  Geraden  im  Lmern  von  kleinen  elliptische  Ecken 
umgebenden  Kreisen  überschrittenen  Seiten  nicht  grösser  wie 

hr' 

~T' 

Nach  der  Definition  der  Substitutionen  erster  Kategorie  haben  wir  also 

(19)  i:^«<'-(i+T)- 

Die  Maximalzahl  der  Durchquerungen,  die  innerhalb  eines  Kreises 
©  erfolgen  können,  der  um  eine  parabolische  Ecke  A  beschrieben  ist, 
d.  h.  also  der  den  Einheitskreis  in  A  berührt,  ergiebt  sich  in  folgender 
Weise. 

Möge  die  gerade  Linie  (0,  S^/rj)  etwa  in  einem  Punkte  A  in  ^ 
eintreten  und  bei  B  aus  ß  austreten  (der  Fall,  dass  der  Punkt  S^iq 
sich  im  Lmern  von  ß,  also  zwischen  A  und  B  befindet,  ist  nicht  aus- 
geschlossen). Betrachten  wir  dann  die  in  der  Ecke  k  einmündenden 
Seiten,   so  berühren  dieselben  einander  im  Punkte  k  und  schneiden  in 
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diesem  Punkte  den  Einheitskreis  unter  rechtem  Winkel.  Irgend  zwei 
aufeinanderfolgende  dieser  Seiten  gehen  aus  einander  durch  Anwendung 
einer  parabolischen  Substitution  S  der  Gruppe  •O'  hervor,  die  den 
Punkt  X  zum  Doppelpunkte  hat.  Die  zwischen  je  zwei  aufeinander 
folgenden  solchen  Seiten  gelegenen  Bogenstücke  des  Kreises  (E  sind 
demnach  congruent  und  haben  somit  eine  constante  superficielle 
Länge  r.  Bedeutet  also  N  die  superficielle  Länge  des  von  Ä  bis  B 
reichenden  Bogens  des  Kreises  (5,  so  ist  die  Anzahl  der  von  der 
Geraden   (0,  S^,rf)    innerhalb   (5   durchquerten   Seiten  jedenfalls   kleiner 

wie 

N 


Für  die  Grösse  N  lässt  sich  aber  eine  obere  Grenze  angeben,  die 
nur  von  dem  geodätischen  Abstände  2^  der  Punkte  Ä,  B,  d.  h.  von 
der  superficiellen  Länge  der  zwischen  diesen  beiden  Punkten  gelegenen 
Strecke  der  geraden  Linie  (0,  S^,rf)  abhängt. 

Bezeichne  fi  den  einen  der  beiden  Punkte  des  Einheitskreiscs,  der 
von  der  gedachten  Geraden  ausgeschnitten  wird  und  setzen  wir 

(20)  t^^  +  ,i^^(l=3l^, 

wo  also  |fi|  =  1,  n,  V  real  sind,  so  entspricht  der  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises der  7^-Ebene  die  reale  t-Axe,  dem  Innern  des  Einheits- 
kreises der  7j- Ebene  die  obere  ^- Halbebene,  dem  Kreise  ©  ein  die  reale 
f-Axe  berührender  Kreis 

(21)  (u-af-\-{v-ßf=ß\ 

wo  a  real,  ß  real  positiv  ist,  und  endlich  der  Geraden  (0,  S^,rj)  der 
7j- Ebene  eine  gerade  Linie  (weil  für  rj  =  ^,  t  =  oo  ist),  die  zur  realen 
^-Axe  senkrecht  steht  und  den  Kreis  (21)  in  den  den  beiden  Punkten 
Ä,  B  der  tj- Ebene  entsprechenden  vertical  übereinander  liegenden 
Punkten  mit  den  Coordinaten 


schneiden  möge.     Es  ist  dann  offenbar 

.2 


mn  offenbar 


Das  Bogenelement 


^-^l/gS 


/,  2         2\2  (''  =  ?  +  «'■) 
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der    Fläche    vom    constanten    Krümmungsmaasse    —  1    nimmt    in    den 
Coordinaten  u,  v  die  Gestalt  an 


7  t^  1  /(^  u^-\-dv^ 

äs  =  2y  — J^ — 


Wir  finden  demnach  für  die  superficielle  Länge  der  geradlinigen  Strecke 
von  («^,  v^  bis  {n^,  v^)  der  ^- Ebene,  oder  was  dasselbe  heisst,  für 
die  superficielle  Länge  £^  des  zwischen  den  Punkten  A,  B  gelegenen 
geradlinigen  Stückes  der  '^;- Ebene  den  Ausdruck 


"1 
und  für  die  superficielle  Länge  N  des  zwischen  denselben  Punkten  ge- 
legenen Bogens  des  Kreises  (21) 

N=2ß  l—-^-—  =  —  2ß 
vy2vß  —  v^ 


2 


%i^  —  a  u^  —  a"!  2(^2 — v^ 

^1  ^2     J  ~~     /V^ 


Da  nun 

^2  +  ^1 

e2i_e-%=!^_^  =  2'''~'^         ' 


-1  -■£  ]/^l^2        V  "l^S 

und 

ist,  so  folgt 

(22)  i\r</i  -e-^i  <e^K 

Die  Anzahl  der  Durchquerungen,  die  innerhalb  des  kleinen  Kreises 
S  stattfinden,  ist  also  kleiner  wie 

t  ' 
und   da   diese  Anzahl   nichts   anderes   ist,   wie  der  Exponent  :r_^  in  der 
zu  diesem  Kreise  ß  gehörigen  Substitution  der  zweiten  Kategorie  B^", 
so  ist 

Wir  werden  für  die  Summe  der  Logarithmen  der  n,^  einer  oberen 
Grenze  bedürfen;  bilden  wir  darum 

log  7C^<^^  —  log  t . 
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Offenbar    kann    eine    Grösse  h    so    angegeben    werden,    dass    für    alle 
Kreise  ©  die  Ungleichung 

/t  >  —  log  T 
erfüllt  ist,  dann  haben  wir  also 

log  ;r^  <  2^  +  7^ , 

und  da  die  Summe  aller  ii^  keinesfalls  grösser  sein  kann  als  die  super- 
fieielle  Länge  r'  der  Geraden  (0,  S^,ri),  ergiebt  sich 

^log  jr^<r'+g/j, 


oder  da,  wie  oben  gefunden  wurde,  (£  kleiner  ist  als 
(24)  ^log;r^<r'(l  +  | 


\ 


360.     Letzter  Theil  des  Convergenzbeweises. 

Betrachten  wir  nun    die  der  Substitution  S^,  von  ■8-  entsprechende 
Substitution  T   von  &,  so  ist  dieselbe  in  der  Form 

(25)  T  =  A^-^A^-^  •  •  •  A'' 

V       /  '■  '1      '2  'r 

darstellbar,  wo  die  A  wieder  die  den  ^.  ('«=±1,  ±2,  ••• +ct)  entsprechenden 
Substitutionen  von  &  bedeuten.     Seien 

B?,  Ks  ■  •  •  b;^ 

die  den  in  (18)  auftretenden  Substitutionen  zweiter  Kategorie  ent- 
sprechenden Substitutionen  von  0,  dann  können  wir  diese  Substitu- 
tionen in  folgender  Weise  umformen. 

Möge  allgemein   T    eine   beliebige   derjenigen   Substitutionen  von 
&  bedeuten,  die  den  parabolischen  unter  den  Substitutionen 

A>    ^2>    '  '  '   \ 

oder    deren  inversen  entsprechen,    dann  sind   die    B^,  •  •  •  B^    jedenfalls 

solche   Substitutionen  T  .     Denken  wir  uns  T    durch   Transformation 

?j  p 

mittelst  einer  gewissen  Substitution   U  in  die  canonische  Form  gesetzt 

wo  also 

F«/ .  =  in.y.  +  w . _ ^ ?/. _  ^         (i  ==  1, 2, . . .  n ;  «0 = 0) , 

und  für  w.4=^w.  ,  stets  n.  ,  =  0  ist.  Wenn  wir  diese  Ausdrücke 
der  B^  in  (25)  einführen  und  beachten,  dass 
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T/  =  TT^  V'  U 

ist,  so  haben  wir  in  (25)  erstens  Substitutionen  A .,  die  den  Substitu- 
tionen erster  Kategorie  in  (18)  entsprechen,  mit  der  Exponentensumme 

p 

y.=l 

zweitens  die  den  q  Substitutionen  zweiter  Kategorie  entsprechenden 
U  und  Z7~  ,  endlich  die  den  B^^,  B.,,  ■  •  •  B  entsprechenden  canonischen 
Substitutionen   V  beziehungsweise  zu  den  Exponenten 

Zufolge  unserer  Voraussetzung  haben  die  zu  den  Substitutionen  T 
beziehungsweise  V  gehörigen  Fundamentalgleichungen  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  sämmtlichen  Wurzeln  den  absoluten  Betrag  Eins  besitzen,  es 
ist  demnach  für  alle  diese  Substitutionen 

I  m.\  =  1  (/  =  1,  2,  ■•■n). 

Wenn  nun  z.  B.  alle  n.  _  ^  für  ein  gewisses  V  den  Werth  Null  haben, 
so  sind  die  Coefficienten  von  V  dem  absoluten  Betrage  nach  entweder 
gleich  Eins   oder  gleich  Null,  jenachdem  dieselben  der  Diagonale  von 

V  angehören  oder  nicht.     Allgemein,  d.  h.  wenn  für  eine  Substitution 

V  nicht  alle  n._^  verschwinden,  bezeichnen  wir  für  einen  Augenblick 
die  Substitution   V  durch 

F=  (a.  J  (;,;<  =  l,2,.--n); 

dann  ist  also 

a.   =0     für     x^  i,  %  <,i  —  1 . 

Diejenigen  unter  den  Coefficienten  a.l  der  Substitution  V ,  die 
von  Null  verschiedene  Werthe  haben  können,  sind  für  ein  positives  l 
in  der  Form 

a^.  ^  =  y^'  a..  a.  .  •  ■  •  a. 

Ol,  H^---h—x) 

i^  =  i,  i  —  1;     22=?,  i  — 1,1  —  2;  •  •  •  /;j 1=')  ''  —  i  ,  ■  ■  ■  i  —  P. -(-1;\ 

darstellbar.     Die   Anzahl  der  durch   das   Summenzeichen  angedeuteten 

Glieder  ist  für  x  =  i  gleich  Eins,  für  x  =  i  —  1  gleich  A,  für  x  =  i  —  2 

gleich 

X{l  —  l) 
1-2     ' 

u.  s.  w.  Da  X  höchstens  gleich  n  sein  kann,  ist  demnach  ein  möglicher- 
weise von  Null  verschiedenes  Element  von  V  eine  Summe  von  höchstens 
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X{X  —  l)---{X  —  n-\-2) 
1 . 2  ...  (w  —  1) 

Producten  von  je  A  Elementen  der  Substitution  V,  wobei  in  jedem 
Producte  höchstens  n  —  1  Elemente  mit  verschiedenen  Indices  (a.  ._^ 
auftreten.  Es  lässt  sich  folglich  eine  nur  von  den  absoluten  Beträgen 
der  in  den  verschiedenen  Substitutionen  V  auftretenden  Elemente  n._^ 
abhängende,  von  A  unabhängige  positive  Grösse  31  so  angeben,  dass 
alle  Elemente  der  Substitution  V''  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
sind  als 

Wählen  wir  die  Grösse  M  zugleich  so  gross,  dass  sie  die  Elemente 
aller  Substitutionen 

und  deren  inversen  übertrifft  und  beachten,  dass  Tvergl.  Nr.  357,  S.  352) 
die  absoluten  Beträge  der  Elemente  einer  aus  zwei  Substitutionen  T,  T^ 
componirten  Substitution  kleiner  sind  wie  nM  •  M^,  wenn  Jf,  M^  posi- 
tive Zahlen  bedeuten,  die  die  absoluten  Beträge  der  Elemente  von  T 
beziehungsweise  T^  übertreffen,  so  erkennen  wir,  dass  die  Elemente  der 
Substitution  T  und  ebenso  die  der  inversen  Substitution  T~  dem  ab- 
soluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als 
p 


=  (ti  ■  31)'='  e  '=' 

Nun  ist  aber  nach  (19)  und  zufolge  der  für  q  gefundenen  oberen 


Grenze  y 


i',+3,<,-(i+*4i), 


mit  Rücksicht  auf  (24)  können  wir  also  stets  eine  constante  Grösse  a 
so  angeben,  dass  die  Coefficienten  der  Substitutionen  T  und  jT"  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als 


Hieraus  folgt  aber  genau  ebenso  wie  im  Falle  wo  -9-  keine  para- 
bolische Substitution  enthält  (Nr.  357,  S.  352),  mit  Rücksicht  auf  die 
Ungleichung  (13)  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihen  ^,.  ('^i)  für  hin- 
reichend grosse  Werthe  von  in. 


i 
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Fassen  wir  die  Resultate  der  Untersuchung  dieses  Kapitels  zusammen, 
so  können  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Sei  eine  Fuchs'sche  Gruppe  d'  von  der  in  der  Nr.  304 
(S.169ff.)  charakterisirten  Beschaffenheit  gegeben,  für  welche 
die  Substitutionen 

und  deren  inverse  eine  Basis  bilden,  sei  ferner  &  eine  Gruppe 
unimodularer  linearer  homogener  Substitutionen  in  den  n 
Grössen 

die  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Substitution  von  %■  eine 
wohlbestimmte  Substitution  von  ®  entspricht,  so  conver- 
giren  die  Reihen  (1)  .beziehungsweise  (5)  bei  hinreichend 
grossen  Werthen  der  ganzen  positiven  Zahl  m  unbedingt  für 
alle  Werthe  von  ')],  die  innerhalb  des  Orthogonalkreises  lie- 
gen, sofern  unter  den  Substitutionen 

keine  parabolische  enthalten  ist,  bei  beliebiger  Wahl  der 
Gruppe  &,  sofern  jedoch  die  Gruppe  •^  auch  parabolische 
Substitutionen  enthält,  dann  und  nur  dann,  wenn  diejenigen 
Substitutionen  von  0,  die  parabolischen  Substitutionen  von 
%■  entsprechen,  Fundamentalgleichungen  besitzen,  deren 
sämmtliche  Wurzeln  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich 
Eins  sind. 

Wenn  die  Gruppe  &  den  angegebenen  Bedingungen  genügt,  so 
sagen  wir  kurz,  &  erfülle  die  Convergenzbedingungen. 


Drittes  Kapitel. 

361.     Existenz  der  Systeme  Fuchs'scher  Zetafunetionen. 
Differentialgleichungen  für  die  Reihen  «5  und  Z.. 

Sehen  wir  nun  zu,  was  durch  die  Aufstellung  der  Reihen  (1)  be- 
ziehungsweise (5)  (Nr.  355,  S.  346)  für  den  Existenzbeweis  der  Fuchs'- 
schen  Zetafunetionen  gewonnen  ist.  Die  Reihen  (5),  die  wir  in  der 
Nr.  355  (S.  348)  als  homogene  Functionen  (Formen)  der  «^,  «<^  vom 
Grade  —  2m  charakterisirt  haben,  erfahren,  wenn  auf  ri  eine  Substitu- 
tion der  Fuchs 'sehen  Gruppe  -O^,  also  auf  die  u^^  «/,  die  entsprechende 
Substitution  der  mit  %  isomorphen  homogenen  Gruppe  i  ausgeübt  wird, 
die  zugehörige  Substitution  der  Gruppe  0.  Das  Gleiche  gilt  also  auch 
von  den  Ausdrücken,  die  wir  erhalten,  indem  wir  die  Reihen 

mit  einer  beliebigen  Fuchs'schen  Function  oder,  was  dasselbe  heisst, 
mit  einer  invarianten  eindeutigen  Form  nullten  Grades  der  «^,  u^  mul- 
tipliciren. 

Auf  die  Reihen  !,(»?)  übertragen  besagt  dies,  da  nach  dem  Satze 
der  Nr.  316  (S.  219)  jede  Fuehs'sehe  Function  als  Quotient  von  Theta- 
functionen  darstellbar  ist,  dass  die  Reihen  %.  (rj),  durch  beliebige  Theta- 
funetionen,  die  im  Sinne  der  Nr.  313  (S.  209)  zu  der  Zahl  ui  gehören, 
dividirt.  Ausdrücke  liefern,  die,  wenn  auf  r]  eine  Substitution  von  O- 
ausgeübt  wird,  die  entsprechende  Substitution  von  &  erleiden.  Die 
Bilduugsweise  der  Reihen  |.(t;)  lehrt  aber  sofort,  dass  diese  Quotienten 
im  Innern  des  Orthogonalkreises  das  Verhalten  rationaler  Functionen 
zeigen  und  in  der  Nähe  der  Ecken  der  der  Gruppe  ■&•  entsprechenden 
Theilung  eine  Darstellung  von  der  Form  (a)  (Nr.  351,  S.  336)  gestatten. 
Man  erkennt  dies  durch  Anwendung  derselben  Methode,  mit  Hülfe  deren 
wir  in  der  Nr.  310  (S.  193)  die  analoge  Frage  für  die  Fuchs'schen 
Thetareihen  erledigt  haben.  Die  gedachten  Quotienten  und  folg- 
lich auch  die  Reihen  Z.\u^,  u^)  beziehungsweise  deren  Pro- 
ducte  in  beliebige  Fuehs'sehe  Functionen  von  1],  sind  dem- 
nach Fuehs'sehe  Zetafunetionen,  die  zu  den  Gruppen  0-  und 
@  gehören. 
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Damit  ist  also  der  Existenzbeweis  für  die  Fuchs'schen 
Zetafunctionen  geliefert,  sofern  die  Gruppe  0  die  Conver- 
genzbedingungen  erfüllt. 

Herr  Poincare  hat  gezeigt,  dass  auch  umgekehrt  jedes  zu  den 
Gruppen  d-^  ®  gehörige  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen,  sofern  @ 
die  Convergenzbedingungen  erfüllt,  dargestellt  werden  kann  als  Quo- 
tient eines  Systems  von  Reihen  i,.(r})  in  eine  Fuchs 'sehe  Thetafunction 
mit  der  Gruppe  ■O-.  Wir  gehen  auf  eine  Darlegung  dieses  Nachweises 
nicht  ein,  sondern  bemerken  nur,  dass  derselbe  durch  ähnliche  Betrach- 
tungen erbracht  wird,  wie  der  analoge  in  der  Nr.  316  (S.  216)  gelie- 
ferte Beweis  für  die  Darstellbarkeit  einer  beliebigen  Fuchs 'sehen  Func- 
tion als  Quotienten  von  Thetafunctionen.  Für  die  Zwecke,  die  wir  im 
Auge  haben,  genügt  es  darauf  hinzuweisen,  dass  uns  die  Sätze  1),  2),  3) 
der  Nr.  353  (S.  343)  voUe  Einsicht  gewähren  in  die  Art  und  Weise^ 
wie  sich  beliebige  Systeme  Fuchs'scher  Zetafunctionen,  die  zu  den 
Gruppen  &■,  &  gehören,  durch  ein  System  der  zu  diesen  Gruppen  ge- 
hörigen Reihen  |^.  ('»j)  beziehungsweise  Z.{u^,  u^)  und  der  zu  d-  gehörigen 
Fuchs 'sehen  Function  x  =  /'{r})  darstellen  lassen.  Wir  haben  nämlich 
die  Sätze: 

1)  Die  Reihen 

genügen,  als  Function  von  x  =  f'(ri)  aufgefasst,  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  n-ier  Ordnung  der 
Fuchs'schen  Classe 

für  welche  ®  die  Monodromiegruppe  darstellt,  und  iu  der  demgemäss, 
da  &  nur  unimodulare  Substitutionen  enthält,  der  Coefficient  p^  die 
logarithmische  Ableitung  einer  rationalen  Function  von  x  ist.  Die- 
jenigen singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (1),  wo  sich  die 
Integrale  verzweigen,  sind  die  den  Ecken  A^  des  Fundamentalbereiches 
F^  entsprechenden  Werthe 

^^.=  /'W  (-  =  1,2,...  a-M); 

die  zw  X  =  «.  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  besitzt, 
wenn    A.    im  Innern  des  Einheitskreises  liegt,   rationale  Wurzeln,    die 

ganzzahlige  Vielfache  der  zu   A.   gehörigen  Zahl  ^     sind;  wenn  A^  auf 

Jy.    

der  Peripherie  des  Einheitskreises  liegt,  sind  diese  Wurzeln  zu  Folge 
der  für  ®  bestehenden    Convergenzbedingungen   real.     Ueberdies   kann 
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die  Differentialgleichung  (1)  noch  diejenigen  a;-Werthe  zu  singulären 
Punkten  haben,  die  Tj-Werthen  entsprechen,  für  welche  eine  der  ratio- 
nalen Functionen  H.  beziehungsweise  cp.  unendlich  wird;  in  diesen 
Punkten  verhalten  sich  die  Integrale  von  (1)  wie  rationale  Functionen 
von  X. 

2)  Jedes  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen,  welches  zu  den 
Gruppen  d-  und  @  gehört,  befriedigt  als  Function  von  x  aufgefasst 
eine  lineare  Differentialgleichung,  die  mit  (1)  zu  derselben  Art  gehört 
und  ist  folglich  in  der  Form 

dZ.  d^'-^Z. 

I^Z.-\-F-^-j \-F     , ^  (.  =  1,2,...») 

0    t    I        i  dx     '  '        "  —  ^  dx^~ 

darstellbar,   wo   däe  I\,  F.,  •  ■  ■  F     ,   rationale  Functionen   von  x  be- 

'  0"         1'  n  —  1 

deuten. 

Die  Differentialgleichung  (1),  der  die  Z.(ii^,  i(,^)  als  Functionen 
von  X  genügen,  verwandelt  sich  durch  die  auf  abhängige  und  unab- 
hänfifisre  Variable  auszuübende  Transformation 


(2)                                 Z  = 

—  2  711  y 
«1             h            ^   = 

die  wir,  da 

'     — 2jn         /dri\ 

ist,  auch  in  die  Form 

setzen  können,   in   eine  Differentialgleichung  für  ^  als  Function  von  7; 
mit  in  r;  eindeutigen  Coefficienten,  der  die  n  Reihen 

Genüge  leisten: 

Setzen  wir  ferner 

Z^e    "-^        ä,         ^  =  .    "^        l, 
so  genügen  §  und  i  den  Differentialgleichungen 

wo  (vergl.  Nr.  181,  Bd.  II,  1,  S.  189,  Gleichung  (10)) 
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=^m 


ist   und  die   Coefficienten   p     rationale   Functionen   von  x,    die   Coeffi- 
cienten  q^  eindeutige  Functionen  von  r;  sind. 

Wenn  p^  =  0  und  —  2m  ^  n  —  1  ist,  wird  Z  mit  5  und  |  mit  J 
identisch. 


362.     Die  Invarianten  der  Differentialgleichung.     Zetaformen. 
Simultane  Covarianten.     Combinanten. 

Wir  können  nun  auf  Grund  der  Ergebnisse  des  fünften  Kapitels 
des  zehnten  Abschnittes  (Bd.  II,  1,  S.  185 — 199)  sofort  Ausdrücke  bilden, 
die  sich  aus  den  q^  und  ihren  Ableitungen  beziehungsweise  den  q^  und 
ihren  Ableitungen  nach  r]  rational  zusammensetzen  und  die,  abgesehen 

von  einer  Potenz  von 

dx 
dri 

als  Factor,  rationale  Functionen  von  x,  also  Fuchs 'sehe  Functionen 
von  1]  sind. 

Solche  Ausdrücke  sind  z.  B.  die  n  —  2  Invarianten 

d'„,  0",,  •  •  •  0" 

von  den  Gewichten  3,  4,  •  •  •  n.  Bezeichnen  wir  wie  a.  a.  0.  durch  d'^,(v) 
die  Invariante  Q-^,  gebildet  aus  den  Coefficienten  q^,  durch  Q-^(x)  die- 
selbe Invariante,  gebildet  aus  den  Coefficienten  2\,  so  ist 

d.  h.  es  sind  die  Ausdrücke 

Fuchs 'sehe  Functionen  von  r]. 

Die  Invarianten  Q^^  haben  die  Eigenschaft,  bei  einer  beliebigen 
Transformation 

der  unabhängigen  Variabelu  der  Differentialgleichung  (3),  abgesehen 
von  dem  Factor 

\dsJ  ' 

unsfeändert  zu  bleiben.  Damit  aber  rationale  Combinatiouen  der 
q_^  und  ihrer  Ableitungen,  oder  allgemeiner  gesprochen  der 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  i.  24 
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und  ihrer  Ableitungen  nach  iq  mit  einer  geeigneten  Potenz  von  u^  mul- 
tiplicirt  Fuchs'sche  Functionen  von  r/  seien,  ist  nur  erforderlich,  dass 
sie  1),  wenn  iq  eine  projective  Substitution 

7^  +  " 
erfährt,  sich  nur  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  (y^  +  ö)  multipli- 
ciren,  und  dass  sie  2)  ungeändert  bleiben,  wenn  auf  die 

eine  lineare  homogene  unimodulare  Substitution  ausgeübt  wird. 

Die  zweite  Eigenschaft  bedingt  nach  dem  Appell'schen  beziehungs- 
weise dem  Picard-Vessiot'schen  Satze,  dass  die  betreffenden  Aus- 
drücke rational  in  den  q_^  und  deren  Ableitungen  nach  tj  darstellbar 
seien,  in  Bezug  auf  die  erste  Eigenschaft  hingegen  leisten  die  In- 
varianten 0-^  offenbar  zuviel,  da  sie  nicht  nur  bei  projectiven,  sondern 
bei  beliebigen  Transformationen  der  unabhängigen  Variabein  i]  invariant 
sind.  Um  die  vorliegende  Frage  mit  gewissen  Problemen  der  Algebra 
linearer  Transformationen  in  Zusammenhang  zu  bringen,  ist  es  zweck- 
mässig, wieder  an  Stelle  der  Functionen  von  i;  die  homogenen  Formen 
in  den  u^,  u,,  zu  betrachten. 

Nehmen  wir  also  das  System  der  n  Reihen 

(4)  Z^{u^,  iQ,  ■■■  Z^{u^,u^), 

die  wir  kurz  als  Zetaformen  vom  Grade 

—  2m  ^  r 

bezeichnen  wollen,  dann  hat  eine  simultane  Covariante  H  dieses 
Formeusystems  vom  Gewichte  ^  bekanntlich  die  Eigenschaft,  sich  ab- 
gesehen von  der  ^i-ten  Potenz  der  Substitutions- Determinante  als  Factor 
zu  reproducireu,  wenn  die  «^,  n.,  durch  homogene  lineare  Functionen 
ihrer  selbst  ersetzt  werden.     D.  h.  wenn 


(5) 
und 


gesetzt  wird,  ist 

(6)  H{Z^{u^,  uj,  ■  •  ■  ~Z^{u,,  u^)\     ^/-l,  m,) 

=  (ad  —  ßyfn{Z^  {v^,  V,),'--  Z^  {i\,  v^)-     v^,  r,) 


362.    Covarianten  und  Combinanten.  371 

Unter  den  simultanen  Covarianten  eines  Systems  von  Formen  des- 
selben Grades *j,  wie  es  uns  hier  in  den  Z.{Uj,  u^)  vorliegt,  giebt  es, 
wie  zuerst  Sylvester  bemerkt  hat,  stets  solche,  die  abgesehen  von  einem 
Factor  ungeändert  bleiben,  wenn  die  Elemente  des  Formensystems  selbst 
einer  linearen  homogenen  Substitution  unterworfen  werden;  dieser  Fac- 
tor kann  dann  nur  eine  Potenz  der  Substitutions- Determinante  sein. 
Solche  Covarianten  nennt  man  Combinanten  des  Formensystems. 

Wenn  also  H  eine  Combinante  ist,  so  befriedigt  sie  die  Gleichung 

H{SZ^,  . . .  SZJ  =  :  u^jRiZ^,  ■  ■  ■  ZJ        (/,.  =  i,2,....), 
wo 

SZ.==a.,Z,-\ [- a.   Z  (1=1, 2, ■■■n) 

i  4  1      1     '  '         I  n      n 

eine  beliebige  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determi- 
nante in  den  Z^,  •  •  •  Z    bedeutet. 

1 '  n 

Betrachten  wir  nun  eine  solche  Combinante 

H{Z^,---  Z;  u^,  u^) 

unseres  Formensystems;  dann  ist,  wenn  (5)  eine  Substitution  S^  der 
Gruppe  t  bedeutet,  zu  Folge  der  Covarianteneigenschaft,  und  da  S^ 
unimodular  ist, 

(7)  B:(Z^{u^,  u^),  ■  ■  ■  Z^{u^,  M^);  ^*i;  ^s) 

Da  ferner 

ist,  wo  T  die  dem  S^,  entsprechende  Substitution  von  0  bedeutet,  so 
haben  wir 

HiZ^iu^,  ^g,  •  •  •  Z  (z*„  Wg);  u^,  11^) 

=  H(T^Z^  (Mj,  wp ;  •  •  •  T^Z^ (u^,  u^) ;  u^,  w^) , 

und  dies  ist  zufolge  der  Combinanteneigenschaft,  und  da  T,  unimodular 
sein  sollte,  weiter  gleich 

S{Z^{u^,  wp,  •  •  •  Zjß^,  Mg);  u^,  Mg); 
es  besteht  also  nach  (7)  die  Gleichung 


*)  In  der  Invariantentheorie  der  ganzen  rationalen  Formen  bezeichnet  man 
die  Dimension  in  Bezug  auf  die  Variabein  als  Ordnung,  die  Dimension  in 
Bezug  auf  die  Coefficienten  als  Grad;  da  wir  es  hier  mit  transcendenten  Formen 
zu  thun  haben,  können  wir  die  Bezeichnung  Grad  für  die  Dimension  in  den  Varia- 
bein im  gewohnten  »Sinne  beibehalten. 

24* 
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H{Z^  (u^,  u^),  •  •  •  Z^  {u^,  u^) ;  u^,  u^) 

d.  h.  H  bleibt  als  Function  der  u^,  u^  ungeändert,  wenn  auf  diese 
beiden  Grössen  eine  Substitution  S^,  der  Gruppe  t  ausgeübt  wird. 

Wenn  sich  also  H  aus  den  Z.(i(^,  n,^  und  deren  Ableitungen 
rational  zusammensetzt,  so  ist  es  eine  zu  der  Gruppe  -9-  beziehungs- 
weise t  gehörige  eindeutige  invariante  Form  der  u^,  ii^  und  zwar  eine 
Fuchs 'sehe  Function  von  ri. 

Gehen  wir  wieder  auf  die  inhomogene  Gestalt  unserer  Ausdrücke 
zurück. 

Wenn  -ff(Wj,  ii,^  eine  Combinante  des  Formensystems  \Z.{u^,  ii^j\ 
und  in  den  u^j  u^  homogen  vom  Grade  q  ist,  so  wollen  wir  auch 

u~'^H(u^,  11.;)  =  H(7?) 

als  eine  Combinante  Q-ten  Grades  des  Functionssystems 

bezeichnen,  dessen  Elemente  |.  (t^)  selbst  als  Functionen  vom  Grade 
—  2  m  =  r  der  Variabein  i^  aufzufassen  sind.  Eine  solche  Combinante 
verwandelt  sich  also  nach  Multiplication  mit  u^'  in  eine  Fuchs'sche 
Function  von  rj. 

363.     Invarianz  der  Differentialgleichung  für  die  Reihen  §. 

Systeme  von  Formen,  ilire  Jacobi'sche  Combinante  und 

Differentialgleichung. 

Die  Differentialgleichung  (3)  hat  die  Eigenschaft,  sich  durch  die 
Transformation 

(8)  S,i  =  v,     i  =  (^Ti 

in  die  Differentialgleichung 

zu  verwandeln,  für  welche,  da 
und  folglich 

0"?,('))  =  yj,(O 

ist,  die  Ausdrücke 
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373 


also  auch  die 

selbst  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  darstellen.  Die  Differen- 
tialgleichung (3j')  geht  demnach  aus  (3)  hervor,  indem  mau  in  (3)  ^ 
an  die  Stelle  von  rj  und  ^  an  die  Stelle  von  ^  schreibt;  d.  h.  mit 
anderen  Worten,  die  Differentialgleichung  (3)  verhält  sich 
gegenüber  den  Transformationen  (8)  invariant. 

Man  kann  nun  der  Differentialgleichung  (3)  eine  solche  Form 
zuertheilen,  dass  ihre  Invarianz  bei  den  Transformationen  (8)  unmittel- 
bar in  Evidenz  tritt,  indem  nämlich  nur  solche  Ausdrücke  in  dieser 
Form  auftreten,  die  Combinanten  des  Functionssystems 

sind. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Ende  allgemein  ein  System  von  n 
liuearunabhängigen  Functionen  der  Variabein  tj 

'1 '    =2'       *  '    *«  ' 

denen  eine  gewisse  Gradzahl  g  beigelegt  werden  möge  in  dem  Sinne, 
dass  sie  aus  homogenen  Functionen  ^-ten  Grades  der  w^,  u^ 

Z^ili^,  u^ ,     ^2  (Mj,  w,)  ,  •  •  •  ^,^  (Wj,  u^) 
durch  die  Gleichungen 

entstanden  zu  denken  sind.  Dann  befriedigen  die  2;.  als  Functionen 
von  rj  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung 

&  f" ' .  . .  ^'"^)  I 
WO  die  Accente  Ableitungen  nach  rj  bedeuten  und 


dn-l) 


»2  =2     *  '       '2 

t    t  '    ■  ■  ■    t^^~^^ 


gesetzt  wurde. 

Wenn  man  die  (w  —  l)-ten  partiellen  Ableitungen  der  homo- 
genen Functionen  0^(u^,  u^)  nach  «f^,  u^  durch  die  Ableitungen  der  ^^ 
nach  rj  ausdrückt,  so  ergiebt  sich 
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o    .» —  1  11  'z     I  12  'z       I  '         In         ^y. 

2»J  — 1„ 

{n  —  l)f.  ,  _,  j^   ^(«  —  1)  «.(«  — 1) 


«rx+---  +  «r^^^: 


a«: 


71—1 


WO,  wie  man  durch  Induction  leicht  verificirt, 

<"'^  =  ^(/7  -  1)  •  •  •  (^  -  »*  +  2)<-"+\ 


a 


nn  1 

ist.     Hiernach  erhält  man 


z.. 


=5'(i/-i)^-(5'->^+2rv:^^-''+''2)a„e„-u. 


2  w"  *    a  «2 

/y.  =  l,2,-n        \ 
V=«=0,  1,  •••  n— 1/ 

d.  h.  der  Function  D  ist  der  Grad 

y  =  n  {g  —  n-\^  1) 

beizulegen.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  bekanntlich  eine 
simultane  Co  Variante,  und  zwar  eine  Combinante  (die  sogenannte 
Ja  CO  bi 'sehe  Combinante)  des  Formensystems  z^^,  2^,  ■  ■  •  s^,  wir  haben 
also  im  Sinne  der  eingeführten  Tenninologie  in  § 

eine  Combinante  des  Functionssystems  g^,  t.?  •  •  •  &„• 

Bilden  wir  nun  die  n-te  U  eher  Schiebung  der  Combinante 

über  die  Form  ^-ten  Grades 

so  ist  dieselbe  (vergl.  Nr.  298,  S.  146;  vom  Grade 

g  ■\-y  —  2n  =  {n-\-  1)  {g  —  n) , 

also  vom  selben  Grade  wie  die  durch  Multiplication  mit  der  geeigneten 
Potenz    von   u^    homogen    gemachte    linke    Seite    der    Differentialglei- 
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chung  (9),  die  wir  nach  Analogie  der  für  D(^^,  ^2'  '  "  "  ^J  gefundenen 
Formel  in  der  Form 


c-z^ 


=  ^(^-ir---(^-n  +  l)V;-*-^"^-"^D(^,^^,e2r--U 


n,  y.  =  0,  1,  ■••  n\ 
\  ^0  =  ^  / 

darstellen  können.    Drückt  man  die  partiellen  Ableitungen  der  Formen 

nach  u^,  u.,  durch  die  nach  r]  genommenen  (sogenannten  einseitigen) 
Differentialquotienten  der  Functionen  t,  und  I)  aus  und  setzt  mit  Herrn 
Hilbert  allgemein  für  eine  beliebige  Function  f  von  rj,  der  die  Grad- 
zahl ]i  beigelegt  werden  kann, 

(f)i  = ^ —  —1  a=0,  1,2,-.), 

so  erhält  man  für  die  n-te  Ueberschiebung  der  Form  ^  (ii^,  u„)  über 
z{Uj^,  ttj)  den  Ausdruck 

woselbst 

z  =  0 

gesetzt  wurde.  Wir  bezeichnen  diesen  letzteren  Ausdruck,  der  also 
nichts  Anderes  i.st,  wie  die  inhomogene  Gestalt  von 

als  die  w-te   Ueberschiebung  der  Functionen  I),  t,  übereinander. 
Die  X  =  0  und  x  =  1  entsprechenden  Glieder  in  (D,  tj     stimmen 
offenbar  mit  den  beiden  ersten  Gliedern  der  mit  dem  Factor 

1 
fir  (5-  -  1)  •  •  •  (öT  -  «  +  1) 
multiplicirten    linken    Seite    der  Differentialgleichung  (9)    überein;    die 
Differenz 

(10)  jj^^rMhr+r,  ^«'  5.'  5- ■  ■  ■  S-) - ""'  ^)'" 

ist  demnach  ein  Differentialausdruck  von  nur  (n  —  2)-ter  Ord- 
nung in  ^. 

Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (9;  ist  als  Determinante 
des  Functionssystems  ^,  ti,  ■  •  '  ^„  eine  simultane  Covariante  und  Com- 
binante  dieses  Functionssystems  vom  Grade  {ji  +!)((/  —  «);   da  auch 
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{D,  iP 
eine   simultane  Covariante   desselben  Grades  ist,   und  Covarianten   des- 
selben Grades   auch  vom  selben  Gewichte   sind,  so   ist  auch  die  Diffe- 
renz (10)  eine  Covariante  vom  Grade  («  +  1)  (^  —  '0  desselben  Func- 
tionssystems. 

Wir  setzen  nun 

(-  ir7)a,  ^,,  e„  •  ■  •  ü = ^(^  - 1) . .  •  (^-n  + 1)  [(2),  ey"> 

und  bilden  die  {n  —  2)-te    Ueberschiebung    von   D^  über  l 

dann  stimmt  das  erste  (X)n—2  enthaltende  Glied  dieser  Ueberschiebung 
mit 

überein,  und  wir  haben  folglich 

(-  l)"i)a,  ^„  ^^^,...Q=g{g-l)...{g-  n  -f  1)  1(D,  ^f 

+  (5„  0-"-'^ + 7)3.  a)_3+ •••  +  !)„ -^J. 

Fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wir  schliesslich  die  linke 
Seite  der  Differentialgleichung  (9)  als  Aggregat  von  Ueber- 
schiebungen 

(11)     (D,  tf""  +  (P„  Kf-''  +  (P3.  ^t~''  +  •  •  •  +  (^„.  ^T 

dargestellt,  wo 

gesetzt  wurde. 

Wir  behaupten  nun  zuvörderst,  dass  diese  UeberschiebuDgen 
sämmtlich  vom  Grade  (ji  +  1  j  (^  —  >0  ^^^  ^^^^  ^^^  Coefficienten 

J)    V     P      ■  ■  P 

dieser  Darstellung  Combinanten  des  Functionssystems  ^^,  ^^,  •  ■  ■  ^^  sind. 

364.     Invariante  Gestalt  einer  linearen  Differentialgleichung,  ins- 
besondere der  für  die  Zetaformen.     Allgemeine  Bemerkungen. 

Zum  Beweise    bedienen  wir    ims   nach   dem  Vorgange   des  Herrn 
A.  Hirsch  des  folgenden  Satzes  von  Herrn  Hilbert. 
Sei 
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ein  System  von  Formen,  7^  der  Grad  der  Form  /^  oder  der 
Function  <p_^,  dann  ist  jede  isobare  Function  F{'rj)  vom  Ge- 
wichte p  der  Ausdrücke 

die  in  den  (einseitigen)  Differentialquotienten  jeder  einzel- 
nen der  Functionen  q)^  homogen  von  dem  Grade  y,  ist  und 
die  der  Differentialgleichung 

x  =  l,  2,  ■  •  • 

Genüge  leistet,  eine  simultane  Covariante  des  Functions- 
systems  cp,^  vom  Grade 

Wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  ist  der  Ausdruck  (10)  oder 

^  =  A  •  ®._3+^3  •  a)„_3  +  •  •  •  +  i)„-  e 

eine  simultane  Covariante  vom  Grade  («  -f-  1)  (^  —  n)  des  Functions- 
systems 

und  genügt  demnach  der  partiellen  Differentialgleichung 


+i{(u.ft  +  2(a.4i; 


+  ...  =0 


Da  diese  Differentialgleichung  eine  Identität  darstellt,  so  müssen,  wenn 
wir  nach  den  Grössen 

ordnen,    die  Coefficienten  jeder  einzelnen  dieser  Grössen  verschwinden. 
Der  Coefficient  von  (0„_2  gleich  Null  gesetzt  giebt 


V(/^^    "^^2 


dDc        ^  .    ^     dB 


und  hieraus  folgt  nach  dem  Hilbert'schen  Satze,  dass  D.,  eine  simul- 
tane Covariante  der  t,^,  ^^y  '  '  '  ^«  ^*^™  Grade 

n  {(j  —  w  +  1)  —  4 
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ist.  Da  aber  Z),,  eine  rationale  DiÖ'erentialfunction  der  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  (0)  ist,  so  haben  wir  in  D^  oder  P^  nicht 
nur  eine  Covariante  sondern  eine  Combinante  des  Functionssystems 

Bilden  wir  also 

so  ist  dieser  Ausdruck  ebenso  wie  I)  eine  simultane  Covariante  der 

vom  Grade  {n  -\-  1)  (^  —  n),  das  Gleiche  gilt  folglich  auch  von  der 
Differenz 

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  oben  findet  mau  nunmehr,  dass 
auch  * 

i>,  =  p, 

eine  Combinante  des  Functionssystems  ^^,  l^^'  '  '  ^n  ^^^  zwar  eine 
solche  vom  Grade 

n{g  —  n  -\-  \)  —  6 
ist,  u.  s.  w. 

Wir  haben  also  in  der  That  in  (11)  eine  Form  der  linken 
Seite  unserer  Differentialgleichung  (9),  in  welcher  die  ein- 
zelnen Terme  simultane  Covarianten  des  Grades  {n-\-\)(y  —  n) 
des  Functionssystems 

und  die  Coefficienten 

DP    P    .      P 

Combinanten  des  Functionssystems  t,^,  i,^,  ■  ■  •  l^  von  den 
Graden 

Y,  r  —  4,  y  —  6,  •••  y  —  2« 

sind.     Multipliciren  wir  nun  noch  den  Ausdruck  (11)  mit 

Jn-\-X){g-n) 

und  setzen  dieses  Product  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  Differential- 
gleichung 

(12)      (z/,  zf'  +  (77,,  zf-'^  +  (77,,  zf-''  +  .  .  .  +  77„  .  ^  =  0 

für  die  homogene  Function  z  vom  </-ten  Grade  in  den  beiden  Variabein 
u^,  «2,  die  durch  das  Formensystem 
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(13)  2^  {U^,  U^),      S.^  {U^,  U,^,  ...  Z^  (^11^^  W^) 

befriedigt  wird  und  deren  Coefficienten 

(14)  z/(te^,  tg,     j7^(,,^^^^)_,,M.-«+:)-2xp^         (.  =  2,3,....) 

Combinanten  des  Formensystems  (13)  von  den  angegebenen  Graden 
sind. 

Wir  bezeichnen  (12)  als  die  invariante  Gestalt  der  Differential- 
gleichung (9). 

Identificiren  wir  also  die  Differentialgleichung  (9)  mit  der  durch 
die  Reihen 

befriedigten  Differentialgleichung  (3)  der  Nr.  361  (S.  368),  nachdem 
wir  die  letztere  Gleichung  noch  mit  dem  Factor 

—fqidtj 

e 
multiplicirt  haben,  so  ist 

9  =  —  2m 

zu  setzen,  und  die  Gleichung  (12)  wird  durch  die  Fuchs 'sehen  Zeta- 
formen 

Z^ (Wj,  u^),  Z, {u^,  u,),.-'Z^ (u^,  u^) 

befriedigt,  während  die  Coefficienten  (14)  invariante  eindeutige  Formen 
der  u^,  H.,  von  ganzen  und  geradzahligen  Graden,  also  Fuchs 'sehe 
Functionen  von  rj  sind. 

Die  Differentialgleichung  (1)  (Nr.  316,  S.  367),  der  die  Z  (m^,  u^) 
als  Functionen  der  Fuchs 'sehen  Function  x  =  f(ri)  Genüge  leisten, 
hat  vor  der  Differentialgleichung  (3),  der  die  |^  (ri)  als  Functionen  von 
r]  genügen,  den  Vorzug,  dass  die  Coefficienten  von  (1)  einen  leicht  zu 
übersehenden  analytischen  Charakter  besitzen,  indem  sie  nämlich  ratio- 
nale Functionen  von  x  sind.  Dagegen  hat  (3)  vor  (1)  die  Eigenschaft 
voraus,  von 

X  =  f(l]) 

völlig  unabhängig  zu  sein,  also  kein  Element  zu  enthalten,  welches  in 
der  Definition  der  Fuchs 'sehen  Zetafunctionen  nicht  unmittelbar  vor- 
kömmt. 

Die  invariante  Gestalt  (12)  der  Differentialgleichung  (3), 
die  durch  das  System  der  Zetaformen 

befriedigt  wird,  vereinigt  die  Vorzüge  der  Differentialglei- 
chungen (1)   und  (3),    indem    sie    erstens  x  nicht  enthält  und 
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zweitens  der  analytische  Charakter  ihrer  Coefficienten  (14) 
als  Fuchs'scher  Functionen  von  tj  in  übersichtlicher  Weise 
gegeben  ist. 

Wenn  man  in  der  Differentialgleichung  (9)  den  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  nicht  gleich  der  Determinante  eines  Fundamental- 
systems wählt,  so  kann  man  die  invariante  Gestalt  gleichwohl  auf  die- 
selbe Weise  herstellen,  nur  folgt  dann  nicht  gleich  eine  {n  —  2)-te 
Ueberschiebung  auf  die  n-te,  sondern  es  tritt  noch  eine  (n  —  l)-te 
Ueberschiebung  auf;  wir  können  aber  die  gewählte  Form  der  Differen- 
tialgleichung (9)  um  so  eher  beibehalten,  als  wir  von  einer  unimodu- 
laren  Gruppe  &  ausgegangen  waren,  so  dass  also  die  Determinante  des 
Fundamentalsystems  absolut  invariant  bei  den  Substitutionen  der 
Monodromiegruppe  ist. 

Die  invariante  Gestalt  einer  linearen  Differentialgleichung  ist  in 
der  neueren  Zeit  besonders  von  den  Herren  Klein,  Waelsch,  Pick, 
Hurwitz,  Hirsch  u.  A.  vielfach  angewandt  und  insbesondere  auch 
in  den  Fällen  mit  Vortheil  benutzt  worden,  wo  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  rationale  oder  algebraische  Functionen  der  unab- 
hängigen Variabein  sind.  Will  man  jedoch  eine  beliebige  lineare 
DiflFereutialgleichung,  deren  Coefficienten  etwa  rationale  Functionen  der 
unabhängigen  Variabein  x  sind,  in  die  invariante  Gestalt  überführen, 
so  muss  man  der  abhängigen  Variabein  y  einen  bestimmten  Grad  fj 
beilegen,  d.  h.  man  hat,  nachdem  x  gleich  dem  Quotienten 

X  =  — 

X, 

zweier  homogener  Variabein  gesetzt  worden  ist,  jc'^y  als  Form  ^-ten 
Grades  der  x^,  x^  aufzufassen,  wobei  aber  in  den  meisten  Fällen  der 
Grad  g  ganz  willkürlich,  d.  h.  nicht  durch  den  analytischen  Charakter 
der  Integralfunction  y  von  x  bestimmt  ist.  Eine  derartige  Schwierig- 
keit tritt  auch  schon  auf,  wenn  man  die  Darstellung  eines  beliebigen 
Systems  zu  den  Gruppen  -9-,  @  gehöriger  Fuchs'scher  Zetafunctionen 
von  ri  durch  die  Formen 

-^1?  ^v  '  '  '  ^n^ 
die  nach  dem  Satze  2)  der  Nr.  361  (S.  368)  stets  in  der  Form 
dZ  df' — ^Z 

ei'folgen  kann,  in  eine  der  Form  (12)  der  linken  Seite  der  Differential- 
gleichung (9)  analoge  invariante  Gestalt  setzen  will. 
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In  diesem  Falle  liefert  jedoch  der  in  der  Nr.  361  (S.  367j  er- 
wähnte Poincare'sche  Satz  ein  Hülfsmittel  für  die  Gradbestimmunsr, 
die  dem  analytischen  Charakter  des  betreffenden  Systems  Fuchs 'scher 
Zetafunctionen  gemäss,  also  wenigstens  bis  zu  einer  gewissen  Grenze, 
nicht  vollständig  der  Willkür  anheimgegeben  ist.  Wir  versao-en  es 
uns  hier  auf  eine  Eröi-teruug  der  Frage  einzugehen,  wie  auf  Grund 
der  angedeuteten  von  Herrn  Poincare  für  ein  System  Fuchs 'scher 
Zetafunctionen  gegebenen  Gradbestimmung  auch  für  die  allgemeine 
Lösung  einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung  der  Fuchs 'sehen 
Classe,  eine  der  Natur  der  Integralfunction  angemessene  Gradbestimmung 
vorgenommen  werden  könnte,  und  bemerken  nur,  dass  z.  B.  im  Falle 
einer  normalen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  durch  die 
Gleichung  (4j  der  Nr.  326  (S.  249)  definirte  Zahl  v  in  gewissem  Sinne 
als  der  Grad  der  allgemeinen  Lösung  aufgefasst  werden  kann. 


Viertes  Kapitel. 

365.     Discussion  eines  Rie  mann 'sehen  Problems. 

Wir  wollen  nunmehr  aus  der  bisher  entwickelten  Theorie  der 
Zetafunctionen  nach  zwei  Seiten  hin  Folgerungen  zu  ziehen  suchen, 
die  geeignet  sein  werden,  die  principielle  Bedeutung  dieser  Theorie  her- 
vortreten zu  lassen. 

Erwägen  wir  zunächst,  was  sich  aus  dem  für  die  Fuchs 'sehen 
Zetafunctionen  gelieferten  Existenzbeweise  ergiebt. 

In  der  Nr.  162  (Bd.  11,  1,  S.  109)  hatten  wir  die  Aufgabe  geschil- 
dert, von  welcher  ausgehend  Riemann  in  seinen  nachgelassenen  Auf- 
zeichnungen die  allgemeine  Theorie  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen, deren  Integrale  —  in  unserer  modernen  Terminologie  ge- 
sprochen —  sich  überall  bestimmt  verhalten,  aufzubauen  unternommen 
hat.     Diese  Aufgabe  war  die  folgende: 

Seien  a  lineare  homogene  Substitutionen  in  n  Variabein 

willkürlich  gegeben;  dann  mögen  n  Functionen  y^,  y^,  ■  ■  ■  y^  der  Varia- 
bein X  bestimmt  werden,  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  ge- 
wisser willkürlich  vorgeschriebener  Punkte 

endlich  und  stetig  sind,  die,  wenn  x  einfache  Umläufe  um  die  Punkte 

«i,  «2>  '-  -  % 

vollzieht,  d.  h.  genauer  gesprochen,  die  von  diesen  Punkten  aus  nach 
a^,^  =  oo  hin  gelegten  Querschnitte  im  positiven  Sinne  überschreitet, 
beziehungsweise  die  Substitutionen  A, ,  A -,,•■■  A  erfahren,  und  die 
überdies  an  keiner  dieser  Stellen  und  auch  nicht  für  x  =  oo  unbe- 
stimmt werden. 

Wir  behaupten,  dass  unter  gewissen  über  die  Substitutionen 
Aj,  Ag,  •  •  •  A^ 
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zu  machenden  speciellen  Annahmen  die  Existenz  eines  Functionssysfcems 
[y.]  von  der  geforderten  Beschaffenheit  durch  die  Theorie  der  Zeta- 
functionen  erwiesen  werden  kann.  Diese  speciellen  Annahmen  sind  die 
folgenden : 

Betrachten  wir  die  zu  den  Substitutionen  A, ,  A,,  •  •  •  A    und 


»».,   r    1    ""i        "»o         ■   •   *    A 


-1 


V+1  1 

gehöi'igen  Fundamentalgleichungen,  so  wollen  wir  voraussetzen,  dass 
die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  Fundamentalffleichunsfen  den 
absoluten  Betrag  Eins  besitzen. 

Wenn  für  eine  der  Substitutionen  A.  (>f  =  i,2,- ■•  0  +  1)  die  sämmt- 
lichen Wurzeln  der  zugehörigen  Fundamentalgleichung:  o'anzzahligfe  Ein- 
heitswurzeln  sind,  und  die  cauonische  Form  der  Substitution  A  nur 
Diagonalglieder  enthält  (d.  h.  also,  dass  entweder  alle  diese  Wurzeln  von 
einander  verschieden  oder  doch  so  beschaffen  sind,  dass  die  zu  einer 
A-fachen  Wurzel  co^  gehörige,  in  dem  Theorem  der  Nr.  37  (Bd.  I,  S.  127) 
definirte  Zahl  q^^  den  Werth  A  besitzt),  so  bezeichnen  wir  mit  g_  die 
kleinste  positive  ganze  Zahl,  für  welche  diese  sämmtlichen  Wurzeln  der 
Gleichung 

a'"  =  1 
Genüge  leisten.     Wenn   für  eine   der  Substitutionen  A^  die  beiden  an- 
gegebenen Bedingungen  nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,   so  nehmen  wir 
das  entsprechende  f/.    gleich  Unendlich.     Für  ein  A^,  wo  das  zugehörige 
g^  einen  endlichen  Werth  besitzt,  ist  dann  offenbar 

A'^'^=l. 

y. 

Die  so  definirten  Zahlen  r/^,  r/^,  •  •  •  //„  ,  ^  bestimmen  in  Verbindung 
mit  den  gegebenen  singulären  Stellen 

«1;    «2^    •••   «a'       «^+1  =  ^, 

von  denen  wir,  ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  zwei, 
etwa  a^,  a„,  in  die  Punkte  0,  1  verlegen  können,  eine  normale 
Differentialgleichung 

(a)  .  TT  =  ^  (^)  ^* 

dx 

im  Sinne  der  Nr.  326  (S.  249).  Wollten  wir  uns  auf  den  in  der  er- 
wähnten Nummer  (S.  251)  angeführten  Po incare 'sehen  Satz  in  seiner 
allgemeinen  Fassung  stützen,  so  könnten  wir  sagen:  Die  in  dem  Coeffi- 
cienten  q  (x)  auftretenden  noch  unbestimmten  Parameter  (vergl.  a.  a.  0.) 
lassen  sich  stets  und  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  x  eine 
eindeutige,  und  zwar  wenn 
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h-m-'^o-'> 


0 


ist,  eine  Fuchs 'sehe,  wenn  —  —  <  0  eine  rationale,   wenn =0 

ist,   eine  doppeltperiodische  Function  des  Integralquotienten  tj  wird. 

Wenn  wir  uns  dagegen  des  Poincare'schen  Satzes  nur  in  der 
beschränkten  Fassung  bedienen,  wir  wir  ihn  in  den  Nummern  341 — 348 
bewiesen  haben,  so  können  wir  doch  auf  Grrund  des  Satzes  der  Nr.  348 
(S.  327j  behaupten: 

Es  lässt  sich  stets  eine  der  Differentialgleichung  (u)  subordinirte 
Fuchs 'sehe  Differentialffleichunc; 

(/3)  -^  =  q{x)u 

angeben,  die  nebst  den  singulären   Stellen   a^,  a.-,,  •  •  •  n„,   ^aA-i    even- 
tuell noch  gewisse  andere  singulare  Stellen 

besitzt.    Man  kann  z.  B.  (ß)  allemal  so  einrichten,  dass  die  Umkehrungs- 
function  des  Integralquotienten  die  gegebenen  Stellen 

a^,  «2?  •  •  •  tt„,  ^ff-f-i 

und  überdies  noch  gewisse  andere  nicht  gegebene  Stellen  auslässt. 
Sei  Mj,  «.,  ein  Fundamentalsystem  von  (ß), 

^  =  ^' 

und  sei  O-  die  zu  t]  gehörige  projective,  t  die  zu  n^,  w.,  gehörige  homo- 
gene Monodromiegruppe  dieser  Differentialgleichung.     Mögen  ferner 

1'  e'         0  +  27  a-\-t-\-l 

die   Substitutionen  bedeuten,   die  i]   beziehungsweise  (w^,  u^)    erfahren, 
wenn  x  die  von  den  Punkten 

aus    nach    «^  ,  ^  ==  '^^    hin    gelegten   Querschnitte    im    positiven  Sinne 
überschreitet,  während 

a-\-l  12  a  (7-1-2  ff-f-r-f-l 

gesetzt  wird,    so  ist  die  Fuchs'sche  Gruppe  ■9-   mit  der  aus  den  Sub- 
stitutionen 

1'        2'  o'/         r7-[-l 
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als  Basis  gebildeten  Gruppe  &  in  dem  Sinne  isomorph,  dass  jeder 
Substitution  von  -O-  eine  bestimmte  Substitution  von  0  entspricht;  ins- 
besondere entsprechen  den  Substitutionen  A_^  die  Substitutionen  A.  für 
X  =  1,  2,  •  •  •  (5  -}-  1,  und  den  Substitutionen  A^  iüv  k  =  6  -\-  2,  ■  ■  ■ 
6  -\-  X  -\^  1  entspricht  die  identische  Substitution  von  &. 


3(jG.     Lösung  des  Riemann'schen  Problems  unter  gewissen 
beschränkenden  Voraussetzungen. 

Wir  M^oUen  nun  von  den  Substitutionen  \,  •  ■  •  f^,,  dadurch  zu 
unimodularen  Substitutionen  A^,  •  •  •  A^  übergehen,  dass  wir  jedes  Ele- 
ment von  A^  durch  die  n-te  Wurzel  aus  der  Determinante  dieser  Sub- 
stitution dividiren.  dann  bleibt  die  in  Bezug  auf  die  Fundamentalgrlei- 
chungen  der  A^  gemachte  Voraussetzung  auch  für  die  Ä^  bestehen,  und 
die  aus  den  Substitutionen 

\}  ^2,  •  •  •  A^ 

und  de]-en  inversen  als  Basis  gebildete  Grupps  &  ist  in  demselben 
Sinne  wie  &  selbst  mit  der  Fuchs'schen  Gruppe  &■  isomorph. 

Bilden  wir  mit  Hülfe  der  Grappen  i^  und  0  die  Fuchs'schen 
Zetaformen 

00 

v  =  0 

WO  S^  die  Substitutionen  der  Gruppen  d^  beziehungsweise  t,  T  die 
entsprechenden  Substitutionen  von  &  durchläuft  und  die  9).  {u  m  ) 
rationale  homogene  Functionen  vom  Grade  —  2  m  der  ?f^,  u,^  bedeuten, 
so  convergiren  diese  Reihen  für  hinreichend  grosse  Werthe  der  posi- 
tiven ganzen  Zahl  m,  da  die  Fundamentalgleichungen  derjenigen  Sub- 
stitutionen von  &,  die  parabolischen  Substitutionen  von  -9'  entsprechen, 
zufolge  der  für  die  Substitutionen  A    getroffenen  Festsetzuncr  nur  Wur- 

o  y.    ~  O 

zeln  vom  absoluten  Betrage  Eins  besitzen.  Die  Z,^(u^,  u,^)  befriedigen 
dann  als  Functionen  von  x  aufgefasst  eine  homogene  lineare  Diiferential- 
gleichung  n-ter  Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten 

die  der  Fuchs'schen  Classe  angehört  und  nebst  den  singulären 
Punkten 

ttj,  •  •  •  a^,  a^_^i, 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II.  2.  25 
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in  denen  sich  die  Integrale  verzweigen,  noch  gewisse  andere  singulare 
Stellen 

besitzt,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  das  Verhalten  rationaler  Functio- 
nen zeigen,  und  die  einerseits  unter  den  Punkten  «^  ,,,•••  ff,,,,,, , 
andererseits  unter  denjenigen  .r-Werthen  zu  suchen  sind,  die  den  inner- 
halb des  Einheitskreises  der  i^-Ebene  gelegeneu  Unendlichkeitsstellen 
der  rationalen  Functionen 

^1     9>^{^\:  %)  (^  =  1,2,--«) 

von  7}  entsprechen. 

Die  Functionen  Z,,  Z^,  ■  ■  ■  Z  von  x  erfahren,  wenn  x  den  von 
dem  Punkte  «.  aus  nach  x  =  oo  hin  gelegten  Querschnitt  im  positiven 
Sinne  überschreitet,  die  unimodulare  Substitution  A  ;  wir  können  aber, 
indem  wir  diese  Functionen  mit  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

A  =  (x  —  a^f'  ■■■(x  —  aj" (x  —  hj'  ■  ■  ■  {x  —  h^Ju 

multipliciren,  zu  Ausdrücken  y^,  ?/.,,  •  •  •  y,,  übergehen,  die  beim  Ueber- 
schreiten  der  gedachten  Querschnitte  die  Substitutionen 

erleiden  und  überdies  an  den  Stellen  b^,  ■  ■  ■  h^^  nicht  mehr  unendlich 
werden.  Dabei  sind  die  A, ,  •  •  •  A  durch  die  Determinanten  der  Sub- 
stitutionen  A  und  zwar  nur  abgesehen  von  ganzen  Zahlen  bestimmt, 
während  die  ^^,  ■  •  ■  ^^  als  positive  ganze  Zahlen  so  zu  wählen  sind, 
dass  fi.  grösser  ist  als  die  höchste  Ordnungszahl,  von  welcher  ein  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (y)  für  x  =  h.  unendlich  wird. 

Die  so  bestimmten  Vy,  y^,  ■  ■  ■  y^^  erfüllen  die  Anforderungen  des 
Rie mann 'sehen  Problems,  sie  befriedigen  eine  lineare  Differential- 
gleichung der  Fuchs 'sehen  Classe 

die  die  Punkte  a^,  «,,•••  a^,  a^=  oo  zu  wesentlichen  singulären 
Stellen  besitzt,  die  aber  im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  die  6  ■  n  Coeffi- 
cienten  der  gegebenen  Substitutionen 

von  einander  unabhängige  Grössen  sind,  noch  ausserwesentlich  singu- 
lare Stellen  (mindestens  deren  o  —  2,  vergl.  Nr.  227,  Bd.  II,  1,  S.  388) 
aufweist.  Das  allgemeinste  Functionssystem,  das  den  Anforderungen 
des  Riemann'schen  Problems    genügt,    bildet  das  dem  Fundamental- 
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Systeme  [i/J  von  (d)  entsprecliende  Fundamentalsystem  einer  mit  (ß) 
zu  derselben  Classe  gehörigen  linearen  Differentialgleichung,  und  man 
hat  nunmehr  nur  noch  die  Ergebnisse  des  achten  Kapitels  des  elften 
Abschnittes  (Bd.  II,  1,  S.  365  ff.)  heranzuziehen,  um  ein  solches  Func- 
tionssTstem  durch  Angabe  der  Anzahl  der  ausserwesentlich  singulären 
Stellen,  beziehungsweise  der  genauen  Werthe  der  stets  realen  Wur- 
zeln der  zu  den  wesentlich  singulären  Stellen  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  eindeutig  zu  bestimmen. 

Wir  haben  also  das  Resultat: 

Auf  Grund  der  Ergebnisse  des  sechzehnten  Abschnittes 
und  der  Theorie  der  Fuchs'schen  Zetafunctionen  lässt  sich 
die  Existenz  der  durch  das  Riemann'sche  Problem  geforder- 
ten Functionen  in  dem  Falle  beweisen,  wo  die  Fundamental- 
gleichungen der  gegebenen  Substitutionen  A,,  •••  A  ,  A  ,,  nur 
Wurzeln  vom  absoluten  Betrage  Eins  besitzen,  und  es  ist  zu- 
gleich eine  Methode  gefunden,  mittelst  der  man  im  Stande  ist, 
das  allgemeinste  Functionssystem  von  der  gewünschten  Be- 
schaffenheit wirklich  herzustellen. 

Auf  den  Unterschied,  der  zwischen  dem  Riemann'schen  Probleme 
und  der  Aufgabe,  eine  lineare  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen 
Classe  zu  bestimmen,  deren  Monodromiegruppe  vorgeschrieben  ist,  be- 
steht, wurde  bereits  in  der  Nr.  227  (Bd.  II,  1,  S.  227  ff.)  hingewiesen; 
wir  bemerken  nur  noch,  dass  der  Lösung  der  letzteren  Aufgabe,  die 
wir  für  den  Fall  Ji  =  2  im  sechsten  Kapitel  des  elften  Abschnittes 
(Bd.  n,  1,  S.  323  ff.)  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Klein  gegeben 
haben,  auch  die  Voraussetzung  zu  Grunde  liegt,  dass  die  Fundamental- 
gleichungen der  gegebenen  Substitutionen  A^,  •  •  •  A^,  ^a+i  Wurzeln 
mit  dem  absoluten  Betrage  Eins  besitzen. 

Wenn  wir  von  einer  linearen  Differentialgleichung  der  Fuchs'- 
schen Classe,  die  durch  ihre  Coefficienten  gegeben  ist,  ausgehen, 
so  hängfen  die  Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  im  All- 
gemeinen,  d.  h.  wenn  wir  die  in  den  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung enthaltenen  Parameter  willkürlich  also  als  unbestimmte  Con- 
stanten wählen,  von  diesen  Parametern,  insbesondere  von  den  Werthen 
der  singulären  Punkte  ab.  Gehen  wir  dagegen  von  dem  Riemann'- 
schen Probleme  aus,  so  können  wir  die  Substitutionen  A^,  •  •  •  A^  auf 
die  mannigfaltigste  Weise  so  einrichten,  dass  für  sie  die  in  Bezug  auf 
die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  erforderlichen  Bedingungen 
erfüllt  sind  und  dass  ihre  Coefficienten  von  den  ebenfalls  willkürlich 
vorzuschreibenden  Werthen  der  singulären  Stellen  a^,  a.^,  ■  •  ■  a^  unab- 
hängig sind.    Dann  gehört  die  Differentialgleichung,  der  die  Functionen 

25* 
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[y  ]  genügen,  in  die  Kategorie  derjenigen,  deren  Monodromiegruppe 
von  den  in  den  Coefficienten  auftretenden  Parametern  a^,  «3,  •  •  ■  «,, 
unabhängig  ist,  und  es  bestehen  für  dieselbe  folglich  die  im  neunten 
Kapitel  des  elften  Abschnittes  (Bd.  11,  1,  S.  398  ff.)  entwickelten  Fuchs'- 
schen  Sätze.  Dies  ist  also  insbesondere  der  Fall,  wenn  wir  die  sin- 
gulären  Punkte  «j,  a,,  •  •  •  <'„  sowohl  wie  die  Coefficienten  der  Sub- 
stitutionen Aj,  A^,  •  •  •  A^  (die  letzteren  allerdings  gemäss  den  für  die 
Wurzeln  der  F'undamentalgleichungen  festzuhaltenden  Beschränkungen) 
willkürlich,  d.  h.  als  unbestimmte  (konstanten  wählen,  wir  kommen  also, 
wenn  wir  von  dem  Riemann'schen  Probleme  ausgehen,  gewissermassen 
„im  Allgemeinen"  zu  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe, 
deren  Monodromiegruppe  von  den  Werthen  der  wesentlichen  singulären 
Stellen  unabhängig  sind. 


367.     Endliche  Gruppen.     Uebersicht  über  die  Resultate  von 
C.  Jordan  und  Fuchs. 

Wir  betrachten  nun  noch  den  Fall,  wo  die  gegebenen  Substitu- 
tionen 

so  beschaffen  sind,  dass  die  aus  denselben  und  ihren  inversen  als  Basis 
gebildete  Gruppe  &  eine  endliche  ist,  d.  h.  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Substitutionen  enthält. 

Wenn  T  eine  beliebige  Substitution  von  @  bedeutet,  so  muss,  da 
&  eine  endliche  Gruppe  sein  sollte,  jedenfalls  eine  positive  ganze  Zahl 
V    existiren,  für  welche 

T"  =  1 

y. 

ist:  sei  z.  B.  v  die  kleinste  Zahl  von  dieser  Beschaffenheit.  Dann  folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  die,  die  in  der  Nr.  33  (Bd.  I,  S.  107  ff".) 
dazu  geführt  haben,  die  Fundamentalgleichung  einer  Substitution  in 
die  Form  (3j  jeuer  Nummer  (a.  a.  0.  S.  108 )  zu  setzen,  dass  alle  Wur- 
zeln der  zu  T   gehörigen  Fundamentalgleichung  die  Gleichung 

«'^  =  1 

befriedigen  müssen,  also  ganzzahlige  Einheitswurzeln  sind.  Die  Sub- 
stitutionen einer  endlichen  Gruppe  &  haben  demnach  stets  die  Eigen- 
schaft, dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  zu  ihnen  gehörigen  Funda- 
mentalgleichungen dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  Eins  sind,  d.  h. 
in  dem  jetzt  zu  betrachtenden  Falle  befriedigen  die  A^,  •  •  •  A^  jeden- 
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falls  die  bei  unserem  Existenzbeweise  für  die  Functionen  des  Rie- 
mann 'sehen  Problems  erforderlichen  Bedinguno-en 

Seien  nun  a^,  a^,  ■  ■  ■  a^  die  gegebenen  singulären  Punkte  (wir 
bemerken,  dass  hier  ebensowohl  wie  beim  allgemeinen  Riemann'schen 
Problem  die  Substitutionen 

A,,  A.,,  •  •  •  A 

nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden  zu  sein  brauchen)  und  be- 
deute d-  eine  Fuchs 'sehe  Gruppe,  die  mit  der  endlichen  Gruppe  0  in 
dem  Sinne  isomorph  ist,  dass  jeder  Substitution  von  d-  eine  bestimmte 
Substitution  von  ®  entspricht.  -O-  kann  z.  B.  als  die  Gruppe  einer 
Fuchs'schen  Function  x  =  f{'rj)  genommen  werden,  die  die  Punkte 
a^,  a^,  •  ■  ■  a^  auslässt.  Bilden  wir  die  zu  den  Gruppen  %■,  &  (wo  ® 
die  mit  &  isomorphe  unimodulare  Gruppe  bedeutet)  gehörigen  Zeta- 
formen 

und  bedeute  d-  diejenige  ausgezeichnete  Untergruppe  von  0-,  deren 
Substitutionen  die  identische  Substitution  von  &  entspricht,  so  bleiben 
die  Z.(ii^,  11^)  als  Functionen  von  rj  aufgefasst  offenbar  ungeändert, 
wenn  i]  eine  Substitution  von  ö-^^^  erfährt.  Die  Gi-uppe  ■O'^^^  ist  aber, 
wie  man  sofort  übersieht,  eine  Untergruppe  von  d-  mit  endlichem  Quo- 
tienten, und  folglich  eine  Fuchs 'sehe  Gruppe  im  Sinne  der  allgemeinen 
in  der  Nr.  322  (S.  236)  aufgestellten  Definition.  Seien  j,  t)  zwei  zu 
der  Gruppe  d-  gehörige  Fuchs 'sehe  Functionen,  durch  die  sich  jede 
zu  d-  gehörige  Fuchs 'sehe  Function  rational  darstellen  lässt  (vergl. 
Nr.  323,  S.  241),  so  besteht  zwischen  ^  und  l)  eine  algebraische  Be- 
ziehung und  sowohl  die  Z.(ii^,  11,^  als  auch  JC=^f'{y])  sind  rational 
durch  (j,  t))  darstellbar.  Daraus  folgt,  dass  die  Z.(u^,  u^)  und  ebenso 
die  y^,  y^j  •  ■  '  y„  algebraische  Functionen  von  x  sind,  was  ja 
übrigens  auch  schon  aus  dem  Satze  der  Nr.  158  (Bd.  II,  1,  S.  99)  un- 
mittelbar hervorgeht. 

Man  kann  also  algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialglei- 
chungen w-ter  Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  und  beliebig 
vorgeschriebenen  wesentlichen  singulären  Stellen  bilden,  wenn  man  die 
endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  in  n  Variabein  kennt. 

Im  Falle  w  =  2  haben  wir  in  der  Nr.  301  (S.  159)  die  sämmt- 
lichen  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  aufgestellt,  aber  auch 
für  « >  2  haben  sich  mehrere  Mathematiker  mit  der  Aufgabe,  alle 
endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  in  n  Variabein  zu  bestimmen. 
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mit  Erfolg  beschäftigt.  Namentlich  hat  Herr  C.  Jordan  im  84.  Bande 
des  Cr  eile 'sehen  Journals  eine  Methode  entwickelt,  die  für  jeden  ge- 
gebenen Werth  von  n  die  Auffindung  aller  endlichen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  gestattet  und  hat  mit  Hülfe  dieser  Methode  für  n  =  3  die 
Aufgabe  auch  wirklich  gelöst.  Mit  dem  Falle  n  =  3  haben  sich  dann 
noch  die  Herren  Klein,  Valentiner  u.  A.  beschäftigt  und  die  Resul- 
tate des  Herrn  Jordan  theils  vervolLständigt  theils  bestätigt.  Die 
Frage  nach  den  algebraisch  integrirbaren  linearen  Differentialgleichungen 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  wurde  von  Herrn  Jordan  in 
der  genannten  Arbeit  ebenfalls  discutirt  und  dann  von  Herrn  Fuchs 
auf  einem  anderen  Wege  (Acta  Mathematica,  Bd.  I)  untersucht. 

Herr  Fuchs  geht  dabei  von  den  homogenen  nicht  linearen  Rela- 
tionen mit  Constanten  Coefficienten  aus,  die  Tvergl.  Nr.  186,  Bd.  H,  1, 
S.  208)  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  einer  alge- 
braischen integrirbaren  linearen  Differentialgleichung  von  höherer  als 
der  zweiten  Ordnung  bestehen.  Betrachtet  man  das  allgemeine  Inte- 
gral y  einer  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichung  «-ter  Ord- 
nung, so  lässt  sich  für  dasselbe  der  Begriff  des  reducirten  Werthe- 
systems  in  ähnlicher  Weise  aufstellen,  wie  für  «=2  (vergl.  Nr.  295, 
S.  136).  Das  reducirte  Werthesystem  umfasst  nämlich  diejenigen  Zweige 
der  Function  y,  die  so  beschaffen  sind,  dass  nicht  der  Quotient  zweier 
dieser  Zweige  constant  ist.  Aus  den  Untersuchungen  des  Herrn  Jor- 
dan kann  man  schliessen,  dass  allgemein  für  ein  gegebenes  n  die 
Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthesystems  des  allgemeinen 
Integrals  eine  angebbare  obere  Grenze  besitzt.  Herr  Fuchs  hat 
für  «  =  3  diese  obere  Grenze  durch  die  ihm  eigenthümlichen  Methoden 
ermittelt,  sein  Resultat  spricht  sich  in  dem  folgenden  Satze  aus: 

Sei 

(«=)  fivv  y-2^  2/3)  =  ö  i 

die  homogene  Relation  w-ten  Grades  [m  >  1 )  mit  constanten  Coeffi- 
cienten, die  die  Integralcurve  6  (vergl.  Nr.  191,  Bd.  II,  1.  S.  227) 
einer  algebraisch  integrirbaren  linearen  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  darstellt.  Wenn  das  Geschlecht 
p  der  durch  (a)  definirten  algebraischen  ebenen  Curve  grösser  ist  als 
Eins,  so  ist  die  Anzahl  der  Elemente  des  reducirten  Werthesystems  des 
allgemeinen  Integi-als  y  nicht  grösser  als  vier.  Ist  x>  =  \,  so  ist  die 
Anzahl  dieser  Elemente  gleich  zwei,  drei,  vier  oder  sechs.  Endlich 
lassen  sich  für  p  =  0  die  Integrale  der  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung,  abgesehen  von  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  als 
Factor,    als    ganze    homogene  Functionen   Wi-ten   Grades   der  Integrale 
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einer    linearen    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung    mit   rationalen 
Coefficienten  darstellen. 

Wir  erinnern  daran,  dass  nach  dem  von  Herrn  Fuchs  in  eben 
dieser  Abhandlung  bewiesenen  Satze,  dessen  Verallgemeinerung  wir  in 
der  Nr.  191  (Bd.  II,  1,  S.  226)  kennen  gelernt  haben,  das  Bestehen  der 
Relation  (a),  wenn  m  >  2  ist,  schon  allein  die  algebraische  Integrabilität 
der  Differentialffleichungr  bedingt. 
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Satz  von  Fuchs. 

In  neuerer  Zeit  ist  Herr  Fuchs  von  anderweitigen  allgemeineren 
Gesichtspunkten  ausgehend  zu  einem  auf  die  algebraisch  integrirbaren 
linearen  Differentialgleichungen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  bezüglichen  Theoreme 
gelangt.  Wir  wollen  diese  Entwickelungen  von  Herrn  Fuchs  hier 
darlegen,  weil  dieselben  geeignet  sind,  die  auf  lineare  Differential- 
ffleichungfen  zweiter  Ordnung  bezüglichen  Untersuchungen,  mit  denen 
wir  uns  in  den  Abschnitten  XIII— XVI  beschäitigt  haben,  im  Lichte 
einer  allgemeineren  Auffassung  erscheinen  zu  lassen  und  auf  diese 
Weise  der  Forschung  den  Weg  zur  Verallgemeinerung  dieser  Unter- 
suchungen auf  Differentialgleichungen  von  höherer  als  zweiter  Ordnung 
zu  ebnen. 

Wir  haben  uns,  abgesehen  von  den  auf  allgemeinere  Fragen  hin- 
weisenden Nummern  321  —  324,  in  den  gexiannten  Abschnitten  aus- 
schliesslich mit  solchen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  der 
Fuchs 'sehen  Classe  von  der  Form 

beschäftigt,  deren  projective  Monodromiegruppe  die  Eigenschaft  besass, 
dass  ihre  Substitutionen  Verschiebungen  in  Bezug  auf  einen  ge- 
wissen (realen,  imaginären  oder  auf  einen  Punkt  reducirten)  Orthogonal- 
kreis sind.  In  der  That  besitzt  die  Legendre'sche  Differentialglei- 
chung (L)  (S.  1),  allgemeiner  jede  Gauss'sche  Differentialgleichung,  für 
welche  die 

reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind  und  auch  jede  Differential- 
gleichung, deren  unabhängige  Variable  eine  Fuchs'sche  Function  des 
Integralquotienten  ist,  diese  Eigenschaft,  und  das  Gleiche  gilt  offenbar 
von  jeder  algebraisch  integrirbaren  linearen  Differentialgleichung  zwei- 
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ter  Ordnung  von   der  Form  (a),   da,  wie   in   den  Nummern  299 — 301 
gezeigt  wurde,  die  projectiA^e  Monodromiegruppe  einer  solchen  Differen- 
tialgleichung mit  der  Gruppe  einer  rational  umkehrbaren  Dreiecksfunc 
tion  identisch  sein  rauss. 

Wenn  wir  wie  gewöhnlich  den  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises 
in  den  Punkt  rj  =  0  verlegen,  so  lautet  die  Gleichung  dieses  Kreises 
iß)  ^^  — c  =  0, 

wo  c  positiv,  negativ  oder  Null  sein  kann,  und  die  projectiven  Sub- 
stitutionen 

die  Verschiebungen  in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis  (ß)  darstellen, 
sind  durch  die  Gleichimg  (VIII)  der  Nr.  282  (S.  89),  d.  h.  in  unserem 
Falle  durch  die  Gleichung 

(y)  VV —C=\yr} -\- ä\\_v'v' ~  (^), 

charakterisirt. 

Führen  wir  in  gewohnter  Weise  durch  die  Gleichungen 


1  /dz  1  /dJ 


dasjenige  Fundamentalsystem  von  (a)  ein,  als  dessen  Quotient  rj  er- 
scheint, und  betrachten  an  Stelle  der  projectiven  Substitutionen  Stj 
die  entsprechenden  homogenen  unimodularen  Substitutionen 

n^'  =  Su^  =  ±(^«1  +  y^u)^ 

so  lautet  nach  Multiplication  mit  u^  •  ü^  die  Gleichung  des  Orthogonal- 
kreises 

^2^2  —  cu^ü^  =  0, 

und  die  Bedingung  [y)  nimmt  die  Form  an 

d.  h.  man  kann  die  Eigenschaft  der  homogenen  unimodularen  Substitution 
S  einfach  dahin  aussprechen,  dass  diese  Substitution  die  in 
den  u^,u,^  und  ihren  conjugirten  Werthen  «1^,  ?7.,  bilineare  Form 
mit  realen  Coefficienten 

ungeändert  lässt.  Wir  können  also  die  zu  Beginn  dieser  Nummer 
ausgesprochene  Bemerkung  über  unsere  vorangegangenen  Untersuchungen 
in  die  folgende  Form  kleiden: 
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Wenn  die  Differentialgleichung  (a)  eine  Gauss'sche  Dif- 
ferentialgleichung mit  eindeutig  umkehrbarem  Integralquo- 
tienten oder  allgemein  eine  Fuchs'sche  Differentialgleichung 
ist  oder  aus  einer  solchen  Differentialgleichung  durch  eine 
Transformation  von  der  Form 


z==cp{x),  u=y^^v, 


wo  (f  (x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  hervorgeht,  also 
insbesondere  wenn  die  Differentialgleichung  (a)  algebraisch 
integrirbar  ist,  so  giebt  es  stets  eine  aus  den  Elementen 
«p  «2  eines  Fuudamentalsystems  und  den  conjugirten  Wer- 
theu ü^,  »2  gebildete  bilineare  Form  mit  realen  Coefficienten 

die  ungeändert  bleibt,  wenn  die  u^,  ii.^  eine  Substitution  der 
homogenen  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (a) 
erfahren,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  2  einen  beliebigen 
geschlossenen  Umlauf  in  seiner  Ebene  vollzieht. 

Eine  analoge  Eigenschaft;  besteht  nun,  wie  Herr  Fuchs  gezeigt 
hat,  für  eine  algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialgleichung  be- 
liebiger Ordnung;  Herr  Fuchs  erschliesst  dies  aus  einem  allgemeinen 
Theorem,  welches  folgendermassen  lautet. 

Sei 

eine  von   dem  Gliede  mit  r  befreite  lineare  Differential- 

gleichung,  deren  Coefficienten  eindeutige  Functionen  der 
unabhängigen  Variabein  z  sind,  und  möge  die  unimodulare 
Monodromiegruppe  &  dieser  Differentialgleichung  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  zu  einer  beliebigen  Substitution  von 
@  gehörige  Fundamentalgleichung  durch  die  reciproken 
Werthe  der  Wurzeln  derjenigen  Gleichuug  befriedigt  wird, 
die  aus  dieser  Fundamentalgleichung  dadurch  hervorgeht, 
dass  ihre  sämmtlichen  Coefficienten  durch  ihre  conjugirten 
Werthe  ersetzt  werden;  dass  ferner  unter  den  Substitutionen 
von  0  wenigstens  eine  enthalten  ist,  deren  Fundamental- 
gleichung lauter  von  einander  verschiedene  Wurzeln  vom 
absoluten  Betrage  Eins  besitzt,  so  giebt  es  eine  aus  den  Ele- 
menten eines  Fuudamentalsystems 
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U^,  U^,  ■  ■  •  11^ 
und  den  conjugirten  Werthen 

1'       2'  n 

gebildete  bilineare  Form  mit  realen,  constanten  Coefficienten- 
verhältnissen  von  der  Gestalt 

a^ti^ü^  +  a^u^ü^  H f-  a^\ü^, 

die  durch  alle  Substitutionen  von  @  in  sich  selbst  transfor- 
mirt  wird. 

369.     Eigenschaften  der  Substitutionen,  die  den  Anforderungen  des 
Fuchs 'sehen  Satzes  genügen. 

Bezeichnen  wir  mit 

^  =  (0,1 

eine  beliebige  Substitution  von  &  und  denken  uns  die  zu  S  gehörige 
Fundamentalgleichung 

(1)  \a.^  —  d..^(o\   =  0  (!,y.  =  l,2,-n) 

nach  Potenzen  von  a  geordnet 

(2)  (-  lyco"  +  ay-'  +  •  •  .  +  a^_,co  +  1=0, 
so  sind  die  Coefficienten 

1"       2'  n  —  1'       n 

offenbar  in  der  Form 

(3)  a^  =  (—iy~'2:R^         (1  =  1,2,.-.  n) 

darstellbar,  wo  R^  eine  Hauptsubdeterminante  (Subdeterminante, 
deren  Diagonalglieder  unter  den  Diagonalgliedern  «.^^  der  ursprüng- 
lichen Determinante  enthalten  sind)  ^ter  Ordnung  der  Determinante 

\aj        u-..=i,2,....) 

bedeutet  und  die  Summation  über  alle  Hauptsubdeterminanten  Z-ter 
Ordnung  zu  erstrecken  ist. 

Zufolge  der  Voraussetzung  hat  die  Gleichung  (2)  mit  der  Gleichung 

(o"  -f  ä^_y~^  -\ \-  ci^co  -i-  (—  ly  =  0 

sämmtliche  Wurzeln  gemein,  es  ist  also 
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X  N  /       n  —  y.  '     '  y 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Gleiclmngen  (3) 

(4)  HR  =UR       . 

Möge  wie  gewöhnlich  A.^  die  zu  dem  Elemente  a  .  gehörige  Sub- 
determinante  (w  —  l)-ter  Ordnung  von 

\a.y\  (/,z  =  l,2,---n) 

bedeuten,  so  dass  also 

ist,  dann  lautet  die  Gleichung  (4)  insbesondere  für  x  =  1 

n  n 

(5)  2»u=2^,r 

i=l  (=1 

Sei  il  eine  Substitution  von  @,  die  so  beschaffen  ist,  dass  die 
sämmtlichen  Wurzeln  co^,  co^,  •  •  •  a^  der  zu  Sl  gehörigen  Fundamental- 
gleichung von  einander  verschieden  und  dem  absoluten  Betrage  nach 
gleich  Eins  sind  (die  Existenz  mindestens  einer  solchen  Substitution 
wurde  ja  vorausgesetzt),  dann  können  wir  uns  das  der  Gruppe  &  zu 
Grunde  liegende  Fundamentalsystem 

^v  %>•-■  \ 
als  das  zu  il  gehörige  canonische  Fundamentalsystem  gewählt  denken, 
so  dass  also 

SlU     =^  CO    U  (x  =  l,2,    -n) 

ist. 

Bedeute  femer 

irgend  eine  andere  Substitution  von  @,  so  müssen  zufolge  der  über 
die  Gruppe  ®  gemachten  Annahme  die  den  Gleichungen  (5)  analogen 
Gleichungen  auch  für  die  Substitution 

erfüllt  sein,   wo  r  eine  beliebige  ganze  Zahl   bedeutet.     Nun   ist  aber 

wir  haben  folglich  (vergl.  Nr.  30,  Bd.  I,  S.  92) 

n 

c.    :^  /  a.h,  a!^ , 

IX  j^^       il     Ix       l    ' 


l  X  j^^         11        Ix       l         ' 
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WO  C   ,  B      beziehunersweise   die  zu  den  Elementen  c  .,  h  .  der  Deter- 
minanten 

\C.     1,     16.     I  (/,x  =  l,2,---n) 

\     ly.  \  >    \     ly.  i 

geKörigen  Subdeterminanten  bedeuten.    Die  der  Gleichung  (5)  analoge 
Gleichung  lautet  daher  für  die  Substitution  (c.J 

n  n 


da  ja 


W,        =  03,  0  =  1,  2,  ••■  n) 


sein  sollte. 

Setzen  wir  in  (5a)  für  r  die  Werthe  0,  1,  •  •  ■  n —  1  ein  und 
beachten,  dass  die  «,,«,,•••«  von  einander  verschieden,  also  die 
Determinante 

ist,  so  schliessen  wir,  dass 

n 

(6)  2(ÄÄ.-<^nh:)  =  ^  (^  =  1,2,...  n, 

sein  muss. 

Nehmen  wir  insbesondere 

so  ergiebt  sich  aus  (6)  die  Gleichung 

(7)  Ä..  =  a..  u  =  i, 2, ■•■«). 

\      /  Uli 

Diese  Gleichung  besteht  für  jede  Substitution  von  &,  also  auch  für 
die   Substitution  (c.  ):   mit  Rücksicht    auf   die  Ausdrücke    der  c.  ,  C. 

\  iic'  I  IX'        i y. 

haben  wir  demnach 

n 

^(5,l,.-a,y<  =  0  («-=1,2,....), 

l=\ 

und  wenn  wir  hierin  dem  r  wieder  die  Werthe  0,  \,  ■  •  ■  n  —  1  bei- 
legen, so  folgt  wie  oben,  da  die  ca^,  cj^,  •  •  •  «„  von  einander  verschieden 
sind, 

(8)  B^^Ä^,  =  a^Jj^,  i,;i  =  i,2,...n). 

Nehmen  wir  nunmehr 

T=(6,J  =  (aJ-^  =  (AJ  =  >Sr\ 

so  ergeben  die  Gleichungen  (8) 
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(9)  a.,A,.  =  a.,A,.         (/,i  =  i, 2, ■•■«). 
\  /  ii    ii  tili  '''> 

und  wenn  wir  andererseits 

(K)  =  («•  J 

setzen,  so  folgt  aus  (8) 

(10)  Ä.,A,.  =  a.,a,.         (i,i  =  i,2,.-n). 
\     ''  tili         1 1   ii 

Endlich  ergiebt  das  Gleichungssystem  (8)  für 
die  Gleichungen 


X,A.  A  ,Gi^  •  A..  =  ^(i,  a  .CO  '^  •  a. 

^^       IX      xl     y.  li         ^^     ly.     XI     X  i 


x  =  l 


und  wenn  wir  hierin  abermals  r  =  0,  1,  ■  ■  •  n  —  1  nehmen,  so  schliessen 
wir  aus  der  Verschiedenheit  der  o)^,  a^,  •  •  •  co^^,  dass 

(11)  A.  A  ,A,.  =  a,  a  .«.,         u,x,i=i,2,---n) 

^         ^  IX       xl        ll  Ix      XI      tl 

sein  muss. 


370.     Beweis    des    Fuchs 'sehen   Satzes   und   Anwendung   desselben 
auf  endliche  Gruppen. 

Wenn  die  Integi-ale  u^,  u.^,  ■  ■  •  u^  der  Differentialgleichung  (1)  die 
Substitution 

S  =  (a.J  {i,x  =  l,2,--n) 

der  Monodromiegruppe  @  erfahren,  so  erleiden  die  conjugirten  Werthe 

w, ,  w,,  •  ■  ■  ü 

1'       2'  n 

dieser  Integrale  die  conjugirte  Substitution 

S  =  (ä.  )  (/,z  =  i,  2,  ■••«). 

-     /  X- 

Betrachten  wir  also  die  bilineare  Form 

n 
x  =  l 

deren  Coefficienten  A    von  z  unabhängige  Grössen  sind,  so  verwandelt 
sich  dieselbe  durch  Anwendung  der  Substitution  S  in 


n  n 


<Piu„  ■  '  ■  u„,  u^,---  M„)  =^2^,-,w.it^, 


wo 
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n 

P.    =  w(a^  ,  •  ■  •  a  .,  ä^   ,  •  •'  ä    )  =  /,  ^  a  .ä 

ly.  r   \    le>  «j7       ly.}  nx-  ,^^        a     ai     ay. 

a  =  l 

gesetzt  wurde.     Bestimmen  wir  die  J.^,  •  •  •  Ä^  aus  den  Gleichungen 

so  ergiebt  sich 

A«ii  •  Ao«2i  '■■■'■  A^ni  =  Äi  :  ^,2  •  •  •  •  :  ^my 
also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7) 

(12)  -T^  =  -^  {y.  =  2,^,.-.n). 

Die    Gleichung    (9)    lehrt    also,     dass    die    Verhältnisse    der 
Grössen 

A, ,  ^,  ?  ■  *  *  --^ 

1'         2'  n 

real  sind. 

Setzen  wir  die  Ausdrücke  (12)  in  P.    ein,  so  ergiebt  sich 

— j— =  /,  rt  .a      (/,  x  =  i,2,  ■•  w). 

-^1       S    "'   ""-  ''«1 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (11) 
und  folglich 


A    A  ,A^    =  ö,  «    a  , 

ay.      y.l       \a  Ix    ya     a  1 


«axAa   ^     "ax«lx«xa«al 
««1  "alÄ^xÄrl 

oder  mit  Rücksicht  auf  (9j  und  (10) 

«ax^la  ^xa       «lx«xa  ^xa«lx 


d.  h. 

wir  erhalten 

«al                   «xa           ^xl 

^Xl 

Hier 

aus  folgt 

P^y. 

A         .^^      at      ya 

^xl  a  =  l 

P.    =0,     für 

(X                     ' 

-Pxx              «ix 

(/,x 

«IX «XI 

=  1,2, 

Ä.l«xl 

J 

also 

mit  Rücksicht 

auf  die  Gleichungen 

(10) 

-^xx             ^ix 

^1               «xl 

! 
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P       =Ä  (x  =  1,2,..m) 

xy.  y.  ^111 


d.  h.  wir  haben 

und  folglich 

?.  =  9- 
Wenn   wir  also   die   Coefficienten   der  Form  (p   durch   die 
Gleichungen  (12)  bestimmen,  so  bleibt  diese  Form  ungeändert, 
wenn  die  u.,u^,  •  •  •  w    die  Substitution  S  erleiden. 

1  ■       2"  n 

Für  die  beliebige  Substitution 

von  0  wird  ebenso  die  Form 

Ä  u,  ü,  +  B,^u^ü^  4-  ■■■-{-  B  u  ü 

111'  222'  '  n     n     n 

mit  den  realen  Coefficientenverhältnissen 

^y  ^1. 

^1  ^1 

ungeändert  bleiben,   wenn  auf  die  u,,u,,'--u     diese   Substitution  T 

ö  7  1 '       2  ■  m 

ausgeübt  wird;  da  aber  für  irgend  zwei  Substitutionen  S,  T  der  Gruppe 
@  die  Gleichungen  (8)  gelten,  so  haben  wir 


^1. 


oder  nach  (10) 


es  ist  also 


^.1 


Kl       % 


(x  =  2,3, 


d.  h.  die  invariante  bilineare  Form  ist  für  jede  Substitution  von  0, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  dieselbe,  oder  mit  anderen 
Worten: 

Die  Form  (p  bleibt  ungeändert,  wenn  auf  die  u^,  ^2'  '  '  '  ^*m 
irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  0  angewandt  wird. 

Damit  ist  aber  der  Beweis  des  am  Schlüsse  der  Nr.  368  (S.  893) 
ausgesprochenen  Fuchs 'sehen  Satzes  geliefert. 

Wir  bemerken,  ohne  auf  den  Beweis  einzugehen,  dass,  wie  Herr 
Fuchs  gezeigt  hat,  dieser  Satz  auch  eine  Umkehrung  zulässt,  und 
dass  der  Satz  sowohl  wie  seine  Umkehrung  auch  dann  gültig  bleiben, 
wenn  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  das  Glied  mit  der  (n  —  l)-ten 
Ableitung  nicht  fehlt. 

Sei  nun  &  eine  endliche  Gruppe  homogener  linearer  nnimodularer 
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Substitutionen  und  bedeute  S^  eine  beliebige  Substitution  dieser  Gruppe. 
Dann  sind  (Nr.  367,  S.  38S)  die  Wurzeln  der  zu  ;S'.  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung ganzzahlige  Einheitswurzeln;  diejenige  Gleichung,  die 
aus  der  Fundamentalgleichung  dadurch  hervorgeht,  dass  man  in  jedem 
Coefficienten  -f-  *'  i^i  —  *  verwandelt,  wird  demnach  durch  die  reci- 
prokeu  Werthe  der  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  befriedigt.  Wir 
haben  also  den  Satz: 

Wenn  unter  den  Substitutionen  einer  endlichen  und  uni- 
modularen  Gruppe  wenigstens  eine  enthalten  ist,  deren  Fun- 
damentalgleichung lauter  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
besitzt,  so  giebt  es  eine  bilineare  Form  der  Gestalt 

Ä, u,  ü,  -\-  A„u.^ü^  -\-  •  •  ■  -\-  A  u  ü 

111'  222'  '  II     n     n 

mit  realen  Coefficienteuverhältnissen,  die  ungeändert  bleibt, 
wenn  auf  die  u^,  «,,  •  •  •  u^  eine  Substitution  der  Gruppe  an- 
gewandt wird. 


371.   Kriterium  dafür,  dass  die  Monodromiegruppe  einer  Differential- 
gleichung eine  bilineare  Form  mit  conjugirten  Variabelen 
ungeändert  lässt. 

Der  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesene  Satz  lehrt,  dass 
ebenso  wie  für  n  =  2  auch  für  ein  beliebiges  n  die  algebraisch  inte- 
grirbaren  linearen  Differentialgleichungen  n-ier  Ordnung  sich  in  die 
Classe  von  linearen  Differentialgleichungen  einordnen,  deren  Monodro- 
miegi'uppe  eine  aus  den  Elementen  eines  Fundamentalsjstems  und 
dessen  conjugirten  Werthen  gebildete  bilineare  Form  mit  constanten 
und  realen  Coefficienten  ungeändert  lässt.  Die  hohe  Bedeutung  dieser 
Classe  von  Differentialgleichungen  erhellt  auch  andererseits  daraus,  dass 
die  Fuchs'schen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  dieser  Classe 
angehören.  Man  kann  nun  nach  Herrn  Fuclis  ein  einfaches  Kriterium 
dafür  angeben,  dass  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 

der  gedachten  Classe  angehört. 

Zerlegen  wir  nämlich  u,  z  und  die  Coefficienten  p_  von  (Ij  in  ihre 
realen  und  imaginären  Theile 

Iu  =  V  -\-  IV  i, 
z  =x  -\-yi, 
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SO  sind  also  v,  w,  P^,  Q^  reale  Functionen  der  realen  Variabelen  x,  y, 
die  die  partiellen  Ditferentialgleichuncren 


(3) 


befriedigen.    Setzen  wir  die  Werthe  (2)  in  die  Differentialgleichung  (1) 
ein  und  beachten,  dass 

d^u  c'-v    .     .  c^w  c^w         .  d^v 

d/        cx^  cx^  ~  cy^  dy*-  ~  '"' 

ist,  so  zerfällt  (1 )  in  die  beiden  Differentialgleichungen 


cv           cw 
dx          dy  ^ 

CIO 

dx 

cv 
cy  ' 

dx      '   dy  ' 

dx 

dy 

^ 


\  "■dx"—"      ^"■dx''-v        ' 


^Q  V    "  dx''-''-  ^     ■"■  cx"-V  ' 

aus  denen  durch  Elimination  von  v  beziehungsweise  iv  die  Gleichungen 

hervorgehen,  wo 

M=FF-{-üQ,     N=QP—PQ         (>r=o,i,      «-d 

gesetzt  wurde. 

Ersetzen  wir  in  (4) 

ow      ,      1  dv 

7=—     durch     —  o— , 
ex  cy' 

und  in  (5) 

dv     j      ■,  dw 

75—     durch  TT- , 

dx  cy ' 

so  ergiebt  sich,  dass  sowohl  v  als  auch  ic  die  partielle  Differential- 
gleichung 


«— 1 


(6)  y(M  '^^^  +  N        '       "     ^  +  (P  ^  +  ^  ^)«  =  0 

befriedigen.     Bedeuten    umgekehrt  v,  iv    den    realen   Theil  und   Coeffi- 
cienten  von  /  einer  monogenen  Function  der  complexen  Variabein 

Schlesinger,  Differeutialgleichungeu.    II,  2.  26 
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2  =  X  -{-  yi 

und   befriedigen  v,  tv   die   partielle  Differentialgleichung  (6),    so  folgt, 
indem  man  die  angegebene  Rechnung  rückwärts  verfolgt,  dass  v-\-ivi 
eine  Lösung  der  linearen  Differentialgleichung  (1)  sein  müsse. 
Betrachten  wir  nun  ein  Fundamentalsystem 

u  =v   A- w  i         (z=i,2,---w) 

der  Differentialgleichung  (1),  so  befriedigen  die  v^,  iv^  die  Differential- 
gleichung ((3)  und  folglich  die  Ausdrücke 

u  u,  =  V  V,  -\-  w  w,  —  i(v  W,  —  V.W  ), 

y.     /.  y.     /.      •  y.      X  \    y.      K  X      yJ  ' 

(x,;.  =  l,2,  •■•  n), 

diejenige   lineare   partielle   Differentialgleichung,   der   die  Quadrate    der 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (6j  Genüge  leisten. 
Wenn  also  eine  aus  den 

1 '  /( '  1  /  n 

gebildete  bilineare  Form  mit  constanten  Coefficienten  bei 
allen  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  0  der  Differen- 
tialgleichung (Ij  ungeändert  bleibt,  so  muss  die  partielle 
Differentialgleichung,  der  die  Quadrate  der  Integrale  von  f6j 
Genüge  leisten,  durch  eine  eindeutige  Function  der  beiden 
realen  Variabein  x,  y  befriedigt  werden. 


Fünftes  Kapitel. 

372.     Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coeffieienten; 
mit  doppeltperiodischen  Coeffieienten. 

Wir  waren  zu  Beginn  dieses  Abschnittes  (Nr.  obO,  S.  329)  von 
dem  Probleme  ausgegangen,  die  Darstellung  der  allgemeinen  Lösung 
y  einer  linearen  Differentialgleichung,  deren  Coeffieienten  algebraische 
Functionen  von  x  sind,  in  der  Form  zu  geben,  dass  diese  Lösung  und 
die  unabhängige  Variable  x  simultan  als  eindeutige  Functionen  einer 
Hülfsvariabeln  i]  erscheinen,  haben  uns  aber  dann  mit  Rücksicht  auf 
eine  an  früherer  Stelle  dargelegte  Reductionsmethode  auf  die  Betrach- 
tung von  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coeffieienten  be- 
schränkt. Wir  nehmen  jetzt  die  Frage  in  der  allgemeineren  Fassung 
wieder  auf,  wo  die  Coeffieienten  der  Differentialgleichung  algebraische 
Functionen  der  unabhängigen  Variabein  sind,  um  eine  Reihe  von 
Problemen  zu  formuliren,  deren  Bedeutung  nicht  so  klar  hervortritt, 
wenn  man  die  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  Hülfe  des  gedachten 
Reductionsverfahrens  auf  eine  solche  mit  rationalen  Coeffieienten  zurück- 
führt. 

Wie  in  der  Nr.  187  (Bd.  II,  1,  S.  213  ff.)  bemerkt  wurde,  können 
wir  die  gegebene  Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coeffieienten 
in  der  Form 

zu  Grunde  legen,  wo  die  Coeffieienten  ^:»^(ä;,  s),  •  •  •  iJ„  (^,  s)  rationale 
Functionen  der  durch  eine  algebraische  Gleichung 

[2)  F{x,  s)  =  0 

vom  Range  p  mit  einander  verknüpften  Variabelen  {x,  s)  sind.  Wir 
setzen  überdies  voraus,  dass  die  Integrale  von  (1)  keine  Punkte  der 
Unbestimmtheit  besitzen,  und  fassen  diese  Bedingung  auch  in  dem  vor- 
liegenden allgemeinen  Falle  in  die  Aussage  zusammen,  dass  die  Diffe- 
rentialgleichung (Ij  der  Fuchs'schen  Classe  angehören  möge. 

26* 
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Es  lässt  sich  dann  stets  eine  Fuchs'sche  Function  x  =  f(rj)  finden, 
die  so  beschaifen  ist,  dass  sowohl  s  als  auch  das  allgemeine  Integral  y 
von  (1)  als  eindeutige  Functionen  von  y]  erscheinen,  z.  B.  kann  man 
f(rj)  so  wählen,  dass  diese  Function  die  Verzweigungspunkte  der  alge- 
braischen Function  s  von  x  und  diejenigen  x-Werthe,  zu  denen  Werthe- 
paare  [s,  x)  gehören,  für  die  die  Coefficienten  von  (1)  unendlich  werden, 
auslässt. 

Führen  wir  dann  rj,  beziehungsweise  die  Grössen 


ydx  n  /dx 


in  die  Differentialgleichung  (1)  an  Stelle  von  x  als  unabhängige 
Variable  ein,  so  sind  für  die  so  entstehende  Differentialgleichung  in  ihrer 
invarianten  Gestalt 

1.  die  Coefficienten  Fuchs'sche  Functionen  von  r^, 

2.  die  sämmtlichen  Integrale  eindeutige  Functionen  von  r].  Wir 
wollen  diese  beiden  Eigenschaften  der  gedachten  Diöerentialgleichung 
gesondert  betrachten. 

Die  erste  Eigenschaft  hat  dieselbe  offenbar  mit  jeder  Differential- 
gleichung gemein,  die  aus  einer  Differentialgleichung  mit  in  (x^  s) 
rationalen  Coefficienten  durch  Einführung  von  rj  beziehungsweise  u^,  u^ 
als  neuer  unabhängiger  Variabein  hervorgeht,  die  zweite  Eigenschaft 
dagegen  ist  wesentlich  bedingt  durch  die  Beschaffenheit  der  singulären 
Stellen  von  (1)  und  durch  die  Natur  der  Monodromiegruppe  dieser 
Differentialgleichung. 

Etwas  anders  gefasst  führt  diese  Ueberlegung  zu  dem  folgenden 
Problem. 

Denken  wir  uns  die  durch  die  Gleichung  (2)  verknüpften  Variabein 
X,  s  auf  irgend  eine  Weise  als  eindeutige  Fuchs'sche  oder  Klein'sche 
Functionen  einer  Hülfsvariabelu  t  dargestellt,  z.  B.  auf  die  in  der 
Nr.  324  (S.  242  ff'.)  beschriebene  Art,  und  sei  (1)  eine  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung der  Fuchs 'sehen  Classe  mit  in  (x,  s)  rationalen 
Coefficienten.  Führen  wir  in  (1)  an  Stelle  von  x  die  Grösse  t  als  neue 
unabhängige  Variable  ein,  so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  (la), 
die  in  ihrer  invarianten  Gestalt  Coefficienten  besitzt,  die  Fuchs'sche 
beziehungsweise  Klein'sche  Functionen  von  t  sind.  Wie  muss  die 
Differentialgleichung  (1)  beschaffen  sein,  damit  auch  die  In- 
tegrale von  (la)  eindeutige  Functionen  von  t  werden? 

Die  exacte  Lösung  dieses  Problems  bietet  nicht  unerhebliche 
Schwierigkeiten  dar,  obwohl  eine  Anzahl  nothwendiger  Bedingungen 
durch  Umkehrung  der  beim  P o in care 'sehen  Principe  zur  Anwendung 
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gelaugten  Ueberlegimgen  sofort  angegeben  werden  kann.  Wir  be- 
schränken uns  auf  die  Behandlung  der  Frage  in  dem  besonderen  Falle, 
wo  die  algebraische  Gleichung  (2)  vom  Range  Eins  ist,  ein  Fall,  der 
in  der  Litteratur  ausführlich  untersucht  worden  ist  und  zu,  namentlich 
für  die  mathematische  Physik,  bedeutsamen  Resultaten  geführt  hat. 

Wenn  jj  =  1  ist,  so  können  wir  die  zwischen  x  und  s  bestehende 
Gleichung  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  in  der  Form 

voraussetzen,  wo  x  eine  Constante  bedeutet,  und  dann  den  Parameter  t 
gleich  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

, ,  dx 


nehmen,  so  dass  also  x  und  s  in  der  Gestalt 

X  =  'S^tj 

s  =  cn  t  •  dn  t 
als  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  von  t  mit  den  Perioden 

Si  =  4:K,     il'  =  2K'i 

erscheinen. 

Führen    wir    in    die    Differentialgleichung    (1)    t   als    unabhängige 
Variable  ein,  so  erhalten  wir 

(la)  £?  +  «.(05^  +  ---  +  ».«!/  =  o, 

und  die  n^(t),  •  •  •  ^,^(t),  die  sich  aus  den  i>^  (s,  x)  und  den  Ableitungen 
der  doppeltperiodischen  Function  x  von  t  rational  zusammensetzen,  sind 
schon  selbst  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  von  t, 
so  dass  wir  also  in  diesem  Falle  gar  nicht  zu  der  invarianten  Gestalt 
der  Differentialgleichung  überzugehen  brauchen.  Die  Bedingungen  da- 
für, dass  die  Integrale  von  (la)  eindeutige  Functionen  von  f  werden, 
lassen  sich  dann  in  folgender  Weise  formulireu. 


373.     Differentialgleichungen    mit   doppeltperiodischen   Coefficienten 
und  eindeutigem  Integral, 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  Differential- 
gleichung (1)  der  Fuchs'schen  Classe  angehört^  die  eindeutigen  Func- 
tionen, die  die  Differentialgleichung  (la)  befriedigen  sollen,  nur  dort 
unbestimmt   werden   können,    wo   dies  für  die   elliptischen  Functionen 
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sn  t,  cn  t,  dn  t 

der  Fall  ist,  d.  h.  für  ^  =  00.  Die  Integrale  von  (la)  müssen  also  für 
alle  endlictien  Werthe  von  t  den  Charakter  rationaler  Functionen  haben, 
und  sind  folglich  nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie 
als  Quotienten  beständig  (d.h.  für  alle  endlichen  Werthe  von  t) 
convergenter  Potenzreihen  von  t  darstellbar. 

Betrachten  wir  ferner  den  Fundamentalbereich  der  elliptischen 
Functionen  x  und  s  von  f,  d.  h.  das  zu  diesen  Functionen  gehörige 
Periodenparallelogramm,  so  können  wir  dasselbe  dadurch  erhalten,  dass 
wir  die  zu  dem  elliptischen  Gebilde  (2  a)  gehörige  zweiblättrige  und 
dreifach  zusammenhängende  Rie  mann 'sehe  Fläche  T,  etwa  in  der  in 
der  Nr.  187    (Bd.  II,  1,  S.  213)    für    beliebiges  p   beschriebenen  Weise, 

durch  zwei  Querschnitte  a,  h  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T  zer- 
schneiden (vergl.  die  Fig.  33j  und 
dannT  auf  die  Ebene  der  complexen 
Variabein  f  abbilden.  Dann  müssen, 
damit  die  Integrale  von  (la)  ein- 
deutige Functionen  von  t  werden,  zu- 
nächst die  Integrale  von(l)  in  der  zer- 
schnittenen Riemann'schen  Fläche 
T  eindeutig  sein.  Die  Bedincrungen 
hierfür  lassen  sich  in  algebraische  Bedingimgen  für  die  Coefficienten 
p^,  ■  ■  ■  2^„  umsetzen.  Man  hat  nämlich  nur  die  Bedingungen  dafür  auf- 
zustellen, dass  die  Integrale  von  (1)  in  der  Umgebung  der  einzelnen 
singulären  Stellen  dieser  Differentialgleichung  den  Charakter  von  ratio- 
nalen Functionen  des  durch  die  Gleichung  (2aj  definirten  algebraischen 
Gebildes  (x,  s)  besitzen,  dami  sind  die  Integrale  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  von  T  eindeutig,  also  uuverzweigt  innerhalb  T,  und  folglich, 
da  T  einfach  zusammenhängend  ist,  innerhalb  T  sclilechthin  eindeutig. 
Die  Integrale  von  (1)  müssen  aber  überdies  so  beschaffen  sein, 
dass  sie,  wenn  x  einen  in  der  unzerschnittenen  Fläche  T  verlaufenden 
Weg  beschreibt,  der  t  zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückführt,  eben- 
falls ungeändert  bleiben.  Dies  ist  eine  Bedingung  für  die  Monodromie- 
gruppe  der  Differentialgleichung  (1),  die  sich  wie  folgt  aussprechen 
lässt.     Sei 

Vv  y-2^  -•■  Vn 

ein  Fundamentalsystem  von  (1),  so  erfahren  diese  Integi-ale,  wenn  x 
die  Querschnitte  a,!)  im  positiven  Sinne  (vergl.  die  Pfeile  in  der 
Figur  33)  überschreitet,  beziehungsweise  die  Substitutionen 


373.    Doppeltperiodische  Coefficieuten.  407- 

Diese  beiden  Substitutionen  mit  ihren  inversen  bilden  eine  Basis  der 
Monodromiegruppe  &  der  Differentialgleichung  (1 ).  Das  Integral  erster 
Gattung  t  erleidet,  wenn  x  die  Querschnitte  a,  h  im  positiven  Sinne  über- 
schreitet, die  Substitutionen 

diese  bilden  mit  ihren  inversen  eine  Basis  der  doppeltperiodischen 
Gruppe  ■0-.  Die;jenigen  Wege  von  x  in  der  Fläche  T,  durch  welche  t 
zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückgeführt  wird,  können  dann  dahin 
charakterisirt  werden,  dass  ihnen  die  identische  Substitution  der  Gruppe 
•0-  entspricht,  und  die  Bedingung  für  die  Monodromiegruppe  &  der 
Differentialgleichung  (1)  besagt  demnach  nichts  anderes,  als  dass  die 
Gruppen  d-  und  &  in  dem  Sinne  isomorph  sein  müssen,  dass  jeder 
Substitution  von  ■O-  eine  bestimmte  Substitution  von  &  entspricht. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Gruppe  Q-  besteht  nun  darin, 
dass  ihre  Substitutionen  mit  einander  vertausclibar  sind,  d.  h.  dass 
für  die  Composition  derselben  das  commutative  Gesetz  gültig  ist.  Folg- 
lich muss  auch  die  Gruppe  &  so  beschaffen  sein,  dass  ihre 
Substitutionen  dem  commutativen  Gesetze  gehorchen.  Man 
sagt  von  einer  Gruppe,  die  diese  Eigenschaft  besitzt,  sie  sei  eine 
AbeFsche  Gruppe. 

Damit  &  eine  Abel'sche  Gruppe  sei,  ist  zunächst  erforderlich, 
dass  die  Substitutionen  A,  B  selbst  mit  einander  vertauschbar  seien, 
d.  h.  dass 

AB  =  BA 

oder  ausführlicher  geschrieben 

n  n 

y,   a    .1).,    =    ^h    .a.,  {y.,h=l,-2,--n) 

sei.     Sind  nun  zwei  Substitutionen  B^  C  mit  A  vertauschbar,  d.  h.  ist 

BA  =  AB,     CA  =  AC, 

so  ist  für  die  aus  B,  C  componirte  Substitution 

BCA  =  BAC  =  ABC, 

d.  h.  auch  BC  ist  mit  A  vertauschbar.  Ferner  ist  otienbar,  wenn  B 
mit  A  vertauschbar  ist,  auch  B"  mit  A~  vertauschbar.  Aus  diesen 
beiden  Bemerkungen  folgt,  dass,  wenn  A  mit  B  vertauschbar  ist,  auch 
jede  aus 

A,  B,  A-',  B^' 
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componirte  Substitution  mit  jeder  anderen  aus  diesen  vier  Substitutionen 
componirten  Substitution  vertausclibar  sein  muss.  Die  Vertauschbarkeit 
von  Ä  und  B  ist  also  zugleich  hinreichend  dafür,  dass  die  Gruppe  @ 
eine  Abel 'sehe  sei.  D.  h.  nebst  den  algebraischen  Bedingungen,  die 
die  Eindeutigkeit  der  y^,  y^,  •  •  ■  y^^  in  der  zerschnittenen  Fläche  T 
zur  Folge  haben,  ist  für  die  Eindeutigkeit  dieser  Integrale  als  Func- 
tionen von  t  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  beiden  Substitutionen 
A,  B  mit  einander  vertauschbar  seien. 

Diese  letztere  Bedingung  ist  aber  stets  von  selbst 
erfüllt. 

Um  dies  einzusehen,  brauchen  wir  nur  den  in  der  zerschnittenen 
Fläche  T  verlaufenden  Weg  zu  betrachten,  der  entlang  den  beiden 
Ufern  der  Querschnitte  «,  h  führt.  Gehen  wir  z.  B.  mit  dem  Funda- 
mentalsysteme \y^\  von  ß  aus  (vergl.  Fig.  33 j  das  linke  Ufer  von  h 
entlang  nach  a,  so  haben  wir  in  a  die  Integral werthe  A[y_^,  gehen 
wir  weiter  von  a  längs  des  linken  Ufers  von  a  nach  8,  so  stellt 
AB{y^^  daselbst  die  Integralwerthe  dar;  von  d  weiter  längs  des  rechten 
Ufers  von  h  nach  y  gelangend  haben  wir  in  y  ABA~  {y.\,  und  wenn 
wir  endlich  längs  des  rechten  Ufers  von  a  nach  ß  zurückkehren,  so 
haben  wir  in  ß  die  Integralwerthe  ABA~  B~  [y.J.  Da  aber  auf 
einem  in  T  verlaufenden  geschlossenen  Wege  die  [y.  ]  zu  ihren  Aus- 
gangswerthen  zurückgeführt  werden,  ist 

ABA~^E-^  =  \, 
d.  h.  in  der  That 

AB  =  BA. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Lösungen  von  (1)  be- 
ziehungsweise (la)  eindeutige  Functionen  von  t  mit  der  ein- 
zigen Unbestimmtheitsstelle  t  =  oo  seien,  fallen  mit  den  Be 
dingungen  dafür  zusammen,  dass  diese  Integrale  in  der 
Umgebung  jeder  singulären  Stelle  {x,  s)  der  Differentialglei- 
chung (1)  den  Charakter  rationaler  Functionen  von  x  und  s 
besitzen,  und  sind  folglich  stets  durch  algebraische  Glei- 
chungen, denen  die  Coefficienten  von  (1)  zu  genügen  haben, 
ausdrückbar. 
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374.     Vertauschbare  Substitutionen.     Bilineare  Form  mit 
contragredienten  Variabein, 

Die  Eigenschaft  der  Substitutionen  Ä,  B,  mit  einander  vertausch- 
bar zu  sein,  lässt  sich  in  einer  etwas  anderen  Form  darstellen,  wenn 
mau  die  zu  der  Differentialgleichung  (1)  adjungirte  Differential- 
gleichung 

(I)  — ^  H h  (-  1)>  ^  =  0 

heranzieht.     Wir  schicken  die  folgende  Hülfsbetrachtung  voraus. 
Sei 

n  n 

i  =  l    x  =  l 

eine  bilineare  Form  in  den  beiden  Variabeinreihen 
Trausformiren  wir  die  [y^]  durch  die  Substitution 

n 
^y^^^Py-iVi  0^  =  1. 2, ■••"), 

(  =  1 
die  [^J  durch  die  Substitution 

n 

1=1 
so  lautet  die  transformirte  Form 

n  n  n  n  

1  =  1    y.  =  \.  a  =  l  j'?=l  "  (^  ix 

wo  q=  q     gesetzt  wurde.    Die  Coefficienten  der  transformirten  Form 
sind  also  nichts  anderes  wie  die  Elemente  der  Substitution 

Q'AP, 
wo 

gesetzt  wurde. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 
bilineare  Form  (p  bei  Anwendung  der  Substitutionen  P,  Q  auf  die 
Variabein  [yj,  [z,^  un geändert  bleibe,  ist  also: 

Q'ÄP  =  Ä. 
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Seien  nun  die  beiden  Yariabelnreihen  [?/J,  [^.]  con  trag  redient 
(vergl.  Nr.  23,  Bd.  I,  S.  6öff.),  d.h.  mögen,  wenn  die  [?/.]  die  Substi- 
tution P  erfahren,  die  [^J  die  reciproke  Substitution 

Q  =  n=(7t^^,^)      («,,^=i,2,...«) 

ei'fahren,  wo  ;r^  ^  die  zu  dem  Ek^mente  2)^^  gehörige  Subdeterminante 
der  Determinante 

l^alil  (",/*  =  !, 2, ■••«) 

dividirt  durch  diese  Determinante  selbst  bedeutet.     Setzen  wir  dann 
so  ist  (vergl.  Nr.  30,  Bd.  I,  S.  95) 

(a,  (i  =  l,  2,  •••  «) 

Damit  also  die  bilineare  Form  tp  mit  den  contragredienten  Variabein- 
reihen [?/  ],  [^  ]  durch  Anwendung  der  Substitution  P  in  sich  selbst 
übergeht  ist  erforderlich,  dass 

P-^ÄP  =  A 

sei,  d.  h.  die  Substitution  P  muss  mit  der  aus  den  Coefficienten  der 
Form  (p  gebildeten  Substitution  Ä  vertauschbar  sein.  Umgekehrt 
lässt  eine  Substitution  P,  die  mit  A  vertauschbar  ist,  die  bilineare 
Form  q)  mit  contragredienten  Variabein  reihen  auch  stets  ungeändert. 
Bezeichnen  wir  nunmehr  mit  z,.  z^,  •  -  •  z     das   dem  Fundamental- 

1  '  2 '  H 

Systeme  ?/^,  y.^,  •  •  •  y^^  der  Differentialgleichung  (1)  adjungirte  Funda- 
mentalsystem von  (I),  so  sind  diese  beiden  Fundamentalsysteme  contra- 
gredient;  folglich  hat  die  mit  den  Coefficienten  der  Substitution  A  ge- 
bildete bilineare  Form 

i  y. 

nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  die  Eigenschaft,  bei  allen  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  &  ungeändert  zu  bleiben.  Diese  Form  ist  dem- 
nach eine  in  der  unzerschnittenen  Fläche  T  eindeutige  Function,  und 
folglich,  da  die  Differentialgleichung  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört, 
eine  rationale  Function  von  x  und  s. 

Betrachten  wir  nun  die  lineare  DifiPerentialcrleichnnof  der  die  Pro- 
ducte  yz  der  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1)  und  (I)  Genüge 
leisten,  so  ist  dieselbe  allgemein  von  der  Ordnung  n'\  da  aber  (Nr.  23, 
Bd.  I,  S.  62) 

n 


y.  =  l 


y  z  =0 

•^  y.     y. 


I 
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ist,  SO  reducirt  sich  die  Ordnung  dieser  Differentialgleichung  auf  (n^  —  1). 
Die  bilineare  Form  q)  ist  eine  Lösung  der  gedachten  Differentialglei- 
chung, dieselbe  besitzt  also  ein  in  x  und  s  rationales  Integral, 
d.h.  ein  Integral,  welches  eine  eindeutige  doppeltperiodische 
Function  von  t  ist  und  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  den 
Charakter  einer  rationalen  Function  hat. 


375.     Untersucliung  der  Fundamentalgleichungen  vertausclibarer 

Substitutionen. 

Aus  der  Vertauschbarkeit  der  Substitutionen  der  Gruppe  0  können 
wir  eine  Reihe  wichtiger  Folgerungen  ziehen,  die  den  analytischen 
Charakter  der  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1)  anzugeben  ge- 
statten. 

Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  die  Erörterungen  des  dritten  Ab- 
schnittes (Bd.  I)  auf  die  beiden  Substitutionen  A,  B  anzuwenden.  Be- 
trachten wir  etwa  die  Substitution  A  und  sei 

ein  Factor  der  zu  A  gehörigen  Fundamentalgleichung 

(3)  F((o)  =  \a^^  — ö^^_^a\  =0         (/.,>«  =  i,2,--. «). 

Bezeichnen  wir  wie  im  dritten  Abschnitte  mit  a,  die  Coefficienten  der 
Substitution  Ä ,  dann  liefern  (Nr.  35,  Bd.  I,  S.  117)  die  Lösungen  des 
Gleichungssystems 

71 

A  =  l 

die  Coefficienten  derjenigen  linearen  Combinationen  der  7j^,  V^j  •  ■  •  y„, 
die  der  Relation 

(5)  I^A'u  -f  l,_^Ä'~\i  -\ h  hu  =  0 

Genüge  leisten,  wo  durch  Ä"' n  diejenige  Function  bezeichnet  wurde, 
in  welche  sich  das  Integral  u  der  Differentialgleichung  (1)  verwandelt, 
wenn  auf  die  [?/.]  die  Substitution  A^  angewandt  wird. 

Sei  das  Gleichungssystem  (4)  vom  Range  n  —  r,  und  bedeute 

^,t^,..-t:^    (.=1,2,....) 

ein  System  linear  unabhängiger  Lösungen  desselben.  Bezeichnen  wir 
mit  6''''^  die  Coefficienten  der  Substitution  B^  und  bilden  die  Ausdrücke 

hy. 


h 
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n 

(6)  2€^T         (A  =  i,v-), 

A  =  l 

SO  ist  zufolge  der  Vertauschbarkeit  von  Ä"  mit  /)" 

y.  y. 

und  folglich 

y.  h 

d.  b.    die    Ausdrücke   (6)    sind    für    jeden   Wertb    von  /3    eben- 
falls Lösungen  des  Gleicbungssystems  (4). 

Wir  können  folglich  ein  System  von  x    Constanten 

so  bestimmen,  dass  insbesondere 

A  =  l  //=1 

(x  =  l,  2,  ■-■  n) 

ist;  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  aber  sofort 

h  =  l  ,u  =  l  V  =  l,2,- -•      /  ■' 

WO  c'^^  die  Elemente  der  Substitution 


V/J. 


(C      y  (r,«=l,2,  •■•r) 

bedeuten. 

Betrachten  wir  nun  die  zu  der  Substitution  (c^  )  gehörige  Funda- 
mentalgleichung 

\C        d       031=0  (r, /t=l,2,-r) 

und  denken  uns  dieselbe  nach  Potenzen  von  co  entwickelt: 

(8)  (-  ir«^  +  rr^y-'  +  •  •  •  +  ro  =  ^-^. 

so  ist  nach  Nr.  33  (Bd.  I,  S.  108) 

(— iVc^'^+r     ,c'"~'^-\ \-yJ      =0         (v,/,=i,2,...t); 


$ 

5 
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wir  haben  folglich  gemäss  den  Gleichungen  (7) 

n 

(9)     2'5;:'i(-i)'''r^+n_,e-"+---+}',*,j=o 

h  =  l 

/v  =  l,  2,  •••  r,\ 

\y.  =  l,2,--n  )• 

Nach  dem  Satze  der  Nr.  83  (Bd.  I,  S.  111)  schliessen  wir  hieraus, 
dass  die  Gleichung  (8j  mit  der  zu  der  Substitution  B  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung 

(10)  |&^^_ajd,J=0  (A,x  =  l,2,...n) 

gewisse  Wurzeln  gemein  haben  müsse;  bedeute 

(11)  C^»^  +  C,^_l«^~'  H f-Co  (0<«<r) 

den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  (8) 
und  (10),  dann  ist  nach  dem  Satze  der  Nr.  35  (Bd.  I,  S.  115,  116)  das 
Gleichungssystem 


V 


(12)   2 (<^.*S  +  c^^Ar"  +  ■■■  +  ^AJk  =  0 


(>f  =  l,  2,  ■••«) 


/.  =  1 


mit  dem  Gleichungssysteme 

7t 

A  =  l 

aequivalent.  Das  letztere  Gleichungssystem  ist  aber,  da  es  nach  (9) 
die  linear  unabhängigen  Lösungssysteme 

(13)  i<;M';', .  •  ■  I':'     ,..=.,  V... 

besitzt,  höchstens  vom  Range  n  —  t,  folglich  ist  auch  das  Gleichungs- 
system (12)  höchstens  vom  Range  n  —  t  und  wird  durch  die  Systeme  (13) 
befriedigt.     Wir  haben  demnach  den  allgemeinen  Satz: 

Sind  Ä,  B  irgend  zwei  mit  einander  vertauschbare  Substi- 
tutionen und  bedeuten 

x  =  l 

diejenigen  linear  unabhängigen  linearen  homogenen  Func- 
tionen der  [?/  ],  die  der  Relation  (5) 

Genüge  leisten,  so  befriedigen  dieselben  Ausdrücke  auch  die 
Relation 

(14)  c^B''n  +  c^^_^B'~\i  -\ f-  c.^n  =  0         (o<p<:r) . 
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376.     Der  Satz  von  Picard.     Anzahl  der  Integrale,  die  doppelt- 
periodische  Functionen  zweiter  Art  sind. 

Sei  nun  insbesondere  a^  eine  Wurzel  der  zu  H  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung (10),  für  welche  der  Theiler  (llj  der  linken  Seite 
dieser  Gleichung  verschwindet,  dann  ist  also  «  '  auch  eine  Lösung  der 
Gleichung  (8).     Die  Gleichungen 

X 

y'Ac       —  d       Co')«    =0  (/i  =  l,2,    -r) 

1=1 

sind  demnach  auflösbar;  sei 

nv  v.,  ■■■  Vr 

irgend  ein  Lösungssystem  derselben.     Da  nach  (7j 


y:x2hX'-i:%2%.t' 


r  =  l  A  =  l                           r  =  l          ,«  =  1 

iiud   offenbar   auch 

r  =  l  /(  =  1                              »=1          n  =  l 

ist,   so   ergiebt  sich 

n  t                             t                 t 

/i  =  l  r=l                        ,"  =  1           r  =  l 

(1.  h.  die  Ausdrücke 


2^1 


(A  =  l,2,.--7!) 

n 


v  =  l 


bilden    ein    simultanes    Lösungssystem    der    Gleichungen  (4)    und    der 
Gleichungen 

n 
A  =  l 

Das  Integral 

(15)  2^2/«i^ir 

z=l         v=l 

der  Differentialgleichung  (1)    multiplicirt  sich  also  mit  der  Constanten 
(x)J,  wenn  die  [yj  die  Substitution  B  erfahren. 
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Nehmen  wir  nunmehr  A  =  1,  d.  h.  betrachten  wir  den  zu  einer 
Wurzel  co^  der  Fundamentalgleichung  von  A  gehörigen  linearen  Factor 

L{(o)  =^  CO  —  (o^, 
so  haben  die  Integrale 

^^y,  (v  =  l,2,...r) 

y.  =  l 

die  Eigenschaft,  sich  mit  der  Constanten  a^  zu  multipliciren,  wenn  die 
|yj  die  Substitution  Ä  erfahren.  Das  Integral  (15)  multiplicirt  sich 
also,  sowohl  wenn  die  Substitution  Ä  als  auch  wenn  die  Substitution 
B  auf  die  [yj  angewandt  wird,  mit  einer  Constanten,  und  hieraus  folgt, 
dass  es  bei  Anwendung  irgend  einer  Substitution  der  Gruppe  &  auf 
die  [i/J  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  übergeht.  Die 
logarithmische  Ableitung  dieses  Integrales  ist  demnach  in  der  ganzen 
Fläche  T  eindeutig,  und  zwar,  da  die  Differentialgleichung  (1)  der 
Fuchs'schen  Classe  angehört,  eine  rationale  Function  von  (sc,  s),  d.  h. 
eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  von  t,  die  nur  für  t  =  oo 
unbestimmt  wird.  Das  Integral  (15)  selbst  besitzt  als  Function  von 
t  die  Eigenschaft,  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  das  Verhalten 
einer  rationalen  Function  zu  zeigen  und  sich  bei  Vermehrung  von  t 
um  die  Perioden  Sl,  £1'  mit  den  constauten  Factoren  w  ,  w  '  zu  mul- 
tiplicireu.  Eine  so  beschaffene  Function  von  t  bezeichnet  man  nach 
Herrn  Hermite  als  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter 
Art  mit  den  Perioden  5i,  PJ  und  den  Multiplicatoren  w  ,  to  '. 
Wir  können  somit  den  folgenden  von  Herrn  Picard  herrührenden  Satz 
aussprechen: 

Wenn  die  Integrale  der  zur  Fuchs'schen  Classe  gehörigen 
Differentialgleichung  (1)  eindeutige  Functionen  von  t  sind, 
so  giebt  es  mindestens  ein  Integral,  welches  eine  doppelt- 
periodische Function  zweiter  Art  von  t  ist. 

Die  Entwicklung,  die  uns  zu  diesem  Ergebnisse  geführt  hat,  lehrt, 
dass  es  unter  Umständen  auch  mehr  wie  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  geben  kann,  welches  eine  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Art  von  t  ist,  und  liefert  uns  zugleich  eine  obere  und  eine 
untere  Grenze,  sowie  eine  Anzahl  von  Sätzen  für  die  Anzahl  N  der  so 
beschaffenen  linearunabhängigen  Integrale.     In  der  That,  seien 

die  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der  zu  Ä  gehörigen, 
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die    von    einander    verschiedenen  Wurzeln   der  zu  B  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung, dann  folgt  zunächst,  dass  die  Anzahl  N  nicht  kleiner 
sein  kann  als  die  grösste  der  beiden  Zahlen  v,  fi. 
Sei  n  —  r^j^  der  Rang  des  Systems 

(a,      Ö,     G)   )  (a  =  l,2,-r) 

\    hx  fix      a^' 

(Ä ,  X  =  1 ,  2  ,  •  •  •  m) 

und  n  —  r^j   der  Rang  des  Systems 

(b.      —  d.     CO  ')  (a  =  l,2,    ■■/.) 

\   kx  hx      a  '  ' 

(A  ,  >t  =  1 ,  2 ,  •  •  ■  n) 

setzen  wir  ferner 

V  V 

a  =  l  a  =  l 

SO  kann  die  Anzahl  N  nicht  grösser  sein,  wie  die  kleinere  der  Zahlen 
3Ij  M'.  Ist  insbesondere  eine  der  Zahlen  M,  M'  gleich  n,  so  ist  N 
gleich  der  anderen. 

Ebenso  unmittelbar  ergiebt  sich  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  ^' ^  «  sei,  d.h.  dass  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Differentialgleichung  (1)  existirt,  dessen  Elemente 
doppeltperiodische  Functionen  zweiter  Art  sind.  Damit  das  eintritt, 
muss  nämlich  jede  der  Zahlen  t^^,  t^^  gleich  derjenigen  Zahl  sein,  die 
die  Yielfachheit  der  betreffenden  Wurzel  «  ,  o  '  angiebt.  Sind  also 
z.  B.  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  der  Sub- 
stitutionen Aj  B  von  einander  verschieden,  so  ist  diese  Bedingung  jeden- 
falls erfüllt.  Da  dies  so  zu  sagen  der  „allgemeine  Fall"  ist,  so  be- 
sitzt also  die  Differentialgleichung  (1),  wenn  ihre  lutegrale  eindeutig 
in  t  sind,  „im  Allgemeinen"  n  linearunabhängige  doppeltperiodische 
Functionen  zweiter  Art  von  t  zu  Integralen. 


377.     Die  Integralgruppen,     Simultane  Differenzengleiehungen. 

Wenn  die  Anzahl  N  derjenigen  Integrale,  die  doppeltperiodische 
Functionen  zweiter  Ai^t  von  t  sind,  kleiner  ist  wie  n,  so  hat  man,  um 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (Ij  zu  erhalten,  noch 
n  —  N  Integrale  aufzustellen;  es  liegt  nahe,  dieselben  z.  B.  unter  den 
Elementen  des  zu  der  Substitution  Ä  gehörigen  canonischen  Funda- 
mentalsystems zu  wählen.  Dabei  liefert  uns  der  am  Schlüsse  der  Nr.  375 
(S.  418)    aufgestellte    Satz    das    folgende    bemerkenswerthe    Ergebniss. 

Denken  wir  uns  das  zu  der  Substitution  Ä  gehörige  canonische 
Faudamentalsystem   z.  B.   in   der  Weise   hergestellt,    dass   wir   für   den 
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Theiler  L(co]  der  zu  A  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Reihe 
nach 

setzen,  wo  A  den  Grad  der  Vielfachheit  der  Wurzel  a  angiebt,  so 
befriedigen  die  sjo  gewonnenen  Integrale  auch  Relationen  von  der  Form 
(14),  und  wir  können  folglich  lineare  Combinationen  derselben  so  ein- 
richten, dass  diese  in  gewissem  Sinne  auch  Elemente  des  zu  B  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  sind. 

D.  h.  wir  köanen  ein  Fundamentalsystem  herstellen,  welches  in 
Gruppen  zerfällt;  jede  solche  Grujipe  gehört  zu  einem  Wurzelpaare  der 
den  Substitutionen  jL  B  entsprechenden  Fundamentalgleichungen,  und 
die  Elemente  einer  Gruppe  verwandeln  sich  sowohl  bei  Anwendung 
der  Substitution  A  als  auch  bei  Anwendung  der  Substitution  B  auf 
die  [y/]  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst,  so  zwar, 
dass,  wenn 

eine  solche  Gruppe  bilden,  die  zu  der  Wurzel  co^  der  Fundamental- 
gleichung von  A  und  zu  der  Wurzel  coj  der  Fundamentalgleichung 
von  B  gehört, 

Av   =  a  ,i\  +  (V  ,v.,  4-  ■  ■  ■  4-  a^v] 

y.  y.\     l      '         y.2     -2      '  '         y y.     y  \ 

^^=ßy^^r-\-ßy.^.-\----   +   ßyy%\ 

wird,   wo 

^     ^  \ß=ß^  =  ---  =  ß=co' 

I'   11  I  -J-l  "oo  u 

ist.  Ueberdies  bestehen  zwischen  den  a^.,  ß^.  zufolge  der  Vertauschbar- 
keit  der  Substitutionen  A,  B  die  Beziehungen 

/=1  /=1 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (16 j,  und  da  für  i>  x 

ci  .  =  0,     ß.  =  0 

XI  '        '  y.i 

sind, 

O—l  0  —  1 

/  =  A  +  i  /=Ä  +  i 

Das  erste  Element  v^  einer  solchen  Gruppe  ist  als  Function  von 
t  betrachtet  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  mit  den  Mul- 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  ^7 
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tiplicatoren  <^j,,/5ij.  Um  die  analytische  Beschaffenheit  der  übrigen 
Elemente  v^,  •  •  •  i\^  feststellen  zu  können,  schicken  wir  die  folgenden 
Bemerkungen  voraus. 

Wir    bilden   mit  Hülfe   des   in   der  Nr.  352   (S.  337)   betrachteten 
Integi'ales  zweiter  Gattung 


(18) 


E{t)  = 

0 

dessen  Perioden  wir  durch 
bezeichnen,  die  Ausdrücke 

dann  ist,  wie  man  mit  Rücksicht  auf  die  Legendre'sche  Relation 

Sir]'  —  il'  y  =^  4:71  i 
sofort  übei-sieht, 

AZ^  =  Z^U-\-  O)  =Z^{t), 

BZ^  =  Z^it  +  Sl')  =  Z^it)^l, 

ÄZ,^  =  ZJt-^Sl)=Z.^{t)-{-l, 

BZ^,  =  Z.,{t-^Sl')=  z^-t)- 
Setzen  wir  nun  (vergl.  Nr.  38,  Bd.  I,  S.  180) 

Zf^=Z^(Z,-l)...(Z,-x+l), 
Z^^=Z.^{Z^—\)---(Z,_-K+l) 

und  bezeichnen  (wie  a.  a.  O.J  für  eine  Function  V  von  /  die  Ausdi-ücke 

BV  -  V=  Vit  +  Sl')  —  Vit) 
kurz  durch 

(J.  —  Ij  F  beziehungsweise  {B  —  1)  V, 

so  ist  offenbar 

(Ä  —  1)  z^f  =  0,        {B  -  1)  z';'  =  ^z''-^\ 

{Ä  —  1) Z^f  =  xZ^^-'\  {B  —  1)  Zf  =  0. 


I 
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Betrachten  wir  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 
FiZ^,  Z,_]  =  cjp,,^,  +  v,.Z^  +  ,,.^Zf'  +  <f,,Z^Z.^  +  q,,_^Zf  +  ■■■ 

+ 'T.x' + %.zr"^. +■■■+ <f,...+A\ 

wo  die  (p.^  Functionen  von  t  bedeuten,  die  bei  Vermehrung  von  t  um 
ii,  ü',  d.  h.  wie  wir  sagen  wollen,  bei  Anwendung  der  Operationen 
A,  B  ungeändert  bleiben,  und  nennen  denselben  kurz  einen  Aus- 
druck ;£-ten  Grades  in  den  Z^,  Z,^,  so  wird 

{A-\)F{Z^,Z^)  =  F^^{Z^,Z.;) 

aus  F(Z^,  Z,)  nach  derselben  Regel  gebildet,  wie  der  partielle  Diffe- 
rentialquotient von  F{Z^,  Z^)  nach  Z^^  zu  bilden  wäre,  wenn  an  Stelle 
von  Z^  \  Z:^  die  Potenzen  Z^' ,  Z^  stünden,  und  ebenso  entspricht  die 
Bildungsweise  von 

{B-\)F{Z^,Z.;)  =  F^{Z^,Z^) 

der  Bildung  des  partiellen  DiflFerentialquotienten  nach  Z^. 

Die  F^{Z^,  Z^,  F,-,(Z^f  Z,-,)  sind  demnach  Ausdrücke  (x  —  l)-ten 
Grades  in  den  Z^,  Z.,,  aber  nicht  beliebige  Ausdrücke  dieses  Grades, 
denn  es  stimmen  gewisse  Coefficienten  in  den  F^{Z^,  Z^),  F^(Z^,  Z^) 
mit  einander  überein;  dieser  specielle  Charakter  lässt  sich  am  einfach- 
sten durch  die  Gleichung 

(Ä  -  1)  F^  (Z^,  Z^)  =  (i?  -  1)  F,  {Z^,  Z^) 
darstellen. 

Hat  man  umgekehrt  zwei  Ausdrücke  {y.  —  l)-ten  Grades 

in  den  Z^,  Z^,,  und  ist  für  dieselben  die  Gleichung 

{A  -  \)  G^  {Z^,  Z^)  =  (i?  -  l)  G^, {Z^,  ZJ, 

die  wir  als  Integrabilitätsbedingung  (vom  Standpunkte  der  Diffe- 
renzenrechnung aus)  bezeichnen  können,  erfüllt,  so  lassen  die  beiden 
simultanen  Differenzengleichungen 

{A-\)G(Z^,Z^;)=^G.^{Z^,Z.X 
(B-  ])G{Z^,Z,)=^G^(Z^,Z.^) 

eine  Auflösung  zu,  und  G{Z^,  Z^  ergiebt  sich  als  Ausdrack  ;>(-ten 
Grades  in  den  Z^,  Z,,,  der,  wenn  m.an  Z^^ ,  Zf  durch  Z^\  Z/  ersetzt, 
zu  partiellen  Ableitungen  nach  Z^,  Z,^  die  Ausdrücke  besitzt,   die  aus 

27* 
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G  {Z^,  Z^,  G.^(Z^,  Z,)  durch  dieselbe  Vertauschung  hervorgehen,  und 
der  noch  eine  additive  willkürliche  Function  enthält,  die  ebenso  wie 
die  Coefficienten  der  G^,  G.^  bei  den  Operationen  A,  B  ungeändert 
bleibt. 


378.     Der  analytische  Charakter  der  Integrale  einer  Gruppe. 
Verallgemeinerung  des  Problems. 

Betrachten  wir  nun  das  zweite  Integral  i\^  unserer  Integralgruppe 

t\,  v.„  •'•  v^, 


so  haben  wir,  da 


At\  =  (o.v 


w,,       Bi\  =  CO  '  V, 


ist,  für  den  Quotienten  von  v.,  durch  r^  die  Gleichungen 


^9 


wir    erhalten    demnach    als    Lösungen    dieser    simultanen    Differenzen- 
gleichungen 


(19) 


wo  9?.,  (x,  s)  eine  bei  den  Operationen  A,  B  unveränderliche  Function, 
also  eine  rationale  Function  von  (x,  s)  bedeutet. 
Für  das  dritte  Integral  v,.  der  Gruppe  ist 


(20) 


(-4  - 1;  ^ 


+ 


«a   «'l' 


(B  _  1)  ü  =  '^  +  ^! !? 


und  vermöge  der  Gleichungen  (17 )  besteht  die  Relation 

(21)  S2/^21  =  /53,«,^. 

Setzen  wir  in  (20)  für  ^  den  gefundenen  Werth  (19 j  ein,  so  ergeben 
sich  die  beiden  simultanen  Differenzengleichungen 

(^  _  1)  J  =  -^  +  -^  g,,(a;,  s)  +  -^^  Z^  +  -^^  Z.,, 


(5-1) 


ß: 


^32/^21 


+  ^'   9^2  (-^"^  ^0  +  -^7^  ^1  + 


ßi2  «21 
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für    welche    vermöge    der    Relation    (21)    die    Integrabilitäts- 
bedingung  erfüllt  ist. 

V 

Wir  finden  demnach  für  —  den  Ausdruck: 
V,  =  9^3  (^>  s)  H ^-, Z^  H z^ 

WO  auch  cp^ix,  s)  eine  rationale  Function  von  (x,  s)  bedeutet. 

In   derselben  Weise  weiter  schliessend  ergiebt  sich  schliesslich  für 

V 

—  die  Darstellung 

V,  ° 


f^^F._,{Z„Z,), 


wo  -Z^^_j  eine  ganze  Function  vom  höchstens  (q  —  l)-ten  Grade  in 
den  Z^j  Z„  mit  in  (x,  s)  rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Damit 
ist  also  der  analytische  Charakter  der  Integrale  von  (1)  vollständig 
festgelegt.  Wir  fassen  das  Ergebniss  der  Untersuchung  in  den  folgen- 
den Satz  zusammen: 

Wenn  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung(l), 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und 


s=V(^l-x')(l~'Jx') 

sind,  eine  eindeutige  Function  des  Inteorrales  erster  Gat- 
tung  t  ist,  die  für  keinen  endlichen  Werth  von  t  unbestimmt 
wird,  so  kann  man  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
angeben,  welches  in  Gruppen  von  der  folgenden  Beschaffen- 
heit zerfällt.  Das  erste  Element  jeder  Gruppe  ist  eine  dop- 
peltperiodische Function  zweiter  Art  von  t,  die  übrigen  Ele- 
mente einer  aus  q  Integralen  bestehenden  Gruppe  sind  ganze 
rationale  Functionen  von  den  Graden  1,  2,  •  ■  •  ()  —  1  der  Func- 
tionen Z^(t),  Z^it),  deren  Coefficienten,  abgesehen  von  dem 
ersten  Elemente  der  Gruppe  als  Factor,  rationale  Func- 
tionen von  (s,  x)  sind.  Die  zwischen  diesen  Coefficienten  be- 
stehenden identischen  Beziehungen  ergeben  sich  unmittel- 
bar aus  der  Methode  der  Herleitung. 

Die  Methode,  die  wir  hier  für  den  Fall  auseinandergesetzt  haben^ 
wo  der  Rang  der  Gleichung  (2)  (Nr.  372,  S.  403)  gleich  Eins  ist,  lässt 
sich  auch,  wenn  dieser  Rang  eine  beliebige  Zahl  i^  ist,  bei  der  Unter- 
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suchuDg  der  Frage  anwenden,  wann  die  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (1)  in  der  durch  2^)  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  zerschnittenen  Riemann'schen  Fläche  der  Gleichung  (2) 
eindeutig  sind,  und  die  Monodromiegruppe  &  dieser  Differentialglei- 
chung aus  lauter  mit  einander  vertauschbaren  Substitutionen  besteht. 
Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  erscheinen  die  Lösungen 
von  (1)  als  eindeutige  Functionen  derjenigen  Integralsummen,  die  bei  dem 
zu  der  Gleichung  (2)  gehörigen  Jacobi 'sehen  Umkehrprobleme  auf- 
treten. Wir  versagen  es  uns,  auf  eine  ausführliche  Discussion  des  hier- 
mit formulirten  Problems  einzugehen,  welches  wohl  als  die  natur- 
gemässe  Verallgemeinerung  des  für  j)  =  1  behandelten  angesehen  werden 
darf,  wir  wollen  vielmehr  die  für  j)  =  1  gefundenen  Ergebnisse  noch 
in  dem  besonderen  Falle  kurz  betrachten,  wo  die  Ordnung  der  Diffe- 
rentialgleichimg  n  =  2  ist. 


379.     Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.     Lame 'sehe 
Differentialgleichung. 

Wenn  die  Differentialgleichuuj? 

(11)    '^,+p,ix,s)^£-j-ß,(x,s)y  =  0,     s=Vll-x')(l-'7I), 

als  allgemeines  Integral  eine  eindeutige  Function  von  t  ohne  Un- 
bestimmtheitsstelle im  Endlichen  besitzt,  so  existirt  ein  Fundamental- 
system von  der  Form: 

%  =  92  (^;  «)  +  9^1  (^^  ^)  («^  ^1  +  ^  ^2)' 

wo  a,  ß  Constanten,  (p^(x,  s),  (p.-,(x,  s)  doppeltperiodische  Functionen 
zweiter  Art  von  t,  oder  was  dasselbe  besagt,  Functionen,  deren  logarith- 
mische Ableitungen  nach  x  rational  in  (x,  s)  sind,  bedeuten,  und  wo 
wenn  von  den  Constanten  a,  ß  wenigstens  die  eine  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  hat,  der  Quotient 

cp.,(x,  s) 
Vi  {X,  s) 

eine  rationale  Function  von  x  und  s  ist. 

Da  die  Differentialgleichung  (II)  ein  Integral  mit  rationaler  loga- 
rithmischer Ableitung  besitzt,  so  muss  sie  die  in  der  Nr.  302  (S.  161) 
angegebene  Form  haben. 
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Wenn  z.  B.  die  Coefficienten  von  (II)  rationale  Functionen 
von  X  allein  sind,  so  lassen  sich  die  Bedingungen  dafür,  dass  die 
Integrale  eindeutige  Functionen  von  t  ohne  ünbestimmtheitsstelle  im 
Endlichen  sind,  leicht  explicite  angeben.  Die  Differentialgleichung  muss 
der  Fuchs 'sehen  Classe  angehören,  kann  also  (Bd.  I,  Nr.  70,  S.  249) 
in  der  Form 

*  '''^  'B + ^'-'  (-"^  '^^ + ^-'-  (■") " = '^ 

vorausgesetzt  werden,  wo 

i^  (x)  =  (x  —  a, )  (x  —  a^)  ■  ■  ■  (;v  —  aj 

lauter  verschiedene  lineare  Factoren  enthält  und  F  , ,  F  „  ganze 
Functionen  vom  Grade  0  — ^  1  beziehungsweise  6  —  2  in  x  sind.  Die 
determinirenden  Fundamentalgleichungen,  die  zu  den  singulären  Punkten 

a^,  «2,  •  •  •  a^ 

gehören,  besitzen  als  eine  Wurzel  die  Null,  die  andere  Wurzel  muss 
eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  das  beti-effende  a^  keine  Wurzel  der  Glei- 
chung 

(1  — /)(!  -zx')  =  0 

ist,  sie  kann  gleich  der  Hälfte  einer  ganzen  Zahl  sein  für  einen  sin- 
gulären Punkt,  der  mit  einem  der  vier  Verzweigungspunkte  der  Rie- 
mann 'sehen  Fläche  T  zusammenfällt.  Für  x  =  (X)  müssen  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  ganze  Zahlen  sein;  das 
Auftreten  von  Logarithmen  ist  für  alle  singulären  Punkte  auszuschliessen. 
Betrachten  wir  den  in  der  Litteratur  vielfach  behandelten  Fall  der 
sogenannten  Lame'schen  Differentialgleichung 

(III)  R  (x)  '^  -\-  Ir'  {X)  ^  —  (n  (n  +  V^kx''  -f  ä)  t/  =  0, 

WO 

dB{x) 


B{x)  =  a  -  X)  (1  —  x  x) ,        R'  (x)  = 


dx 


ist  und  n,  h  Constanten   bedeuten,    so  besitzen   die  zu  den  singulären 
Punkten 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln 

während   die  Wurzeln   der  zu  x  =  00  gehörigen  determinirenden  Fun- 
damentalgleichung gleich  —  n  und  n  -\-  1   sind.     Damit  die  Integrale 
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Tön  (III)  eindeutige  Functionen  von  /  seien,  ist  also  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  n  eine  ganze  Zahl  sei,  und  dass  die  Entwicke- 
lungen  der  Integrale  in  der  Umgebung  von  x  =  <x>  keine  Logarithmen 
enthalten.  Die  letztere  Bedingung  ist  aber  immer  von  selbst  erfüllt. 
Führt  man  t  als  unabhängige  Variable  ein,  so  nimmt  die  Differen- 
tialgleichung die  Gestalt  an 


d  y 


=  (w  (11  -\-  1)  X  sn  t  -\-  h)y . 


Die  vollständige  Integration  dieser  für  die  mathematische  Physik  äusserst 
wichtigen  Gleichunfj  kann  mit  Hülfe  der  Transcendenten  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  geleistet  werden;  wir  veinveisen  in  Bezug 
hierauf  auf  Herrn  Hermite's  Meisterwerk  „Sur  quelques  applications 
des  fonctions  elliptiques". 


Znsätze  und  Berichtignngen. 

Zu  Band  I. 

S.  XVIII  bei  Nr.  111  lies  Transfb rmirten  statt  Transformation. 
„         29  muss  Gleichung  (4)  lauten: 

Po'-Pi  :  •  •  •  :i>„  =  ^(^)  :  —  ^i(^-)  •  •  •  •  :  ("  1)"  ^,  (^)- 

„         30  muss  die  Gleichung  Zeile  8  v.  o.  lauten: 

d  log  z/  {x) 


Pi  = 


dx 


,,         o7  Gleichung  (3)  lies  (;{  =  1,  2,  •  ■  •  n)  statt  (%  =  0,  1,  •  •  •  n). 
„         75  in  Formel  (38)  und  Zeile  3  v.  o.  lies  2>,„_i  statt  2l,„- 
„         97  in  Formel  (9)  rechts  vom  Gleichheitszeichen  lies  y/^  statt  y^  . 
„       19'>  Zeile  15  v.  o.  lies  ti^  statt  u^^]  das  Gleichungssystem  Zeile  19  ff. 
V.  o.  muss  lauten: 

0  Wj  ==  CJ^j  u^ 

Zu  Band  II,  1. 

„  X  bei  Nr.  180  Zeile  18  v.  o.  lies  zweiter  statt  gerader  Ordnung. 

„         XI  bei  Nr.  193  Zeile  5  v.  u.  lies  1885  statt  1889. 

„         35  Zeile  10  v.  o.  lies  r  statt  n. 

„         68  Zeile  14  v.  o.  lies  Theilgebilde  statt  Theilgebiete. 

„         80  Zeile    11    v.  o.   und  1  v.  u.   lies    Transformationsgruppe    statt 

Gruppe. 
„       112  Zeile   11,  10  v.  u.  sollen  lauten:    ,,Fundamentalsubstitutionen 

L  ,  L  ,      ■  L    und  der  Substitution  L  ,,,  die  einem  Umlaufe 

1 '         2 '  s  ■*+!  ' 

um  alle  ci^^,  ci^'  '  '  '  ^s  entspricht,  die  Beziehung 
(2)  L^L^---L^L^,  =  1. 
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S.  128  Zeile  11 — 9  v.  u.;  vergl.  hierzu  eine  Bemerkung:  Igel,  Monats- 
hefte für  Mathem.  u.  Physik,  Jahrgang  IX,  S.  47. 
„  141  Zeile  14  v.  o.  lies  v^_^  statt  v.^. 
„  150  Zeile  9  v.  o.  lies  {%)  statt  (A). 
„  179  am  Kopfe  lies  179  statt  ISO. 

„  184  Zeile    3  v.  o.    im    Nenner    von  ^(^.)    lies  ri'ixf   statt  n' {xf '^ 

ebenda  Zeile  4  v.  o.  im  Nenner  von  ^  \\)  lies  ?'  (^)^  statt  t,'  {x)^ 

„  187  Zeile  15,  16  v.  o.  lies  deji  Exponenten  statt  jene  Potenz, 
„  243  Zeile  8  v.  u.  lies  x^,_^  statt  x^. 

„  328  Zeile  14  v.  o.  lies  v',  statt  v,,. 


336  Zeile  15  v.  u.  lies  c  statt  c^ 


dn\^ 


„  338  Zeile  9  v.  u.   im  Neuner  von  z/0)  lies  ("^Y  statt  (^ 

„  363  Zeile  8.  v.  o.  rechts  vom  Gleichheitszeichen  lies  —  -^.p^  statt  'dp^ 

„  365  Zeile  5  v.  o.  lies  (S.  108)  statt  (S.  156). 

„  487  Zeile  17  v.  o.  muss  die  Definition  von  J,  J'  lauten: 


0  1 

j        1    f  xdx  j,  1    r  xdx 

~  V  l/aiCo;  — l)(a;  — ^) '  ~  V  Vöäjx  —  1)  Jz  — 


l){x-z) 
Es  ist  nämlich  nach  S.  477,  Bd.  II,  1,  Gl,  (Ij 

n 

dx 


X) 


w.  =  8  T- , 

1       J  yx{x~\){z-xy 

z 

also,  da  (ebendort  S.  482)  u^  =  '^  iK  ist,  so  haben   wir 
K='-f^^ 

2J  yx{x  —  l){x  —  . 


z) 


und  ferner 


--IA 


dx 


Yx  (x  —  1){Z  —  x) 

S,  532  Zeile  14  v.  o.  rechts  vom  Gleichheitszeichen  lies 

r{Q){e^"''^—  1)  statt  r(Q). 


Zusätze  und  Berichtigungen.  427 

Zu  Band  11,2. 
S.  180  Zeile  6  v.  o.  lies  M    statt  31. 

V 

„  184  Zeile  9  v.  \\.  lies  „von   dem  Punkte"  statt  „von  den  Punkten". 
„  187  Formel  (30)  lies 

statt 


1  -  c 


{in  —  1 )  /■ 


S.  190  letzte  Zeile  lies  Aggregat  statt  Agreggat. 

o  +  l  ff  +  l       . 

,,  205  Zeile  14  v.  u.  lies  27iy-,  —  statt  2  7r  ^, 


Zum  Litteraturnachweis. 

Zu  Nr.  9  Günther  (bei  Hamburger)  Crelle's  Journal  Bd.  118, 

S.  351  ff.;   (bei   Gutzmer)  ebenda  Bd.  119,   S.  82ff; 
Fuchs  ebenda  Bd.  118,  S.  354. 
„    „  22  Hirsch,  Dissertation  (Königsberg  i.  Pr.  1892)  S.  20, 21  •, 

Vessiot,  Theses,  S.  56,  57. 
„    „        47,  48  Kneser,  Mathem.  Annalen  Bd.  47,  S.  408  ff. 
„    „        97,  98  Günther,  Crelle's  Journal  Bd.  119,  S.  330 ff 
„    „  117  Kneser,   Crelle's  Journal  Bd.  116,  S.  178  ff;  Bd.  117, 

S.  72ff.; 
Hörn,    ebenda    Bd.  118,    S.  257  ff.;    Mathem.  Annalen 

Bd.  49,  S.  453  ff 
Picard,  Traite  d' Analyse  Bd.  HI  (1896)  S.  360  ff 
„     „   143—156  vergl.  Picard,  Traite  d' Analyse  Bd.  III,  S.  492 ff*) 
A.  Löwy,  Monatshefte  VIII.  Jahrgang  S.  225  ff. 


*)  Aus  Anlass  einer  Bemerkung  des  Herrn  Vessiot  im  Bulletin  des  Sciences 
Mathem.  11  Ser.  T.  XXII  S.  79,  Zeile  4,  5  v.  u.,  sei  erwähnt,  dass  dem  Verfasser 
bei  Redaction  dieser  Nummern  der  Bd.  III  des  „Traite"  des  Herrn  Picard  nicht 
vorgelegen  hat,  wie  daraus  hervorgeht,  dass  die  betreffenden  Bogen  4,  5,  6  von 
Bd.  II,  1  am  18.  März,  28  März,  7  April  1896  mit  „Imprimatur"  an  die  Druckerei 
abgingen,  während  die  Vorrede  zum  Bd.  III  des  Picard'schen  „Traite"  vom  25.  März 
1896  datirt  ist.  Ebenda  (Bulletin  a.  a.  0.)  S.  81,  Zeile  14  v.  u.  dürften  die  Worte 
„de  M.  Klein"  auf  einem  Versehen  beruhen,  auch  ist  S.  83  Zeile  2  v.  o.  an  Stelle 
von  „M.  Fuchs"  zu  setzen  „M.  Beke". 
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Zu  Nr.  168,  169  Rados,    Mathem.  Annalen  Bd.  48,   S.  417jff.-,    Ertesitö 

der  img.  Akademie  Bd.  XIV,  S.  166  ff. 
„    „  185  Griitzmer,  Grelles  Journal  Bd.  115,  S.  79  ff.; 

A.  Fischer,  Inaug.-Dissertation  (Halle  1891). 
„    „  227  Ritter,  Mathera.  Annalen  Bd.  48,  S.  1  ff. 

„    „  230  Fuchs,  Sitzungsberichte  1898  S.  222  ff*. 

„    „  246  Fuchs,  Sitzungsberichte  1897,  S.  608  ff. 

„    „  255  Richard  Fuchs,  Crelle's  Journal,  Bd.  llü,  S.  Iff 

Fuchs,  Sitzungsberichte  1898,  S.  477ff. 


Nachwort. 

Die  folgenden  Bemerkungen  haben  den  Zweck,  den  Einfluss,  den 
mein  verstorbener  Freund  und  Mitarbeiter  Paul  Günther  auf  Plan 
und  Ausführung  des  nunmehr  abgeschlossen  voi-liegenden  „Hand- 
buches" ausgeübt  hat,  im  Zusammenhange  hervortreten  zu  lassen-,  sie 
geben  eine  detaillirte  Aufzählung  derjenigen  Momente,  durch  welche 
Günther  in  die  Entstehung  des  Werkes  einffegriffen. 

Im  Februar  1891  entwarfen  Günther  und  ich  für  das  zu  ver- 
fassende „Handbuch"  ein  Arbeitsprogramm,  zu  welchem  ein  jeder  von 
uns  im  Wesentlichen  dasjenige  beitrug,  was  sich  auf  die  von  ihm  zu 
bearbeitenden  Theile  bezog.  Ich  gebe  zunächst  dieses  Programm  hier 
dem  Wortlaute  nach  wieder.  Die  eingeklammerten  Anfano-sbuchstaben 
unserer  Namen,  (Gj,  (S)  bezeichnen  die  einem  jeden  von  uns  zugewie- 
senen Abschnitte;  bei  denjenigen  Theilen,  wo  keiner  der  beiden  Buch- 
staben steht  ( — ),  war  die  Entscheidung,  wer  dieselben  bearbeiten  sollte, 
noch  vorbehalten.  Das  in  [  ]  Stehende  habe  ich  der  Deutlichkeit 
wegen  hinzugefügt. 

I.  Band. 

Historische  Einleitung  mit  Motivirung  der  ausgezeichneten  Stellung  der 
linearen  Differentialgleichungen;  feste  Verzweiguugspunkte.  —  Existenzbeweis  für 
homogene  [lin.  Differential-JGleichungen  nach  Fuchs.  Fundamentalsj^stem,  lineare 
Substitution  bei  jedem  Umlauf.  —  Formale  Theorieen:  Liouvilles'  Sätze,  ad- 
jungirte  Differentialgleichungen,  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument, 
Appell'sche  Determiuanten  [Functions  invariantes],  Laguerre 's  Invarianten  unter 
Hinweis  auf  spätere  Behandlung  der  Classeninvarianten,  Irreductibilität,  erster 
Theil  der  neuen  Fuchs'schen  Arbeiten  [Sitzungsberichte  der  Berl.  Acad.  1888 ff.]. 
Stürmische  Sätze  aus  Liouville['s  Journal  Bd.]  P),  Reduction  der  nicht  homo- 
genen Differentialgl.  auf  homogene.  —  Functionentheoretische  Behandlung:  Ver- 
halten der  Integrale  in  der  Umgebung  eines  Punktes,  Fall  algebraischer  Coeffi- 
cienten,  rationaler  Coefficienten ,  Fuchs'sche  Classe,  Irreguläre  Integrale  (G.). 


*)  Bemerkung  Günther 's  in  seinem  Exemplar:  „überhaupt  wohl  nicht  aus- 
führen, sondern  nur  citireu  bei  Gelegenheit  der  irregulären  Integrale,  wo  von  den 
Nullstellen  derselben  die  Rede". 
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Gruppe  der  Differentialgleichung;  Methoden  für  numerische  Berechnung  der 
Substitutionscoefficienten ,  Riemann's  Classenbegriff,  zweiter  Theil  der  neuen 
Fuchs 'sehen  Arbeiten  (Irreductibilität) ,  Invarianten  der  Classe,  Parameter  der 
Gruppe,  Constantenabzählungen,  Fall,  wo  die  Substitutionen  unabhängig  sind  von 
einem  in  der  Differentialgl.  auftretenden  Parameter  (dritter  Theil  der  [neuen] 
Fuchs'schen  Arbeiten),  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  möglich  ohne 
ausserwesentlich  singulare  Punkte,  hypergeometrische  Differentialgleichung,  ihre 
allgemeine  Integration  (S.). 

Ueberall  couvergente  Darstellungen  der  Integrale:  1)  Fuchs'sche  Iteration 
[Annali  di  Matematica  Ser.  II,  Bd.  IV],  Anwendung  auf  Bestimmung  der  Funda- 
mentalgleichung, Poincave'sche  Sätze  [Acta  Mathem.  Bd.  IV,  S.  212— 21G], 
2)  Darstellung  durch  bestimmte  Integrale  (Jordan,  Pochhammer,  Hossen- 
fe Id  er),  Differentialgleichung  der  Perioden,  speciell  der  elliptischen  Integrale 
(I.,  IL,  ni.  Gattung)  nach  Fuchs  [Crelle's  Journal  Bd.]  83  und  neuere  Arbeiten, 
Legendre'sche  Relation  und  ihre  Verallgemeinerung  für  p  =  2  (G.). 


U.  Band. 

Differentialgleichungen,  die  durch  bekannte  Functionen  integrirbar:  1)  a.  mit 
Constanten   Coefficienten   nebst  Anwendungen*),    b.  Halphen's  Gleichungen  (G.); 

2)  algebraisch  integrirbare  a.  nicht  homogene  (Königsberger),  b.  homogene  (S.); 

3)  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten,  denen  die  Appell'schen 
Fonctions  ä  multiplicateurs  genügen,  Lame 'sehe  Differentialgl.  etc.  in  allgemeinster 
Fassung  ( — ). 

Integrale  von  Lösungen  linearer  Diffei-entialgleichungen ;  1)  Fuchs,  Crelle['s 
Journal  Bd.]  76  ( — );  2)  Fuchs 'sches  Umkehrproblem  für  Differentialgleichungen 
11.  Ordnung  [Crelle's  Journal  Bd.]  89;  3)  Problem  der  Fuchs'schen  Functionen, 
voi'her  Beispiele,  eindeutige  Functionen  [die  durch  Umkehrung  des  Integralquo- 
tienten] aus  hypergeometrischeu  Differentialgl.  [entstehen],  Modulfunctiou ,  Dar- 
stellungsijrincip  für  mehrdeutige  Functionen  mit  endlicher  Anzahl  von  Verzwei- 
gungspunkten, speciell  der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen,  deshalb 
Beschränkung  auf  die  für  diese  Integration  ausreichenden  und  einfachsten  Fuchs'- 
schen Functionen,  p  =  0,  [determinirende]  Fundamentalgleichungen  [haben]  dop- 
pelte Wurzeln,  ihre  ausführliche  Theorie,  Fonctions  &-  und  Z-Fuchsiennes  (S.). 

Verallgemeinerung  auf  Functionen  mehrerer  Variablen,  hyperelliptische  Modul- 
functiou nach  Fuchs  ( — ). 

Für  die  „liistorische  Einleitung"  war  (vergl.  Bd.  I,  S.  VI)  ein  Theil 
der  Günther 'sehen  Habilitationsvorlesung  in  Aussicht  genommen.  Da 
in  dieser  auch  von  partiellen  Diiferentialgleichungen  gehandelt  wird, 
hatte  Günther  selbst  in  seinem  IVTanu Scripte  die  Stelle  bezeichnet,  bis 
wohin  diese  Vorlesung  verwerthet  werden  sollte.  Ich  habe  den  auf 
gewöhnliche    Differentialgleichungen    bezüglichen    Theil    umgearbeitet, 


*)  Günther  hatte  namentlich  den  inzwischen,  Crelle's  Journal,  Bd.  118,  S.  351, 
und  Bd.  119,  S.  82  durch  die  Herrn  Hamburger  und  Gutzmer  herausgegebenen 
Existenzbeweis  im  Auge. 
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stellenweise  auch  ergänzt,  habe  es  aber  vermieden,  über  die  von  Grün- 
ther  in  Betracht  gezogene  Materie  wesentlich  hinauszugehen.  —  In  den 
im  Vorworte  zum  ersten  Bande  erwähnten,  in  meinen  Händen  befind- 
lichen Aufzeichnungen,  hatte  Günther  für  einige  der  von  ihm  zu 
bearbeitenden  Theile  die  Disposition  genauer  entworfen  und  durch 
Excerpte,  denen  an  manchen  Stellen  auch  eigenartige  Beweise  hinzu- 
gefügt sind,  einen  Theil  des  Materials  vorbereitet.  Ich  lasse  hier  ein 
Verzeichniss  dieser  Aufzeichnungen  mit  Angabe  ihres  Inhaltes  folgen, 
die  von  mir  herrührenden  Bemerkungen  sind  in  [  ]  eingeschlossen. 

[1].  [Vier  beschriebene  Quartseiten  enthaltend  eine  Disposition  für  diejenigen 
Kapitel,  die  im  Handbuche  direct  auf  die  historische  Einleitung  folgen  sollten; 
darunter  ausgeführt  ein]  directer  Beweis  des  Satzes:  „Wenn  die  Detei-minante  von 
')i  Functionen  gleich  Null  ist,  besteht  eine  lineare  Relation"  [der  Beweis  ist  ein 
Inductionsschluss  von  n  —  1  auf  n,  nach  ähnlichem  Principe  wie  bei  Baltzer, 
Determinanten  (1881),  S.  78  ff.  von  2  auf  3  geschlossen  wird]. 

[2].  [Ein  Heft  mit  circa  20  beschriebenen  Quartseiten  enthaltend  Disposition 
und  Material  für  die  formalen  Theorieen,  ich  gebe  die  Ueberschriften  mit  Inhalts- 
angabe wieder]: 

I.  Die  Analogieen  mit  algebraischen  Gleichungen. 
Schon  früh  bekannt  (^Lagrange  etc.). 

A.  Die  Coefficienten  der  linearen  Diöerentialgleichungen  ausdi-ückbar  durch 
die  Integrale  y^,  ■  •  •  Z/„  [eine  halbe  Seite]. 

B.  Der  Appell 'sehe  Satz  [drei  Seiten,  nach  Appell,  Annales  de  l'Ecole 
Normale  II.  Ser.  Bd.  10,  S.  400,  401,  394,  397]. 

C.  Gemeinsame  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen.  Irreductibilität 
[vier  Seiten,  nach  Frobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  76,  S.  256—258,  243—244]. 

D.  Erniedrigung  der  Ordnung  der  Differentialgleichung,  wenn  einige  Inte- 
grale bekannt  sind  [nur  wenige  Zeilen,  beginnt  mit:]  Setze  y  =  y^fzdx  [u. s.w., 
dann  folgt  eine  Formel  nach  Thome,  Crelle's  Journal  Bd   75,  S.  267]. 

E.  Die  symbolische  Factorenzerlegung  linearer  Differentialausdrücke  [etwa 
eine  und  eine  halbe  Seite,  in  eigenartiger  Darstellung,  vgl.  Nr.  19,  Bd.  I,  S.  50—52 
Zeile  7  v.  o.  des  Handbuches]. 

II.  Die  adjungirte  Differentialgleichung  [etwa  elf  Seiten,  beginnt 
mit  eigenartigen  Betrachtungen,  die  im  Handbuche  Bd.  I,  Nr.  21,  S.  56  Zeile  5  v.  o. 
bis  S.  57  Zeile  3  v.  u.,  S.  53  Zeile  13  v.  o.  bis  S.  59,  Zeile  19  v.  u.,  und  hieran 
anschliessend  Nr.  22,  S.  61  Zeile  11  v.  o.  bis  Schluss  der  Nummer  verwerthet  sind; 
das  Uebrige  nach  Frobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  77,  S.  246—249,  256;  auf  den 
beiden  letzten  Seiten  wird  mit  Hülfe  des  Appell'schen  Satzes  gezeigt,  dass  die 
Coefficienten  der  adjungirten  Differentialgleichung  sich  rational  aus  denjenigen 
der  gegebenen  Differentialgleichung  und  ihren  Ableitungen  zusammensetzen  (was 
im  „Handbuche"  ebenfalls  verwerthet  ist),  die  explicite  rationale  Form  des  ad- 
jungirten Differentialausdruckes  wird  dann  in  der  gewöhnlichen  Lagrange 'sehen 
Weise  hergestellt]. 

III.  [Eine  Bemerkung  von  etwa  6  Zeilen,  woraus  hervorgeht,  dass  der  erste 
Theil  der  Fuchs 'sehen  Arbeiten  aus  den  Sitzungsberichten  von  1888  jetzt  direct 
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au  die  Theoiie  der  adjungirten  Difterential^leichung  angeknüpft  und  auch  dabei 
der  Appell'sche  Satz  benützt  werden  sollte;  vergl.  für  I  E,  II,  III  die  von  mir 
herausgegebene  Notiz,  Crelle's  Journal  Bd.  117,  S.  168]. 

[3J.  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  I  [ein  Heft  mit  etwa 
14  beschriebenen  Quartseiten  enthält:] 

I.  Multiplicatoren ,  adjungirte  DifFerentialausdrücke  [etwa  drei  Seiten,  ein- 
gelegt ein  mit  Bleistift  beschriebenes  Blättchen]. 

II.  Zusammensetzung  von  Dift'erentialausdrückeu  [eine  halbe  Seite,  Hinweis 
auf  Floquet,  Annales  de  lEcole  Normale  Ser.  II,  Bd.  8,  Suppl.  S.  40  fi".]. 

III.  Die  determinirende  Function  [eine  und  eine  halbe  Seite,  enthält  die 
Definition  der  determinirenden  Function  auch  im  Falle,  wo  nicht  reguläre  Inte- 
grale vorhanden  sind,  Beziehung  zwischen  den  detenninirenden  Functionen  ad- 
jungirter  Differentialausdrücke  und  solcher,  die  aus  anderen  Difi'erentialausdrücken 
zusammengesetzt  sind,  alles  nach  Frobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  SO,  S.  317  ft'.]. 

IV.  Reguläre  Integrale  [vier  Seiten,  wesentlich  nach  Frobenius  a.  a.  0., 
ferner  die  Methode  von  Thome  zur  Entscheidung  darüber,  ob  sich  ein  DifFerential- 
ausdruck  I'  in  der  Foi-m  P  =  AB  darstellen  lässt,  wo  B  ein  durchweg  regulärer 
Diiferentialausdruck  ist  und  A  rationale  Coefficienten  besitzt]. 

V.  Normale  Differentialausdrücke  und  normale  Integrale  [vier  und  einhalb 
Seiten,  Begriff  des  nonnalen  Differentialausdrucks,  fundamentalen  determinii-enden 
Factors  u.  s.  w. ;  der  determinirende  Factor  ist  eindeutig  bestimmt;  die  Bestim- 
mung der  fundamentalen  determinirenden  Factoren  (nur  angedeutet),  Differential- 
ausdrücke, die  aus  normalen  zusammengesetzt  sind,  normale  Integrale,  ihre  Werth- 
berechnung,  alles  nach  Thome  angedeutet;  auf  den  letzten  anderthalb  Seiten, 
Anwendung  eines  der  Inauguraldissertation  Günther's  entnommenen  Verfahrens 
auf  gewisse  aus  normalen  Differentialausdrücken  zusammengesetzte  Differential- 
ausdrücke; vergl.  hierfür  die  Nummern  97,  ti8  des  Handbuches  sowie  den  Schluss 
der  von  mir  herausgegebenen  Arbeit  Günther's,  Crelle's  Journal  Bd.  119,  S.330ff.] 

[4].  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  II  [etwa 
drei  und  einhalb  beschriebene  Quartseiten,  enthält:] 

I.    Zusammensetzung  von  Differentialausdrücken  [eine  halbe  Seite]. 

n.  Multiplicatoren  und  adjungirte  Differentialausdrücke  [etwa  drei  Seiten, 
beides  wesentlich  nach  Frobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  70 j. 

[5].  Aus  Abhandlungen  von  Frobenius  [20  beschriebene  Quartseiten, 
enthält:]  a)  Ueber  Irreductibilität  linearer  Differentialgleichungen,  Crelle's  Journal, 
Bd.  76,  pg.  236  [auf  sieben  und  einhalb  Seiten,  nach  S.  236—259  der  genannten 
Abhandlung];  b)  Zusammenhang  der  Differentialgleichung  mit  der  Differential- 
gleichung ihrer  Multiplicatoren  [sechs  und  einhalb  Seiten,  nach  Crelle's  Journal 
Bd.  77,  S.  248—257;  Bd.  80,  S.  319  ff.;  Bd.  76,  S.  261— 263];  c)  Ceber  die  regulären 
Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen  [sechs  Seiten,  nach  Crelle's  Journal 
Bd.  80,  S.  317  ff.]. 

[6].  [Excerpt  aus]  Heun,  Americ.  Journal,  Bd.  X,  S.  205—224  [vier  beschrie- 
bene Quartseiten]. 

[7].  Aus  Jordan  Cours  d'Analyse  III.  [1887]  a)  Integralgruppen  bei  gleichen 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung,  S.  173  ff.  [vier  beschriebene  Quartseiten  und  ein 
eingelegtes  Blättchen];  b)  Integration  linearer  Differentialgleichungen  durch  be- 
stimmte Integrale,  S.  241  ff.  [etwa  drei  beschriebene  Quartseiten;  auf  einem  ein- 
gelegten Blättchen  die  Bemerkung:] 
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Nach  Euler  setzt  man  an 


"1 
y  =  P (X)  fe" ^  ^'='  u"-"-  (1  -  uf-^  du. 


Dann  wird 

y"  +p{x)y  +2 («)  y  =J  du  { P"  {x)  +  P'  (x)  (i  +  u  ■  (?'  (a;))  + 

«0 

P  (x)  [u  ■  Q"  {X)  +  u^-Q'  {xf]  +  p  (x)  [P'  {X)  +  u.P{x)-  Q'  (.*)] 
+  q{x)  ]  ■  e"«  (^'^  •  u"-^  .  (1  —  uf-^  . 


Dies  muss  g-leich: 


werden. 


"1 
I  -^{E{x,  ^^)  e"-«(^)  •%"(!—  ?^y^}  (Zi 


"0 


[8].  Herleitung  der  Bedingungen  für  den  Fortfall  der  Logarithmen  in  einer 
zu  gleichen  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  gehörigen  Integralgruppe  für 
reguläre  lineare  Differentialgleichungen,  nach  Andeutung  von  Hamburger  [fünf 
und  einhalb  beschriebene  Quartseiten;  ein  wie  es  scheint  nicht  ganz  zu  Ende  ge- 
geführter Ansatz]. 

[9].  Ungedrucktes  aus  meiner  Dissertation  [zehn  beschriebene,  zum  Theil 
aber  wieder  durchstrichene  Foliospalten,  vergl.  die  von  mir  herausgegebene  Arbeit 
Günther 's  in  Crelle's  Journal,  Bd.  lli),  S.  330  ff.]. 

Als  nach  dem  am  27.  September  1891  erfolgten  Hinsclieiden 
Günther 's  die  Ausführung  auch  der  ihm  zugedachten  Abschnitte  des 
Handbuches  mir  zufiel,  konnte  ich  zwar  nicht  durchweg,  aber  doch  bei 
einigen  Theilen  dieser  Abschnitte  die  Disposition  des  Arbeitsprogramms 
innehalten,  namentlich  auch  bei  einigen  der  Kapitel,  auf  die  sich  die 
nachgelassenen  Aufzeichnungen  beziehen,  den  Entwürfen  Günther 's 
folgen.  Die  folgende  Zusammenstellung  wird  einerseits  diese  Theile 
und  Kapitel  hervorheben  und  soll  andererseits  —  nachdem  Stellen,  wo 
ich  in  den  nachgelassenen  Aufzeichnungen  enthaltene,  eigenartige  Ent- 
wickelungen  Günther's  verwerthet  habe,  bereits  im  ersten  Bande  be- 
zeichnet wurden  —  auf  die  Nummern  hinweisen,  die  nach  Abhandlungen 
bearbeitet  sind,  für  welche  mir  die  Excerpte  Günther's  zu  Gebote 
standen. 

In  der  „Einleitung"  und  dem  „ersten  Abschnitte"  sind  die  Nummern 
5,  8 — 12  im  Sinne  des  Arbeitsprogramms  gehalten-,  in  der  Nr.  5  (Bd.  I, 
S.  13  die  12  letzten  Zeilen),  Nr.  8  (ebenda,  S.  19  Zeile  15  v.  o.  bis 
Schluss  der  Nummer  auf  S.  20),  ferner  in  den  Nummern  11,  12  bei  der 
Begriifsbestimmung  eines  Fundamentalsystems  ist  der  in  [1]  und  [2]  I,  A 
des  Günther 'sehen  Nachlasses  angedeutete  Gedankengang  befolgt. 

Scliles'inger,  Differentialgleichungen,     II,  'i.  28 
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Die  „formalen  Theorieen"  haben  im  Wesentlichen  das  Gepräge 
erhalten,  welches  ihnen  Günther,  nach  dem  Arbeitsprogramme  und 
den  Theilen  [2],  [3]  I,  II,  [4j,  [5]  a),  b)  des  Nachlasses  zu  geben  be- 
absichtigt hat.  Die  Nummern  15 — 19,  21—23  und  ein  Theil  von  Nr.  26 
(Bd.  I,  S.  76,  77j  sind  im  Sinne  der  Günther'schen  Disposition  aus- 
geführt; ein  Theil  des  für  diese  Nummern  erforderlichen  Materials  (Bd.  I, 
Nr.  15,  S.  40—42;  Nr.  16,  S.  43  Zeile  5  v.  u.  bis  Schluss  der  Nr.  17  auf 
S.  46;  Nr.  19,  21,  22,  23  bis  S.  64  Zeile  14  v.  o.;  Nr.  26,,  S.  76;  Nr.  27, 
S.  84 — 85  Zeile  5  v.  o.)  war  in  den  Aufzeichnungen  Günther 's  auch 
Tollständig  vorbereitet. 

Von  den  auf  das  „Verhalten  der  Integrale  in  dei-  Umgebung  eines 
Punktes"  bezüglichen  Theilen  des  Günther'schen  Nachlasses  kamen 
für  die  Nummern  92  (bis  S.  332  Zeile  16  v.  u.)  imd  93  (bis  S.  336 
Zeile  8  v.  o.)  die  Theile  [3]  III,  IV,  [5]  c)  in  Betracht,  ferner  sind  die 
Nummern  97  (von  S.  348  Zeile  8  v.  o.  ab)  und  98  wesentlich  im  An- 
schlüsse an  [3]  V  des  Nachlasses  ausgeführt. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Abschnittes  „über  allgemein  gültige 
Darstellungen  der  Integrale"  habe  ich  der  Disposition  des  Arbeits- 
planes nur  zum  Theil  folgen  können,  indem  einerseits  die  Poincare'- 
schen  Untersuchungen  über  die  Laplace'sche  Transformirte  aufgenom- 
men werden  mussten,  und  andererseits  die  inzwischen  entstandenen 
Untersuchungen  über  die  Euler'sche  Transformirte  einen  besonderen 
Abschnitt  (den  zwölften)  erforderten. 

Auf  die  Beziehungen  der  übrigen  Abschnitte  des  Handbuches  zu 
der  im  Arbeitsprogramme  vorgesehenen  Disposition  brauche  ich  nicht 
weiter  einzugehen,  da  es  nur  darauf  ankam  festzustellen,  inwieweit  die 
wesentlich  auf  Günther 's  Liitiative  zurückzuführenden  Theile  des  Pro- 
gramms  die  Ausfühnuio;  des  Werkes  beeinflusst  haben.  J 


Klausenburo-,  im  Juni  1898. 
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Ludwig  Schlesinger. 
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Abbildung,  durch  den  Integralquotienten  208  (II  1,  304) 
Abbildungsproblem  320  (II  2,  231) 

„  Schottky'sches  321  (II  2,  233) 

Abel'sclie  Gruppe  373  (II  2,  407) 
Ableitung  einer  Punktmenge  133  (II  1,  8) 
Abgeschlossene  Punktmenge  133  (II  1,  8) 
Abgeschlossenes  Continuum  133  (II  1,  9) 
Absolute  Invarianten  184  (LI  1,  200) 

„  „  einer  biquadratischen  Form  276  (II  2,  70) 

Abwickelbare  Fläche  193  (II  1,  239) 
Abzählbare  Punktmenge  133  (II  1,  9) 

„  Gruppe  133  (II  1,  11) 

Adjungirte  Differentialgleichungen,  Differentialausdrücke  20  (I,  54) 

„  Fundamentalsysteme  23  (I,  64) 

Adjungiren  dem  Rationalitätsbereiche  152  (II  1,  74) 
Aehnlichkeitstransformation  283  (II  2,  93) 
Aequianharmonisches  Punktquadrupel  277  (11  2,  72) 
Aequivalente  Formen,  Differentialgleichungen  181  (II  1,  1S7) 
„  binäre  quadratische  Formen  279  (II  2,  80) 

„  Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen  120  (I,  438) 

Affect  148  (11  1,  63) 
Algebraische  Differentialgleichung  für  Differentialfunctionen  143  (II  1,  48) 

„  Formen  181  (II  1,  186) 

Algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialgleichungen  158  (II  1,  96) 
Algebraischer  Typus  in  einer  Art  174  (II  1,  156) 
Algebraische  Untergruppen  der  Linearen  Gruppe  136  (II  1,  22) 
Allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  134  (II  1,  15) 
Allgemeines  Integral  11  (I,  29) 
Alternirendes  Verfahren  212  (II  1,  325) 
Analytisches  Gebilde  200  (II  1,  272),  205  (II  1,  289) 
Anfangsbedingungen  (-werthe)  5  (1,  14) 
Anfangsglied  einer  unendlichen  Determinante  7  7  (I,  275) 
Appell'scher  Satz  15  (I,  40) 
Arithmetisch-geometrisches  Mittel  262  (II  2,  9) 
Artbegriff  für  Differentialgleichungen  165  (11  1,  120) 
Art,  associirte  174  (U.  1,  154) 
„      sich  selbst  adjungirte  175  (11  1,  157) 
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Arten  der  Dreiecksfunctionen  281  (11  2,  86  ff.) 

„       von  Curven  (erster,  zweiter  Art)  286  (II  2,  107) 
„         „     Operationen  (erster,  zweiter  Art)  334  (II  2,  277) 
Associirte  Arten  174  (II  I,  154) 

„  Differentialgleichungen  167  (II  1,  127) 

Gruppen  169  (II  1,  136) 
Asymptotische  Darstellungen  117  (I,  424) 

Auslassen  von  Werthen  einer  Function  303  (II  2,  165),  326  (II  2,  252) 
Ausgezeichnete  Untergruppen  140  (11  1,  36). 

Bahncurve  elliptischer  Substitution  200  (II  1,  271) 

„  parabolischer  Substitution  213  (JI  1,  328) 

Basis  einer  Gruppe  132  (II  1,  6) 

Begleitender  bilinearer  Differentialausdruck  24  (I,  69) 
Bestimmtes  Verhalten  an  singulären  Stellen  40  (I,  139),  58  (I,  207) 
Beziehung  von  Lagrange  20  (l,  54) 

„  „     Fuchs  68  (I,  241) 

Bilinearer  Differentialausdruck  20  (l,  55) 
Bilineare  Form  aus  Integralen  und  ihren  conjugirten  36S  i  II  2,  393) 

„  „      mit  contragredienten  Variabein  374  (11  2,  410j 

Biquadratische  Form  276  (II  2,  69). 

Canonische  Form  einer  linearen  Differentialgleichung  172  (LI  1,  147) 
„      Substitution  32  (I,  105),  37  (I,  128) 
„  „  „      infinitesimalen  Transformation  156  (LI  1,  88) 

,,  ,,  ,,      projectiven  Substitution  einer  Variabelen  199  (ü  1,  267) 

Ganonisches  Fundamentalsjstem  zu  einem  Punkte  gehörig  32  (I,  105),  36  (I,  123, 

37  ri,  127) 
„  „  im  Falle  der  Bestimmtheit  51  (I,  181),  54  (I,  194j 

Cayley'sche  Relation  297  (11  2,  142) 

Charakter  der  Coefficienten  an  einer  Stelle  der  Bestimmtheit  43  (I,  152) 
Charakteristische  Differentialinvariante  153  (11  1,  79) 
„  Function  44  (L,  156) 

„  Gleichung  (bei  constanten  Coefficienten)  69  (L,  245) 

(allgemeine)  95  (I,  343) 
Charakteristischer  Index  91  (I,  329) 

Classe  von  Differentialgleichungen,  Functions  Systemen  222  (LL  1,  366,  368) 
„       Fuchs 'sehe  von  Differentialgleichungen  62  (I,  220) 
„       von  Gleichungen  163  (II  1,  111) 
Classenmoduln  324  (II  2,  243) 
Coefficient  einer  Substitution  30  (L,  91) 
Cogrediente  Differentialgleichungen  163  (II  1,  114) 

„  Functionssysteme  163  (II  1,  112j 

CoUineation  169  (11  1,  135) 
Combinante  362  Ol  2,  371) 

„  Jacobi'sche  363  (LL  2,  374) 

Complementäre  Lösungen  212  (II  1,  323) 
Complette  Differentialgleichung  26  ([,  77) 

„  elliptische  Integrale  248  (II  1,  478) 
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Componenten,  componirte  Substitution,  Composition  von  Substitutionen  30  (I,  92) 
Composition  von  Operationen  131  (II  1,  3) 
Contigue  Functionen  75  (I,  268),  227  (IE  1,  392) 
Continuirliche  Gebilde  200  (II  1,  271) 

„  Gruppe  133  (II  1,  12) 

„  Schaar  von  Transformationen  134  (II  1,  13) 

Continuum  133  (IE  1,  9),  200  (II  1,  270) 
Contragrediente  Systeme  23  (I,  66),  169  (ü  1,  137) 
Coordinaten  eines  Punktes  etc.  169  (II  1,  132) 
Covariante  191  (II  1,  228) 

„  Hesse'sche  191  (II  1,  229) 

simultane  362  (11  2,  370) 
Curven  (erster,  zweiter  Art)  286  (TI  2,  107) 
Curvatura  integra  312  (II  2,  205) 
Cyklische  Gruppen,  cyklischer  Fall  299  (II  2,  150) 
Cyklus  von  Ecken  209  (II  1,  309),  330  (II  2,  262) 
„        von  scheinbaren  Ecken  213  (II  1,  331). 

Determinante  eines  Functionssystems  14  (I,  36) 

,,  einer  linearen  Substitution  12  (I,  34) 

„  unendliche  77  (I,  275) 

Determinirende  Gleichung,  Fundamentalgleichung,  Function  45  (I,  158),  46  (I,  162), 
für  einen  Windungspunkt,   den  unendlich  fernen    Punkt  59  (I,  211),  im  Falle 
rationaler  Coefficienten  63  (I,  224) 
Determinirender  Factor  97  (I,  348),  fundamentaler  96  (I,  344) 
Differentialfunction ,  rationale  136  (II  1,  19) 

Differentialgleichung,  algebraische  für  Differentialfunction  144  (11  1,  48) 
„  adjungirte  20  (I,  54) 

„  aequivalente  181  (11  1,  187) 

„  associirte  167  (II  1,  127) 

„  cogrediente  163  (II  1,  114) 

derselben  Art  165  (II  1,  120) 

Classe  222  .(II  1,  366) 
„  „  Familie  217  (11  1,  350) 

„  für     die    Periodicitätsmoduln    eines    Abel'schen    Integrals 

246(111,470),  eines  hyperelliptischen  Integrals  247  (II  1,473), 
vom  Range   zwei  252  (II  1,  492),    eines  elliptischen  Inte- 
grals erster  Gattung  248  (II  1,  477),  zweiter  Gattung  250 
(H  1,  486) 
Differentialgleichungen  vom  selben  Charakter  144  (II  1,  52) 
Dieder  291  (II  2,  122),  296  (II  2,  138) 
Differentialinvariante  der  linearen  Gruppen  135  (IT  1,  16) 
„  allgemeiner  Gruppe  141  (II  1,  39) 

„  für  Gruppen  mit  unendlich  vielen  Schaaren  172  (II  1,  146) 

„  der  Verschiebungen  283  (11  2,  93) 

„  charakteristische  153  (II  1,  79) 

Diff'erenzenrechnung  38  (I,  130) 
Differenzengleichungen,  simultane  377  (II  2,  419) 
Dimension  eines  Gebildes  136  (II  1,  22) 
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Dimension  der  Coefficienten  einer  Differentialgleichung  182  (II  1,  191) 

Discontinuirliche  Gruppe  202  (U  1,  279),  216  (II  1,  344),  205  (II  1,  291) 

Discrete  Punktmenge  133  (TL  1,  8) 

Drehung  der  Kugel  290  (II  2,  120) 

Dreiecksfunction  270  (II  2,  44) 

Doppelpunkt  einer  Substitution  199  (II  1,  267) 

Doppeltperiodische  Functionen  206  (H  1,  297),  289  (11  2,  116  >,  352  (U  2,  337; 

„  „  zweiter  Art  376  (II  2,  415) 

Doppelschleifen  233  (FI  1,  418) 
Doppelverhältniss  276  (11  2,  69) 
Dualitätsprincip  170  (II  1,  139). 

Ecken  eines  Bereiches  208  dl  1,  307) 

Eigentlich  discontinuirlich  (vergl.  uneigentlich^  205  (II  1,  291) 

Einfache  Gruppe  140  (II  1,  36) 

Einfach  singulärer  Punkt  112  (I,  401) 

„        transitive  Gruppe  141  (II  1,  41) 
Elementartheiler,  Weierstrass'sche  37  (I,  127) 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  11  (I,  29) 

„      analytischen  Gebildes  200  (U  1,  273) 
„  einer  Substitution,  eines  Systems  30  (I,  91)  I 

Elliptische  Curve  188  (H  1,  215)  ^ 

,,  Functionen  siehe  doppeltperiodische  Functionen 

„  Modulfunction  206  (II  1,  298\  260  (II  2,  2) 

„  Substitution  199  (II  1,  268) 

Empfindliche  Function  147  (II  1,  59) 
Endliche  Gruppen  133  (II  1,  11) 

„  ,,  binärer  linearer  Substitutionen  301  (H  2,  159) 

Entsprechende  Integrale,  Fundamentalsysteme  165  dl  1,  121) 

,,  Lösungen  associirter  Differentialgleichungen  168  fU.  1,  130) 

„  Seiten  eines  Bereiches  209  fll  1,  307) 

„  Untergruppen  isomorpher  Gruppen  179  (H  1,  178) 

Erlaubte  Abänderung  210  (II  1,  315) 
Erweiterung  der  linearen  Gruppe  135  (II  1,  16) 

„  einer  beliebigen  Gruppe  142  (II  1,  43) 

„  .,      projectiven  Gruppe  mittelst  einer  Spiegelung  334  'EI  2,  277) 

Erzeugung  einer  continuirlichen  Gruppe  aus  infinitesimalen  Transformationen  139 

(II  1,  34) 
Euklid 'sehe  und  nicht -Euklid'sche  Geometrie  285  (II  2,  102) 
Euler 'sehe  Integrale  242  (11  1,  452),  siehe  auch  F-Function 

„  Transformirte  233  (II  1,  415) 

Existenzbereich  201  (11  1,  276),  205  (II  1,  290) 
Exponent  zu  dem  ein  Integral  gehört  40  (I,  140) 
Exponenten  eines  Functionssystems  222  (Q  1,  368). 

Familie  von  Differentialgleichungen  217  (11  1,  350) 
Feste  Verzweigungspunkte  8  (I,  18; 
Flächen  constanter  Ki-ümmung  283  (II  2,  95) 
Flächenelement  284  (II  2,  99) 
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Formen  algebraisclie  181  (II  1,  186) 

„         binäre  biquadratische  276  (II  2,  69) 
„         invariante  195  (II  1,  250) 

„         quadratische  mit  negativer  Discriminante  279  (11  2,  80) 
Franke'scher  Satz  167  (II  1,  127) 
Fortsetzung  eines  analytischen  Gebildes  200  (II  1,  273) 

„  „      Integrals  10  ([  26) 

Fundamentalbereich  oder  Polygon  211  (II  1,  321) 
Fundamentaler  determinirender  Factor  96  (1,  344) 

Fundamentalgleichung  31  (1,  99),  siehe  auch  determinireude  Fundamentalgleichung 
Fundamentalinvarianten  121  (I,  440) 
Fundamentalrelationen  308  (11  2,  188) 

Fundamentalsubstitutionen  120  (I,  438),  projective  208  (II  1,  307) 
Fundamentalsystem  von  Integralen  11  (I,  29),  12  fl,  31) 

„  adjungirtes  23  (I,  64),  entsprechendes  165  (II  1,  121) 

„  von  Integralquotienten  173  (II  1,  149) 

Functionssysteme,  cogrediente  163  (II  1,  112) 

„  derselben  Klasse  222  (II  1,  368) 

Fuchs'sches  Beispiel  197  (II  1,  256) 
Fuchs 'sehe  Beziehung  68  (I,  241) 

„  Classe  linearer  Differentialgleichungen  62  (I,  220) 

Functionen  305  (II  2,  174) 
Differentialgleichungen  326  QI  2,  249) 
„  Gleichungen,  erste  257  (II  1,  517),  zweite  258  (II  1,  521) 

,Gruppen  304  (II  2,  169),  322  (II  2,  236) 
„  Methode  veränderlicher  Integrationswege  236  (II  1,  427) 

Thetareihen  305  (II  2,  175) 
Zetafunctionen  353  (II  2,  340). 

Galois'sche  Gruppe,  Resolvente  148  (II  1,  62) 
r-Function  vgl.  JT-Function  111  (I,  397) 
Ganze  Formen  314  (11  2,  211) 

„      Thetafunctionen  315  (II  2,  214) 
Gattung  von  algebraischen  Functionen  148  (II  1,  63) 

,,  „     rationalen  Differentialfunctionen  152  (II  1,  76) 

Gauss'sche  Differentialgleichung  70  (I,  252),  244  (II  1,  460) 

Functionen  P,  Q,  B  265  (11  2,  19) 
Gauss'sches  Krümmungsmaass  283  (II  2,  95) 
Gauss'sche  Reihe  71  (I,  254) 

Gebilde,  analytisches  200  (II  1,  272),  205  (11  1,  284) 
Gemischte  Gruppe  140  (II  1,  38) 
Geodätische  Linien  284  (II  2,  96) 

„  Polarcoordinaten  284  (II  2,  99) 

Geschlecht  einer  Curve  187  (II  1,  21.3) 
Gewicht  einer  algebraischen  Invariante  181  (II  1,  187) 

,,        der  Invariante  einer  Differentialgleichung  181  (II  1,  191) 

„        einer  Operation  (vgl.  Index)  133  (II  1,  11; 
Gleichberechtigte  Untergruppen  140  (II  1,  36; 
Grenzkreis  124  (I,  457) 
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Grenzstelle  133  (II  1,  8) 

„  eines  analytischen  Gebildes  200  (II  1,  274) 

Gruppe,  abzählbare  133  (11  1,  11) 

aUgemeine  lineare  135  (II  1,  15) 

„  projective  179  (II  1,  177) 

continuirliche  133  (II  1,  12) 

der  Differentialgleichung  132  (II  1,  5),  vgl.   Transformations-  und  Mono- 
dromiegruppe 

discontinuirliche  202  (II  1,  278),  205  (11  1,  291) 

endliche  133  (11  1,  11),  binärer  Substitutionen  301  (U  2,  159j,   allgemeine 
367  (n  2,  388 ff.) 

einfache  140  (II  1,  36) 

erweiterte  135  (H  1,  16),  142  'II  1,  43j,  334  (II  2,  277) 

Fuchs'sche  304  (II  2,  169),  symmetrische  Fuchs'sche  319  (II  2,  227),  all- 
gemeine Fuchs 'sehe  322  (II  2,  236; 

Galois'sche  einer  Gleichung  148  (U  1,  62) 

gemischte  140  (II  1,  38) 

»•-gliedrige  continuirliche  135  (II  1,  15) 

integrable  156  (II  1,  87) 

von  Integralen  36  (I,  121),  49  (I.  171),  377  (II  2,  417; 

isomorphe  179  (II  1,  177) 

Klein'sche  322  (E  2,  236) 

specielle  lineare  156  (11  1,  92) 

von  Substitutionen  und  Operationen  131  (II  1,  3) 

transitive  und  intransitive  141  dl  ],  41). 

Halbbereiche  334  (II  2,  277) 
Halbblätter  334  (H  2,  278) 
Halbzweig  343  (II  2,  311) 

Harmonische  Punkte  (Pole)  zu  einem  Kreise  200  ill  1,  271) 
„  „       auf  einer  Geraden  277  (II  2,  72) 

Werthe  306  (II  2,  177; 
Hauptcongruenzgruppen  273  (II  2,  55; 

Hauptdiagonale  einer  unendlichen  Determinante  77  (I,  275) 
Hauptintegral  einer  nichthomogenen  Differentialgleichung  26  d,  78) 
Hauptsubdeterminante  369  (II  2,  394) 

Hauptzweig  333  (II  2,  275),  336  (II  2,  287),  339  (II  2,  295) 
Hesse'sche  Covariante  191  (H  1,  229),  295  (II  2,  135) 
Hyperbolische  Substitution  199  (II  1,  268) 
Hyperbolisches  Gebilde  205  (II  1,  292). 

Jacobi'sche  Combinante  363  (H  2,  374) 

Thetafunctionen  267  (II  2,  29) 
Jacobi'sches  ümkehi-problem  206  (11  1,  296) 
Ikosaeder  291  (II  2,  123;,  298  (II  2,  145  ff.; 
Imaginärer  Kreis  280  (II  2,  84) 

Index  einer  Substitution  oder  Operation  332  (II  2,  270),  335  (H  2,  279),  356  (II  2,  350) 
Infinitesimale  Transformation  bei  continuirlicher  Gruppe  137  (II 1,  24),  182  (II 1, 193) 
„  „  bei  projectiver  Gruppe  202  dl  1,  280) 
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Integrable  Gruppen  156  (II  1,  87) 

Integrabilitätsbedingung  377  (II  2,  419) 

Integra],  allgemeines  bei  homogener  linearer  Differentialgleichung  11  (I,  29) 

,,  ,,  ,.     nichthomogener  linearer  Differentialgleichung  26  (I,  77) 

Integralcurve  (-gebilde)  133  (II  1,  11),  157  (ü  1,  95),  169  (II  1,  133) 

„  rationale,  elliptische  188  (II  1,  215) 

Integrale,  entsprechende  165  (II  1,  121) 
Integralgruppen  36  (I,  121),  377  (II  2,  417) 
Integraluntergruppen  (Hamburger'sche)  37  (I,  126) 
Integral,  particulares  11  (I,  28,  29) 
Integralquotienten  173  (IT  1,  148) 
Integration  einer  Differentialgleichung  5  (I,  12) 

,,  „  ,,  durch  Quadraturen  155  (LI  1,  86),   im  Sinne 

Euler's  233  (II  1,  415) 
Intransitive  Gruppe  141  i^II  1,  41) 
Invariante,  absolute  184  (II  1,  200) 

„  algebraischer  Formen  181  (II  1,  187) 

Invarianten,  der  biquadratischen  Form  276  (II  2,  270) 
Invariante  einer  Differentialgleichung  182  (II  1,  190) 
eindeutige  Form  314  (E  2,  211) 
„  Formen    und    Functionen,    allgemein  195  (II  1,  250),    für   Gauss'sche 

Differentialgleichung  294  (11  2,  130) 
„  Functionen  (Appell)  15  (I,  40) 

Invariante  ganze  Formen  314  (II  2,  211) 

Invariante  Gestalt  der  linearen  Differentialgleichungen  364  (il  2,  379) 
Invariante  einer  continuirlichen  Gruppe  141  (11  1,  39) 
,,  „      gemischten  Gruppe  142  (11  1,  42) 

„  der  linearen  Gruppe  135  (II  1,  16) 

,,  lineare  einer  Differentialgleichung  183    II  1,  197~) 

Untergruppe  140  (II  1,  36) 

(vergl.  auch  DifferentialinvarianteV 
Irreductibilität  einer  algebraischen  Differentialgleichung  149  (II  1,  66) 

„       linearen  „  27  (I,  83),  28  (I,  86) 

mit  rationalen  Coefficienten 

?)  )5  11  11 

160  (II  1,  105) 
,,  eines  Systems  algebraischer  Gleichungen  158  (U  1,  96) 

Isolirte  Stelle  der  Unbestimmtheit  7  (I,  17) 
Isolii-t  werthige  Function  (Gebilde)  201  (H  1,  278) 
Isomorphismus  von  Gruppen  179  (II  1,  177). 

Kl  ein 'sehe  Gruppen  322  (II  2,  236) 

Functionen  322  (11  2,  238) 
„  Thetareihen  323  (II  2,  241) 

Krümmungsmaass,  Gauss'sches  283  (II  2,  95) 
Kumme r'sches  Princip  72  (I,  260) 

Lag  ränge 'sehe  Beziehung  (Identität)  20  (I,  54) 
Lagrange 'sches  Theorem  und  sein  Analogon  146  (II  1,  57) 
Lame 'sehe  Differentialgleichung  379  (II  2,  423; 

Schlesinger,  Differentialgleicliuiigeii.    11,2.  28' 
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Landen 'sehe  Transformation  261  (II  2,  4) 

Laplace'sche  Transformirte  111  (1,  401),  113  (I,  407j,  231  ßl  1,  407) 

,,  Differentialgleichung  114  (I,  409j 

Legendre'sche  Differentialgleichung  248  HI  1,  477) 

„  Relation  250  (II  1,  488j,  251  (II  1,  491) 

Lemniscatische  Function  289  (II  2,  116^ 
Lineare  Substitution,  siehe  Substitution 

„        Invarianten  183  (IE  1,  197; 

,,        Transformation  ellipti-scher  Integrale  27ii  (II  2,  67) 
Linear  unaVjhängige  Integrale,  siehe  Fundamentalsystem 

„  „  Systeme  34  (I,  113) 

Linienelement  auf  einer  Fläche  283  (d  2,  94,  95) 
Loxodromische  Substitution  199  (U  1,  268). 

Menge  von  Elementen  (Punkten),  abzählbare  133  (11  1,  9) 

Methode  de  continuite  328  (II  2,  255  ff.  i 
„       des   linaites  9  (I,  21; 

Methode  der  Variation  der  Constanten  26  (1,  76) 

Modulargleichung  303  (H  2,  166) 

Modulfunction,  elliptische  206  ril  1,  298;,  261  (ü.  2,  2) 

Monogene  Function  5  (I,  12; 

Monodromiegruppe  160  (II  1,  102; 

Multiplicator  einer  doppeltperiodischen  Function  zweiter  Art  376  dl  2,  415) 
„  „       linearen  Differentialgleichung  20  (I,  53) 

,,  „       projectiven  Substitution  199  (II  1,  267). 

Negative  Substitution  282  (U  2,  89) 

Nicht  analytische  Linie  322  (E  2,  238; 

,,      homogene  lineare  Differentialgleichung  26  (I,  76) 

„      singulare  Lösung  einer  Differentialgleichung  144  (II  1,  49) 

Normalcurve,  rationale  188  fU.  1,  216; 

Normaler  Differentialausdruck  97  (I,  348,  3ö0i 

Normale  Differentialgleichung  326  (11  2,  249) 

Normalform  einer  Differentialgleichung  42  (I,  154) 

„  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  206  (Q  1,  298; 

„  „  „  „  zweiter       „        250  (11  1,  485; 

Normalintegrale  96  (I,  342) 

Normalreihen  96  (1,  344) 

Normalzerlegung  einer  Gruppe  154  dl  1,  82  . 

Obere  Halbebene  268  (11  2,  34) 
Oktaeder  291  (E  2,  122),  297  (11  2,  143) 
Operation  erster,  zweiter  Art  334  (II  2,  277; 

„  identische,  inverse,  transformirte  131  (11  1,  4; 

CO  und  c5  342  (II  2,  304  ff.) 
Orthogonalkreis  271  (II  2,  48),  280  dl  2,  83^. 

Parameter,  wesentliche  einer  Gruppe  134  (IL  1,  13) 
Parabolische  Substitution  199  (11  1,  269) 
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Particulares  Integral  11  (T,  28) 
Periodicitätsmoduln  20ö  (U  1,  293),  246  (II  1,  4(i9) 

„  „  „        des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  248  (11  1,  478) 

Periodische  elliptische  Substitution  199  (II  1,  268) 
7I-Function  75  (I,  270),  vergl.  F-Function 
Picard'sche  Resolvente  147  (II  1,  60) 
Picard-Vessiot'scher  Doppelsatz  151  (II  1,  71) 
Poincard'sches  Princip  303  (11  2,  1G4),  325  (II  2,  248) 
Poissou'sches  Integral  212  (II  1,  324) 
Positive  Substitutionen  282  (II  2,  89) 
Potentialfunction  212  (II  1,  325) 
Potenz  einer  linearen  Substitution  30  (I,  93) 
Primform,  algebraische  293  (II  2,  129) 

„  transcendente  317  (II  2,  219) 

Princip,  der  Dualität  170  (II  1,  139) 

„         Kummer'sches  72  (I,  260) 

„         Poincare'sches  303  (II  2,  164),  325  (II  2,  248) 

„         Riemann'sches  Symmetrie-  270  (II  2,  43) 
Projective  Gruppe,  Substitution,  Transformation  179  (II  1,  177) 
Punkt  oder  Stelle  133  (II  1,  7),  (vgl.  singulare) 

Punktmenge,  abgeschlossene,  discrete,  unabgeschlossene  133  (11  1,  8) 
„  perfecte,  zusammenhängende  200  (II  1,  270) 

Quadrinvarianten  184  (II  1,  200) 

Quadraturen-,  Integration  durch,  156  '^11  1,  86i,  im  Sinne  Euler's  233  (II  1,  415) 

Querschnitte  10  (I,  26),  102  (I,  367) 

Quotient  einer  Untergruppe  275  (TI  1,  66),  329  (II  2,  260) 

Rang  eines  algebraischen  Gebildes  187  (II  1,  213) 
,,      einer  linearen  Diflferentialgleichung  92  (I,  339) 
„      der  Normalreihen  99  (I,  356) 

,,      eines  Systems  von  Elementen,  von  linearen  Gleichungen  34  (I,  112) 
Rationalitätsbereich  für  algebraische  Gleichung  148  (II  1,  62) 

,,  „     lineare  Differentialgleichung  152  (II  1,  74) 

Rationale  Curve^  Integralcurve  188  (II  1,  215) 
Rationalitätsgruppe  160  (II  1,  102) 
Realitätslinien  321  (H  2,  234) 
Reciprocitätssatz  von  Thomä  und  Frobenius  21  (I,  58) 

„  der  Gruppentheorie  155  (II  1,  85) 

Reciproke  Gruppen  150  (II  1,  70) 

Substitutionen  23  (I,  60) 
Reducirte  Basis  132  (II  1,  6) 

,,         binäre  quadratische  Form  279  (II  2,  80) 
,,         Differentialgleichung  einer  completten  26  (I,  77) 
einer  Familie  220  (II  1,  361) 
Reductibilität  (vgl.  Irreductibilität)  einer  Gruppe  160  (II  1,  104) 
Reduction  der  Transformationsgruppe  153  (11  1,  78) 
Reguläre  Stelle  einer  Function  5  (I,  12) 
„         Theilung  210  (II  1,  314) 
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Reguläre  Körper  291  f^II  2.  122') 

Reihe  eines  Systems,  einer  Substitution  30  (I,  92j 

Resolvente  einer  algebraischen  Gleichung  136  (II  1,  19) 

Galois'sche  148  (II  1,  62) 
„  einer  linearen  Differentialgleichung  147  (\1  1.  58> 

Picard'sche  148  (II  1,  60) 
Riccati'sche  Differentialgleichung  302  (II  2,  IGlj 

Riemann'sche  Differentialgleichung  und  P-Function  70  (I,  252),  227  (\l  1,  390) 
Riemann'sches  Fortsetzungs-  oder  Symmetrieprincip  270  (II  1,  43 1 
Problem  162  (II  1,  109),  365  (II  2,  382; 

Schleifen  als  Integrationswege  114  (I,  410) 
Schottky'sches  Abbildungsproblem  321  (II  2,  233ff) 
Schwarz'sche  Ableitung  180  (II  1,  184,  vergl.  Berichtigung  II  2,  426j 
Seiten  eines  Bereiches  208  (II  1,  307) 
Semicontinuum  200  (II  1,  270) 
Simultane  Differenzengleichungen  377  (II  2,  419) 
Sich  selbst  adjimgirte  Arten  175  (II  1,  157) 

Singulare  Integrale  fLösungen;  einer  algebraischen  Differentialgleichung  144^11  1,49 
„         Stelle  einer  Function  6  (I,  15; 

„  „       einer  linearen  Differentialgleichung  10  TI,  26) 

„  „       ausserwesentliche  55  (I,  197),  224  (II  1,  376) 

„       der  Bestimmtheit  76  (I,  272)  __ 

„  „       einfache  112  (I,  401) 

„  „       scheinbare  55  (I,  196;,  197  (II  1,  255) 

„  „       der  Unbestimmtheit  7  (\,  17) 

,,  ,,       wesentliche  55  (I,  197) 

„       wirkliche  207  (II  1,  299) 
Specielle  lineare  Gruppe  156  (U  1,  92) 
Spiegelbilder  200  (U  1,  271) 
Spiegelung  269  (II  2,  39) 
Sphärische  Dreiecke  291  ril  2,  120) 
Stelle  (vergl.  Punkt) 

„       eines  Coefficienten  einer  Substitution  30  (I,  92) 
Stereographische  Projection  290  (II  2,  120) 
Stufenzahl  eines  Gebildes  136  (11  1,  21) 

„  des  Isomorphismus  179  (II  1,  177) 

Subordinirt  siehe  untergeordet 
Substitutionen,  ähnliche  32  (I,  102) 

componirte  30  (I,  92) 
Substitution,  canonische  32  (I,  105),  37  (I,  127) 
„  identische  30  (I,  94; 

„  inverse  30  (I,  94) 

„  erster,  zweiter  Kategorie  358  (II  2,  358) 

„  lineare  12  (I,  34),  30  (I,  91),  34  (I,  114) 

„  projective  179  (II  1,  177) 

„  reciproke  23  (I,  66) 

„  transformirte  31  Q,  101) 

„  transponirte  30  (I,  95) 
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Superficielle  Länge  285  (II  2,  101) 
Superficieller  Inhalt  285  (II  2,  101) 
„  Radius  307  (II  2,  184) 

Symbol,  infinitesimaler  Transformation  137  (II  1,  25) 
Symmetrie  in  Bezug  auf  Kreis  269  (II  2,  39) 

-Princip  270  (11  2,  43) 
Symmetrischer  bilinearer  Differentialausdruck  25  (I,  73) 
Symmetrische  Fundamentalbereiche,  Fuchs'sche  Gruppe  319  (II  2,  227) 

„  Klein'sche  Gruppe  322  (II  2,  237) 

System  conjugirter  Substitutionen  131  (II  1,  3) 
„        von  Elementen  34  (I,  112) 
„        erzeugender  Substitutionen  132  (II  1,  6) 
„       Fuchs 'scher    Zetafunctionen    (siehe    Zetafunctionen) 

,,        unabhängiger  Differentialinvarianten  der  linearen  Gruppe  135  (II 1,  16),  all- 
gemeiner Gruppen  141  (II  1,  40) 

Tangentialebenen  verschiedener  Stufen  169  (II  1,  134) 
Tetraeder  291  (H  2,  122),  297  (H  2,  140) 

Tissot-Pochhammer'sche  Differentialgleichung  243  (II  1,  456) 
Thetareihen  bez.  Functionen,  Fuchs'sche  305  (II  2,  175) 
„  „  „  Jacobi'sche  267  (II  2,  29) 

Klein'sche  323  (II  2,  24i) 
„  „  „  Weierstrass'sche  206  (II  1,  295) 

Transformation  134  (H  1,  13) 

Fuchs 'scher  Functionen  329  (II  2,  258),  330  (E  2,  264) 
elliptischer  Integrale  erster  Gattung  276  (II  2,  67) 
Landen'sche  261  (II  2,  4) 
infinitesimale  137  (II  1,  24) 

„  bei  projectiven  Gruppen  202  (II  1,  208) 

einer  Operation  131  (11  1,  4) 
„     Substitution  31  (I,  101) 
Transformationsgruppe  einer  Differentialgleichung  150  (11  1,  69) 
Transformationsrelationen  181  (II  1,  186) 
Transitive  Gruppen  141  (II  1,  41) 
Typus,  algebraischer  innerhalb  einer  Art  174  (II  1,  156) 

„      holoedrisch  isomorpher  Fuchs'scher  Gruppen  308  (11  2,  184) 

Ueberall  dicht  200  (II  1,  271) 

üebergangssubstitutionen  122  (I,  443),  129  (I,  477 ff'.) 
Ueberschiebung  von  Formen  298  (II  2,  146) 

„     Functionen  363  (II  2,  375) 
Umgebung  eines  Punktes  10  (I,  26),  133  (H  1,  8) 
ümkehrproblem,  Jacobi'sches  206  (11  1,  296) 
Umkehrungsfunction  des  Integralquotienten  196  (II  1,  252) 

„  „     elliptischen  Integrals  erster  Gattung  260  (II  2,  2) 

Unabhängige  infinitesimale  Transformationen  137  (11  1,  25) 
Unabhängigkeit  der  Monodromiegruppe  von  einem  Parameter  228  (II  1,  394) 
ünabgeschlossene  Punktmenge  133  (II  1,  8) 
Unabgeschlossenes  Continuum  133  (11  1,  9) 
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Uneigentlich  discontinuirliche  Gruppe  202  (11  1,  280) 

Unimodulare  Substitution  81  (I,  288) 

Untere  Halbebene  268  (II  2,  34) 

Untergeordnete  Diflferentialgleichungen  326  (II  2,  252) 

„  Dreiecksfunctionen  303  (II  2,  165) 

Untergruppen,  algebraische  der  linearen  Gruppe  136  (II  1,  22),  143  (II  1,  45) 

„  endliche  algebraische  der  linearen  Gruppe  301  (U  2,  159) 

„  ausgezeichnete  oder  invariante  140  (II  1,  36j 

„  mit  endlichem  Quotienten  329  (II  2,  261) 

,,  gleichberechtigte  140  (II  1,  36) 

„  Hamburger'sche  von  Integralen  37  (I,  126;,  54  (I,  192) 

„  m-gliedi-ige  140  (II  1,  36) 

„  von  Permutationen  136  (II  1,  19) 

Unveränderlichkeit,  formale  und  als  Function  von  x  152  (II  1,  77;. 

Verschiebungen  in  der  Ebene  283  (U  2,  93; 

„  auf  Flächen  constanter  Krümmung  285  (TI  1,  101; 

Verschmelzung  212  (II  1,  324; 

„  gürtelförmige  212  (II  1,  326) 

Vertauschbare  Substitutionen  373  (U  2,  407) 
Vertauschung  von  «Parameter  und  Argument  231  (E  1,  408; 

„  „  „  „  „  AbeTscher  Satz  232  (II  1,  411; 

Verzweigimgsstelle  mit  bestimmter  Verzweigung  7  (I,  17) 

„  „    unbestimmter  Verzweigung  7  (l,  18;. 

Vollständiges    System    Linearer    partieller    Differentialgleichungen  134  (II  1,  14;, 
139  (n  1,  32) 

Weierstrass'sche  Thetafunction  206  (11  1,  295) 

„  Relationen  255  (11  1,  506  ff.),  256(11  1,  510,  513) 

Wesentliche  Parameter  einer  Gruppe  134  (U  1,  13) 

„  singulare  Stellen  55  (I,  197) 

„  „  „        nach  Weierstrass  7  (I,  17; 

Wirklich  singulare  Stellen  207  (II  1,  209) 
Windungspunkt,  p-facher  algebraischer  39  (I,  135). 

Zeüe  eines  Systems,  einer  Substitution  30  (I,  91) 

Zetaformen  362  (II  2,  370) 

Zetafunction,  elliptische  352  (11  2,  338) 

Zetafunctionen,  Systeme  Fuchs 'scher  353  (II  2,  340) 

Zetagruppe  353  (II  2,  340) 

Zugehörigkeit  eines  Integrals  zu  einem  Exponenten  40  (1,  140) 
„  einer  Thetafunction  zu  einer  Zahl  313  (11  2,  209) 

„  eines  Systems  Fuchs 'scher  Zetafunctionen   zu    gewissen    Gruppen 

353  (n  2,  340) 

Zusammensetzung  von  Differentialausdrücken  17  (I,  45),  19  (I,  50) 
„  einer  r-gliedrigen  Gruppe  140  (II  1,  36;. 
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